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Curvas Maximais

Seja X' uma curva definida sobre um corpo finito F := F,.. Dizemos que

X é F-maximal se o nlimero de seus pontos racionais atinge a cota de
Hasse-Weil, ou seja,

#X(F) = ¢° + 1+ 2gq,

onde g é o género de X.

Paulo César Cavalcante de Oliveira Universid Curvas Maximais em P3 31 de maio de 2014 2 /19



Associada a X', temos uma série linear em D = |(q + 1)P|, onde Py € X
€ um ponto racional. Suponhamos que g satisfaca

(g—1)(g—2)/6] <gv < [(¢°—q+4)/6] . (1)

Por Castelnuovo temos que dimD = 3.
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Seja ¢p : X — P2 o0 morfismo associado a D. ¢ é um mergulho, isto é, X
é [F-isomorfa a ¢(X'). E ¢ é birracional. Assim, ¢(X’) é uma curva de grau
q+ 1.
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Curvas Maximais em Superficies Cubicas

Teorema

Se o género de X satisfaz (1), entdo X estd contida numa dnica superficie
ctibica S que estd definida sobre .
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Teorema (Ballico)

Seja X C IP3(IF) uma curva irredutivel de grau d, contida numa superficie
irredutivel S de grau k. Sejam g o génerode X, 0 <e <k —1, d = —¢(
mod k) e suponha d > k(k — 1), entdo temos

d2

1
g <m(dik)= ﬂ_’_ Sd(k —4)+ 1—%(k—6—1+£).
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Se X esta contida numa superficie quartica, entdo

2
2
%q_l_g , g =3(mod4) .
2
2q —
g =< %q?) , g =1(mod4) .
2
2
% , g =0,2(mod4) .
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Teorema (Korchmaros -Torres)

Seja X uma curva F-maximal de género g, e 1 um F-morfismo associado
aD:=Dyx =|(q+ 1)Py|. Suponha q > 7. Entdo as seguintes condicbes
sdo equivalentes:

1) (¢*—q+4)/6] <g < [(q—-1)*/4];

2) dimD = 3, 7(X) estd contida numa superficie quadrica em P3, e
g # (g°> —2q +3)/6 sempre que q = 3,5(mod6);

3) dimD = 3,dim(2D) = 8 e g # (¢ — 2q + 3/6) sempre que
q = 3,5(modb);

4) dimD = 3 e existe P € X(F) tal que j(P) = (q+1)/2 se q € impar,
ou j» = (g +2)/2 caso contrdrio;

5) X é F-isomorfa ao modelo ndo-singular de y9 + y = x(9t1)/2 se g &
impar, ou y9/2 + ya/* ...+ y?2 4y +1 = x9t1 caso contrario;

6) g =(q—1)%/4 se q é impar, ou g = q(q — 2)/4 caso contrdrio. Em
particular o género g € igual ao nimero de Castelnuovo cy(q + 1, 3). )
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Queremos estudar como a reta tangente L;(P) intersecta a curva X num
ponto racional P € X. Para isso devemos determinar os possiveis valores
de j>. Antes de determinarmos tais valores, alguns resultados serao (teis.

Lema

Para todo P € X(F) temos que 2j» + 1 # j3 .

Lema

Para todo P € X(IF) temos que 2j, # j3 + 2 .
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Teorema

Se o género de X satisfaz (1), entdo para P € X(F), temos que

1 h o o o1
j2€{2’3’13 s+l j3+2 23 23+ }

373 3 3" 3
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Ideia da Prova

Pelo Teorema 1 temos que X estd contida numa Unica superficie clbica S
que esta definida sobre F. Sejam xg = 1, x1, x2, x3 fun¢des [F-racionais em
X, tais que vp(x;) = ji.

Como vp(x;) = ji temos que x;(P) =0, i =1,2,3 e xo(P) # 0. Assim,
P=(x(P):0:0:0), ouseja, P=(1:0:0:0).
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Seja
F(Xo, X1, X2, X3) = a000X§ + a001.X5 X1 + 2002 X3 X2 + 003 X¢ X3 + a111 X¢
+a110 X2 X0 4 a112 X2 Xo + a113X2X3 + 020 X5 + 220 X3 X0
a1 X3 X1 + 2023 X3 X3 + a333. X5 + a330 X3 X0 + a331 X5 X4
+a332 X3 Xa + a012X0 X1 X2 + 2013 X0 X1 X3 + 2023 X0 X2 X3 + a123.X1 X2 X3

a equagdo que define S. Como F(P) = 0 tem-se que aggp = 0.
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Também temos que F(1,xy,x2,x3) =0, uma vez que X C S.
Calculando as valoriza¢des das funcdes que aparecem em
F(1,x1,x2,x3) = 0 teremos

R<p+l<p+2<p3<p3z+l<pz+2<jzt+p<jp+j3+1

<23 <23+1< 23+ jo <33,

e
2j2 +.j37 2./2 + 17 3j2a 2./2
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Os dltimos 4 valores acima satisfazem
Q@ p+2<2p<j3+)
Q@ p+2<2p+1<j3+)
Q Lp+2<3p <23+
Q sthp+1<2p+j3<23+)
Também temos que 2jo < 2jp + 1 < 3jo < 2jo + 3, € que pelo menos uma
dessas valorizacdes deve ser igual a alguma valorizagao de
F(1,x1,x2,x3) = 0, pois caso contrario teremos que
F(Xo, X1, X2, X3) =0, o que é uma contradi¢3o.
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Dos lemas anteriores temos
(i) 2j> € {3z, jz+1}.
(”) 3./2 € {.j37.j3 + 17.j3 + 27 2.j37 2./3 + 1} .
Temos que (ii) sempre ocorre, e o teorema estd provado. [ |
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Observacdo 1. Do Teorema anterior temos os seguintes casos:

e jo(P) € {2,3} qualquer que seja g.

32 3
e Para g = 0(mod3), j»(P) € {q—:i;, q;_ }
2
e Para g = 1(mod3), jo(P) = %
12 2
e Para g = 2(mod3), (P) € {q—;, q;_ }
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Semigrupos Numéricos do Tipo <g+1—j5,q,g+1>

Seja B o semigrupo gerado por g+ 1 — j»,q,q + 1, entdo temos as
seguintes possibilidades para o género de B.

)2
o h=2=g(8) = [T
° j2=3=g(B)= qu—6q+4J_
° o= q+2 eq:l(mod3):>g(B):q(q6_1).
: I ?—q+4
° jp= e g = 2(mod3) = g(B) = Sr—
° o= 2q;—2 e qE2(mod3):>g(B):(q_1)éq_2).
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q(qg —1)
e
q(q —3)
S

oj2:q33eq50(mod3):>g(8):

) 29+ 3
® o= q3

Desses fatos temos a seguinte

e ¢ = 0(mod3) = g(B) =

Proposicao
Seja X uma curva maximal de género g satisfazendo (1). Entdo, ndo
existe P, ponto racional de X tal que:

) jo(P) = 2973

i) j2(P) =

para q = 0(mod3).

2
para g = 2(mod3).
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