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1. INTRODUCAO

Os matematicos sempre tiveram uma paixao incalculavel de explicar
fenbmenos. Por necessidades préticas, surgiram estudos que envolviam a
resolucdo de equacdes de grau igual ou superior a trés.

Historicamente, os numeros complexos comecaram a ser estudados
gracas a grande contribuicdo do matematico GirolamoCardano (1501-1576).
Esse matematico mostrou que mesmo tendo um termo negativo em uma raiz
guadrada era possivel obter uma solucdo para a equacdo do segundo grau:
x? — 10x +40 = 0. Essa contribuicéo foi de grande importancia, pois até entéo
0s mateméaticos ndo acreditavam ser possivel extrair a raiz quadrada de um
ndmero negativo. A partir dos estudos de GirolamoCardano, outros
matematicos estudaram sobre esse impasse na matematica, obtendo uma
formalizacgédo rigorosa com Friedrich Gauss (1777-1855).

E depois de varios estudos para a resolucdo dessas equacdes que
surgiram oS numeros complexos e toda a teoria matematica baseada neles. A
intencdo de resolver equacfes que envolvessem raizes quadradas de numeros
negativos € que, em algum momento, notou-se que somente 0s nUMeros reais
nao eram suficientes, e, portanto, precisava-se de algo a mais.

O conjunto dos numeros complexos € 0 conjunto que possui maior
cardinalidade, afinal ele contém todos os outros conjuntos. E necessario, pois,
compreender 0s processos das operacbes (aritméticas, trigonométricas,
algébricas) envolvendo elementos desse conjunto, assim como a

representacdo geométrica dos numeros complexos.



2. OBJETIVOS

Definir o que sdo os numeros complexos. Definir quais sdo as
operacdes que podem ser realizadas com eles, além das propriedades para
realizar estas operacdes. Mostrar e explicar as duas principais formas de
representacdo destes numeros (forma retangular e forma trigonométrica).
Descobrir qual a relagdo entre os numeros complexos e as funcles
logaritmicas. Entender a utlidade desses numeros através de algumas

aplicacoes.



3. DESENVOLVIMENTO

DEFINICAO DE NUMERO COMPLEXO
Um nimero complexo € um namero que pode ser escrito na forma:

T=r+uy

Por definicdo, a letra x € chamada de parte real e o y de parte
imaginaria. O conjunto dos numeros que formam a parte real é representado
por Re(z). O conjunto dos numeros que formam a parte imaginaria é
representado por Im (z).

Por exemplo, o nimero z = -5 + 10i possui Re(z) = -5 e Im(z) = 10.-.

A letra i que acompanha o valor tomado por y € o que denota a
chamada Unidade Imaginaria. A principal propriedade dessa Unidade é que
seu quadrado se iguala a -1:

7= —1

O conjunto, conhecido como o conjunto dos complexos, é o que
engloba todos os numeros que seguem a forma de z proposta a cima.

Ao numero complexo, entretanto, se pode atribuir um numero real
positivo, muitas vezes se referido como “mddulo”, uma norma pertencente ao
espaco vetorial. Esse modulo pode ser calculado ao se achar a raiz quadrada

da soma dos quadrados de x e y que constituem z:

2] = V&2 + ¥

OPERACOES

Dentro do Conjunto dos Complexos, assim como outros conjuntos, se
existe a possibilidade de realizar as operacfes de adicdo e multiplicacdo, entre
outras. Ao se levar em conta a definichio de numero complexo e as
propriedades distributiva, associativa e comutativa, pode-se definir as seguintes

operacdes elementares:
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1. Identidade : Se z = (a.b) e w = (c.d), entao z=w<=a=ceb=d
2.5oma: z2+w=wt+z=(a+bh)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
3.Produto : zw =wz = (a+ bi)lc+ di) = (ac — bd) + (be + ad)i
4.Conjugado : Z=a— MW

1 a— b 2

b Inverso multiplicativo

te | =

a+bi  (a+bi)(a—bi) ”:”2
PROPRIEDADES DO MODULO

O modulo de um numero complexo deve obedecer as seguintes

propriedades:
° :l =V'Elz_yz
o |zl =1z|.||w]
o |zl =0=22=0

PROPRIEDADES ALGEBRICAS

e O conjugado do conjugado de z € ele mesmo

=a-+ bl éz=a— bi.

[4)

O conjugado de

— a — bi serd =z = a + bi, ou seja, z.

Fa]|

O conjugado de

e A parte real de z é a soma de z com seu conjugado dividido por dois.

. z4+zz4+z la+bi)+{a—-0) 2a
Hf:l__:] = — d — = — =7l
' 2 2 2 2
e A parte imaginaria de z é o resultado da subtragdo z — z, dividida pelo
namero 2i.

. oz—2 la+b)—(a—0W) 2
Im(z) = — = — - = — =25
' 2 21 21

1 £1

e O produto de z por seu conjugado € igual ao quadrado do médulo de z

2i=(a+bi)la—bi)=a+b= ||~||2



e O quadrado de z em modulo é igual ao modulo do quadrado de z.
2 112

2% = ll=ll

FORMAS DE REPRESENTAQAO DE UM NUMERO COMPLEXO

Existem diversas formas de se representar os numeros complexos,
sendo as mais utilizadas a forma retangular (forma cartesiana) e a forma

trigonométrica (forma polar).

- Forma retangular: essa forma de representar um namero complexo € mais

pratica e mais utilizada nos célculos.

O numero Z é representado como Z = x + yi, em que Z é um ndmero

complexo qualquer, x € a parte real do numero complexo Z e y € a parte

imaginaria do niumero complexo Z.

- Forma trigonométrica: esse meio de representacdo é definido através do

moédulo e do argumento do numero complexo.
Nessa forma, o nimero complexo Z é representado como:
Z = |Z|(cos@ + isin @)

Por causa de suas grandes diferencas entre 0s outros conjuntos, esses
nameros possuem sua propria representacdo geomeétrica, onde no eixo
horizontal se representa a parte real do nimero e o eixo vertical € responséavel
pela parte imaginaria. Essa representacao € chamada de Plano Complexo ou
Plano de Argand-Gauss.Em que |Z| é a distancia do ponto Z = (x,y) a origem do
sistema de coordenadas, enquanto o 6 € o angulo entre a semirreta OZ e o

semi-eixo real, chamado de argumento de Z e também denotado por arg(Z).



Figura 1. Plano de Argand-Guass
O CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Os numeros complexos apareceram como uma extensdo dos numeros
reais. Onde: R representa o conjunto dos numeros reais. C representa o

conjunto dos numeros complexos.
C={z=atbhiia,b=Rei2=-1}
O conjunto dos numeros complexos como extensao algébrica

No campo da algebra abstrata, o nimero i pode ser interpretado como
0 elemento que gera a extensao algébrica dos niameros reais contendo a raiz

do polinémio:
|
Isto €, o corpo é isomorfo (possui a mesma forma) ao corpo quociente:
]Efl:.i:'z +1)

Pela aplicacao:



o:Cr R/(z2+1)

Por meio do homomorfismo de anéis tal que restrito aos reais é a

aplicacao identidade e que leva i em:

D(i) ==
LOGARITMOS
Funcao logaritmica natural

Definimos a funcdo logaritmica natural de uma variavel complexa z

pela equacéao:

In(z) = In{]

e
s

) +ilf £ 2k7)  peN

A funcédo In(z) & multivalente com infinitos valores - mesmo para

numeros reais. Chamamos de valor principal de [n(2)o namero definido por:

In(z) = In{||z||) + 20

Funcéao logaritmica decimal

Em termos de logaritmos decimais, podemos definir a funcao

logaritmica anterior como:

log(z) = logl||z||) + ilog(e) + (6 £ 2kT)

Essa funcédo também € multivalente e tém seu valor principal quando:
||rl.1 — (]
APLICACOES DOS NUMEROS COMPLEXOS

Os numeros complexos, além de possuirem grande aplicacdo na area

da Matematica em que sdo estudadas analise complexa, algebra linear



complexa, algebra de Lie complexa, com aplicacbes em resolucdo de
equacOes algébricas e equacdes diferenciais, tem utilidade em vérias areas,
tais como engenharia (elétrica e de controle), eletromagnetismo, fisica
guéantica, e teoria do caos.

Na Engenharia de Controle, em um sistema de controle da quantidade
de dgua e da taxa de saida. Existe uma valvula que controla tal taxa de entrada
da 4gua num tanque e existe uma evasdo para outro tanque. Entdo, para
controlar a quantidade de agua de cada tanque existe uma forma matematica
qgue faz este controle, abrindo e fechando as valvulas através de um sistema
elétrico. Graficamente temos duas opc¢des possiveis, que sdo determinadas a

partir do funcionamento da fung&o modelo.

Raizes complexas com parte
real negativa

Resposta
Resposta

Raizes complexas com parte
real positiva

Tempo Tempo

Figura 2. Graficos da quantidade de 4gua e a taxa de saida

Se tivermos o numero complexo de forma que a parte real seja
negativa, isso indica que com o aumentar do tempo a resposta da funcéo vai se
estabilizando, convergindo para um valor definido. Se a parte real for positiva,
com o aumentar do tempo a resposta da funcéo oscila e diverge. Este modelo
ainda pode ser aplicado no controle de temperaturas de tanques, fornos, ou
seja, tudo que envolva um sistema de 22 ordem tera a utilizacdo dos niumeros
complexos.

Temos ainda a aplicacdo na Engenharia Elétrica (CHAVES. S. M) na
parte de circuitos elétricos, e isso se deve ao cientista Hermann Von Helmholtz

(1821-1824) que aplicou primeiramente 0s numeros complexos a teoria de
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circuitos elétricos. A partir de entdo Vvarios estudiosos desenvolveram
aplicacbes mais complexas. Arthur Edwin, em 1823, admitiu o termo
Impedancia e os numeros complexos para 0s componentes dos circuitos
elétricos de corrente alternada. Desde entdo, os nUmeros complexos passaram
a ser fundamentais no desenvolvimento da Engenharia Elétrica, enquanto ramo
cientifico (IGM, 2010).

Temos em circuitos elétricos de corrente alternada, como por exemplo,
as instalacdes elétricas residéncias, as grandezas elétricas sdo analisadas com
0 auxilio dos numeros complexos, porque estes facilitam muito os calculos. A
relacdo U = Ri, estudada na Fisica do ensino médio e que se utiliza dos
nameros reais, torna-se U = Zi, em que U é a tenséao (diferenca de potencial ou
voltagem), Z é a impedancia (resisténcia) e i é a corrente elétrica (variacdo de
cargas elétricas ao longo do tempo), sendo essas grandezas representadas
através de numeros complexos. Para que nao houvesse confusao entre i,
simbolo da corrente elétrica, e i, unidade imaginaria, os engenheiros acordaram
usar a letra j como representacdo da unidade imaginaria na expressao
algébrica do complexo a + bj. Além disso, modificaram a notac&o para a forma
trigonométrica do nimero complexo w.

As correntes elétricas, tensdes e reatancias podem ser representadas
vetorialmente, sendo que no circuito indutivo o vetor tensdo esta defasado do
vetor corrente, e no circuito capacitivo o vetor corrente esta adiantado do vetor
tensdo. Todos estes vetores estdo girando no sentido anti-horario, na
representacdo cartesiana, e sdo entdo chamados de fasores. E a outra
aplicacao € nos condutores.

Portanto a impedancia de um circuito pode ser representada por:
Z=R+jX, onde o sinal que antecede o j pode ser positivo ou negativo e X pode

ser indutivo (XL) ou capacitivo (XC).
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4. CONCLUSAO

Foi possivel compreender o que sdo os numeros complexos e como
realizar operagBes com eles. Além disso, as propriedades que foram citadas e
explicadas sdo de extrema importancia para a realizacao dessas operagcoes. As
duas principais maneiras de representacdo destes numeros (forma retangular e
forma trigonométrica) sao fundamentais para diferentes tipos de aplicagcbes. Os
nameros complexos sao de extrema importancia para a representacdo das
funcdes logaritmicas. Por fim, existem diversas areas que utilizam os nameros
complexos para estudos.

Portanto, é fundamental entender o funcionamento dos nldmeros

complexos devido a ampla aplicacdo que eles possuem.
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