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modelo matematico: passeio aleatério simples
unidimensional

moeda honesta = as probabilidades de sair cara/coroa séo
iguais

jogamos uma moeda honesta sucessivamente

cara = um passo para cima

coroa = um passo para baixo
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» até o tempo n, no total, ha 2" caminhos (comegando na
origem)

» seja N(n, r) a quantidade de caminhos que terminam no
ponto (n, r)

» como calcular N(n,r)?
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n -+ r tem que ser par (se n—+ r for impar, N(n, r) := 0)
se a =numero de passos para cima, b =numero de
passos para baixo, entdion=a+b,r=a—>b

logo,
o= (3)-(4)
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Principio de reflexdo: como contar o nimero de caminhos de x
até y, que tem (pelo menos) um ponto em comum com a linha
reta?
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Principio de reflexdo: como contar o nimero de caminhos de x
até y, que tem (pelo menos) um ponto em comum com a linha
reta?

N4

Resultado:
0 numero de caminhos de x até y com a propriedade desejada
= 0 nimero total de caminhos de x’ até y
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notacdo: S, é a posicao do passeio aleat6rio no tempo n
o+ = probabilidade de cada caminho fixo de comprimento n
logo, se n+r é par,

n
pn7r = P[Sn — I’] — (n_,’_r)z_n
2

seja Upp 1= pono = P[Sz, = 0] = probabilidade de estar na
origem no momento 2n

~ 2n
entdo, s, = < . )22”
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Como uo, se comporta quando n — oo? Vamos usar a formula

de Stirling:
n\n
I~ b
n! 27rn<e> .

Logo,

2n\ _op (2n)! Vanrn(2n)2ne=2n
u2n = 2 = ~
n (nh)2-22"  (\2rnnne=n)2 . 22n

Simplificando, obtemos

Uop ~

1
e (1)
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Para qualquer n > 1

P[S1 750,82750,...,82”750]IP[SQ,,:O]:UQ,,
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Demonstracéo do lema:

Temos
P[S1 >0,...,Sgn > 0] =Z]P’[S1 > 0,...,32n_1 >0,Sgn=2f]
r=1

(os termos correspospondentes a r > n sao todos iguais a
zero).
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P[S1 >0,...,Sn_1> 0,8, =2r] =272". /icaminhos

= (2n,2r)
x=(1,1)

\/

2n
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P[S; > 0,

. Son1> 0,8, =2r] =272". Jcaminhos

x=(1,1)
0

= (2n,2r)

#caminhos =

2n

\/

N@2n—-1,2r—1)— oonhos
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P[S; > 0,

. Son1> 0,8, =2r] =272". Jcaminhos
A

= (2n,2r)

' =(1,-1)

\/

2n
#caminhos =

N2n—-1,2r—1)—N(@2n—1,2r +1)

«0O0>» «Fr «E» « > Q>



Entao,

]P[S1 > O, ey Szn—1 > 0; 8217 = 2r]

= 272"(N(2n—1,2r — 1) = N(2n — 1,2r + 1))
1
= 5(P2n—1,2r—1 — P2n—1.2r+1),

logo

1
IP[S1 > 0, o 82n > 0] = E Z(Pzn—1,2r—1 - p2n—1,2r+1)

r=1

_1 _ 1
= 2p2,-,_1,1 ~ 5 2n

(exercicio: verifique (21) = 1(3"))

n n
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Ultimo empate:

» seja k = max{j < n: Sy =0}

» 2k é o momento quando ocorre o ultimo empate
A
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Teorema (a lei de arco-seno para o ultimo empate)

Seja ook 2 @ probabilidade que o dltimo empate até o tempo
2n ocorra no momento 2k. Entao

Qok2n = Upglop_ok. (2)

» gueremos contar caminhos tais que Sy, = 0,
Sok41 #0,...,80 #0

» a primeira parte (até 2k) podemos escolher de 22K iy
maneiras diferentes

» pelo Lema, a parte restante pode ser escolhida de
22n-2k, . . maneiras diferentes

» dividimos por 22", obtendo a probabilidade desejada.
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Porque “arco-seno”?

» denote f(x) = !

,0<x <1
T/ X(1 = X)

» ent&o, por causa de (1) e (2), temos agk 2p ~ %f(k/n)

» logo, pode-se mostrar que para x € (0,1)

P[dltimo empate antes de 2xn] = Z a2k 2n
k<xn

~ —arcsen/x.
v
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langamos moeda uma vez por segundo, durante um ano
(ou seja, 2n = 31536 000)

P[ultimo empate nos primeiros 9 dias] ~ 0,1
[P[ultimo empate nos primeiros 2 dias e 6 horas] ~ 0,05
[P[ultimo empate em 2 horas e 10 minutos] ~ 0,01
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Teorema (a lei de arco-seno para o tempo acima de zero)

A probabilidade que, até o momento 2n, a trajetdria fica 2k
instantes acima de zero, € ok 2n. Ou Seja, 0 tempo acima de
zero tem a mesma distribuicdo que o dltimo empate.

Por exemplo, se a moeda é lancada uma vez por segundo
durante um ano,

» com probabilidade 0,1 um dos jogadores vai liderar
durante menos que 4 dias e meio

» com probabilidade 0,01 um dos jogadores vai liderar por,
no maximo, 1 hora e 5 minutos.
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Ja que é uma palestra de divulgacao. ..
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