MS 211 CAlculo Numérico

Proposta para o Segundo Semestre de 2015

Lista de Exercicios MS211
Topico 5. “Resolucao numérica de equacgoes diferenciais

ordinarias”
Exercicio 1.
Considere o problema
y' o= y+uay
y1) = 0
y(a = 2

(a) Transforme este problema em um PVI vetorial.

(b) Aplique o método de Euler Aperfeicoado com h = 0.1 para estimar o valor de y(1.2).
Qual é o valor encontrado?

Solucao
Item (a).

/ /
Seja Y = (5,) sY = (§”> = (y' —|y— er);

Assim, temos o seguinte PVI:
y/
(y7,,) = s

Y1) = (g).

Item (b).
Aplicando o Método, temos:
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Logo, o valor de y(1.2) é aproximadamente 0,4444.



Exercicio 2.

Um paraquedista salta de um avidao a uma altura de 600 metros. Apods 5 segundos, o

paraquedas abre. A altura de queda do paraquedista em fungao do tempo, y(t), é dada por
a(t)

y'(t)=—g+—=  y(0) =600 m ey (0)=0m/s
m

em que g = 9.81 m/s? é a aceleracio da gravidade e m = 80 kg é a massa do paraquedista,
juntamente com o peso do seu equipamento.

A resisténcia do ar a(t) é proporcional ao quadrado da velocidade, com diferentes constantes
de proporcionalidade antes e depois da abertura do paraquedas:

Kily ()] t <5 s,
{KQ[y’(t)P, t>5s.

Considere K; = 1/150, Ky = 4/150. A que altura o paraquedas abre? (considere um
espagamento de 2.5 segundos para a malha temporal).

Solucao

Mudanga de variavel: t — x.

Trata-se de uma equagao diferencial de 2% ordem com condigoes iniciais, dando origem a
um sistema de 2 equagoes de 1* ordem com condic¢oes iniciais. Vai surgir uma nova variavel
independente y = ;.

As condigoes iniciais sao: y10 = y1(0) = y(0) = 600 € y2,0 = y2(0) = y1(0) = 0. Discretizando
x, para h = 2.5, vem: xo = 0, ;7 = 2.5 e 25 = 5 (quando o paraquedas abre). Substituindo
as constantes, temos:

Quando z < 5, utiliza-se a expressao:

alt) =

Z/l = Y ) = f1($7y17y2)
Ys
L = —9.81 =
Yo +80150 f2<x7y17y2)
Quando z > 5, usa-se:
yll = Y2 - f1($7y1792)
g 081+ )
2 : 80 - 150 245 91, 52

O sistema de equacoes diferenciais vai ser resolvido usando o Método de Runge-Kutta de 2°
ordem para sistemas:
1% etapa (i = 0):

pr = hfi(zo,y10,Y20) = 2.5f1(0,600,0) = 0

p2 = hfa(zo,y10,Y20) = 2.5f2(0,600,0) = —24.525

a1 = hf1(1'1, y1,0 +p1, y270 —Fpg) = 25f1(25, 600, —24525) = —61.3125

2 = hfg(l’l, Y10 + P1,Y2,0 -+ pg) == 25f2(25, 600, —24525) = —24.399693
1 1

i = Yo+ 51+ @) =600+ 50+ (=61.3125)) = 569.34375 ~ 1(2.5)
1 1



2% etapa (i = 1):
NOTA: No calculo dos ¢’s vai usar-se a expressao f, para r > 5.

b1
D2
q1

q2

Y12

Y2,2

Nota:

>

fi(@r,yi1, y21) = 2.5f1(2.5,569.34375, —24.462346) = —61.155866

> o

(
folar, yin,y1) = 2.5f2(2.5,569.34375, —24.462346) = —24.400332
Fil@a, yin + D1,y + p2) = 2.51(5, 508.187884, —48.862678) = —122.156696
(

hfg T2,Y11 +p1, Y21 —|—p2) = 25f2(5, 508187884, —48862678) = —22.535366

1 1
Y1+ 5 (P14 @) = 569.34375 + S(—61.155866 + (~122.156606)) = 477.687469 = 11 (5)

1 1
Yo + 5 (P2 + g2) = —24.462347 + (—24.400332 + (—22.535366)) = —47.930195 ~ 45 (5)

na 2% etapa, nos calculos dos q’s utiliza-se a expressao para x > 5.

Portanto, o paraquedas abre aos aproximadamente 477.687469 metros de altitude.



Exercicio 3.
Suponha uma forga f (com f = 50) uniformemente distribuida ao longo do mastro de um
barco. O vento origina uma flexao no mastro.

Para caracterizar este fendomeno, usamos a as leis da mecéanica, e conseguimos a seguinte
equagao

dy _ f
— 7 — L ([ — )3
iz =2t
em que E é o modulo de elasticidade, £ = 1.5 x 10%, L ¢ a altura do mastro, L =30,e [ é 0
d
momento de inércia, I = 0.06. Em 2z =0, y =0e % _ 0. Calcule numericamente a flexdo

z
no topo do mastro usando o método de Runge-Kutta de 2* ordem. Considere h = 15.

Solugao
Mudanga de variavel: z — x.
Trata-se de uma equagao diferencial de segunda ordem com condigoes iniciais. Introduzindo

i _|Y
y2 y/ 9
obtemos um sistema de primeira ordem com condi¢oes iniciais

y10=11(0)=0 e Y20 = Y2(0) = 4'(0) = 0.

Discretizando a variavel independente x com passo h = 15, obtemos zp = 0, z; = 15 e
To = 30.
{y,l = b 50 - fl(xayhyQ)
y = 30 —2)? =
o2 7151050060~ ) fa(w,41,92)

O sistema sera resolvido recorrendo ao Método de Runge-Kutta de 2 ordem para sistemas.
1% etapa (1 = 0):

b1 = hf1(wo,y1,o,y2,o) = 15f1(0,070) =0

p2 = hfa(xo,y1,0.Y20) = 15/2(0,0,0) = 0.0375

g = hfi(z1,910 + p1,ye0 + p2) = 15£1(15,0,0.0375) = 0.5625

o = hfo(z1, Y10+ D1, Y20 + p2) = 15£2(15,0,0.0375) = 0.009375

Yig = Yo+ %(pl +q1) =0+ %(0 +0.5625) = 0.28125 ~ y;(15)

Y21 = Y20+ %(Pz +q2) =0+ %(0.0375 +0.009375) = 0.023438 ~ y5(15)



2% etapa (i = 1):

y4i
D2
q1

q2

Y12

Y22

hfi(21, Y11, y21) = 151(15,0.28125,0.023438) = 0.35157

>

hf1 (T, Y11 + P,y + p2) = 15£1(30,0.63282,0.032813) = 0.492195

(
fg(xl,ym, y271) = 15f2(15, 0.28125, 0.023438) = 0.009375
(
th(l’z, Y11+ D1, Y21+ pz) = 15f2(30, 0.63282, 0.032813) =0

1 1
Y1+ =(p1 + @) = 0.28125 + = (0.35157 + 0.492195) = 0.703133 ~ y(30)

2 2
1 1
vo1+ 5(p2+ g2) = 0.023438 + 2(0.009375 + 0) = 0.028126 ~ 5(30)

Portanto, a flexao no topo do mastro é de aproximadamente 0.703133 metros.



Exercicio 4.

O dltimo periélio (ponto mais proximo do Sol na érbita de um planeta) do cometa Halley
aconteceu a 9 de Fevereiro de 1986. As componentes da sua posicao e velocidade nessa data
(instante inicial) foram:

(z,y,2) =  (0.325514, —0.459460, 0.166229),
(#',y,7) = (—9.096111,—6.916686, —1.305721),

em que a posi¢ao é medida em unidades astronémicas (distancia média da terra ao sol) e o
tempo em anos. As equacgoes do movimento sao:
( 2
" o
T (t) - )
Y
" _
y'(t) = ——

"
) = ——
\Z(> 7”2,

em que r = /x2+y?+ 22, sendo as perturbagoes planetéarias negligenciadas. Formule
este problema sem o resolver, em um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem.
Caracterize todas as equagoes do novo sistema, identificando todas as variaveis envolvidas e
as condigoes auxiliares.

Solucao

Mudanca de variavel: t =z, © =y, © = y1, ' =y, ¥y = Y3, ¥V — Ya, 2 — Y5, 2 — Ys.
Trata-se de um sistema de 3 equagoes diferenciais de 2* ordem com condigbes iniciais. Que
dara origem a um sistema de 6 equacoes diferenciais de 1* ordem com condigoes iniciais,
surgindo 3 novas variaveis dependentes.

( yll = Y - fl(w7y17y27y37y4ay57y6)
7T2?Jl
yé = - r2 = fQ(x7y17y27y37y47y5>y6)
Ys = Y = f3(z,y1, Y2, Y3, Ya» Y5, Ys)
2
Y3
Yy = — 2 Ja(@, 91, Y2, Y35 Yas Ys» Yo)
yg = Ys = f5<xvyluy27y3vy4uy57y6)
2
T™Ys
L Yo = — 2 fo(, y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Ye)

com r = \/y} + y3 + yz.
Com as seguintes condigoes iniciais: y;(0) = 0.325514, y3(0) = —0.459460, y5(0) = 0.166229, y2(0) =
—9.096111, y4(0) = —6.916686, ys(0) = —1.305721.



Exercicio 5.
A equagao de Schrédinger da mecanica quéantica pode ser escrita como:

d*y(x)

dx?

+ [n(z) = Balo(z) =0

com as condigbes auxiliares wd_ ) = —0.5, ¥(2) =0 ez € [-1,2]. Considerando n(x) =
x

ny = 100 e /3, = 95, construa e resolva o sistema linear de estimagao de (—1), ¥(0) e ¥(1).

Solugao
Mudanga de variavel: ¢ — y.
Substituindo as constantes obtemos:

y'(z) + 5y(x) = 0

com as condigoes auxiliares y'(—1) = —0.5 e y(2) = 0.

Trata-se de uma equagao diferencial de segunda ordem com condigoes de fronteira em [—1, 2],
pois as condigoes referem-se aos pontos de fronteira —1 e 2. O dominio seré discretizado
com h = 1, obtendo-se g = —1, 1 =0, x5 = 1 e x3 = 2 (2 pontos interiores).
Substituimos as derivadas da equagao diferencial por uma discretizacao de diferencas finitas
centrais. A equacao diferencial tem apenas uma segunda derivada, assim:

1
5 Wit1 — 2y + yi-1] + 5y, = 0.

h
Substitui-se o i da equagao anterior pelo indice dos pontos interiores (i = 1, 2):

t=1 — yo+3y1 +y2=0,
1=2 — 1 +3y2+ys=0.

Obtém-se um sistema linear com 2 equagoes e 4 incognitas.
Das condigdes de fronteira sabemos que y3 = 0 pois y(x3) = y(2) = 0 e discretizando as
condigoes de fronteira diferencas finitas regressivas obtemos a equagao:

1
y'(—1)=—-05~ I<y1 — o) = —0.5.
Organizando as 3 equagoes em um sistema, temos:
1
1 3
1
cuja solucao, é dada por:

Yo = 0.363636 ~ y(—1), y; = —0.136364 ~ y(0), yo = 0.045455 ~ y(1)

Logo, ¥(—1) ~ 0.363636,1(0) ~ —0.136364 e (1) ~ 0.045455.



