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Lista Lo de MA0O44 — 02/10/2014

NOME: WAGNER DA ROCHA - GABARITO Turma: X/Y RA:118955

1. Para o conjunto C = C U {oo} considere a transformagdo fraciondria linear T : C — C de

pontos 7'(i) = 0, T'(—i) =occeT(1) = ¢'(#7%), onde ¢ denota um parametro real.

(a) Calculew =T(z) ez =T (w).
Solugdo: Temos T(i) = 0, T(—i) = co e T(1) = €'*~™/2) = —je’*. Pela invariancia
da razdo cruzada,

(i—1)(=i—z) (0= (~ie¥))(0 — w)

(i—2)(=i—=1) (0 —w)(oo— (—ie¥))’

de onde obtemos

oz —1
w="T(z) =¢e"? -
Z+1
Para a inversa, resolvendo w = ™% Z—;; em 2:
_ S wA e L Sw + e
z=TYw) =i ——; isto é, Z=1— :
—w + ew e —w

(b) Determine o conjunto de pontos z € C que satisfaz a condi¢cao Re(7'(z)) > 0. Repre-
sente no plano de Argand-Gauss a solugdo obtida.
Solugdo: Da expressao

T(z):ewz_l.7
z 41

SRR zHi _ z—i
multiplicando por == obtemos

i 2|2 — 2iRe(z) — 1
|z|2+2Im(2) + 1

T(z)=¢e

Escrevendo e? = cos ¢ + i sin @, segue que

_cosp(]z]? — 1) + 2Re(2) sin g

Re(T(2)) 22 1 2Im(z) + 1

Como |z +2Im(z2) + 1 = 2% + (y + 1)* > 0 para z # —i, entdo Re(T'(z)) > 0 <
cos p(]z|* — 1) + 2Re(z) sinp > 0. Em particular, escrevendo z = x + iy:



* Se cos ¢ # 0, podemos dividir por cos ¢ e completar quadrados:
2?4y — 1+ 2rtang 2 0 <= (v +tang)? +y* = sec? i,

onde o sinal 2 € > se cosyp > 0e <secosp < 0.
* Se cosp = 0 (isto é, p = § + k), a condigdo fica Re(T'(z)) > 0 <= 2xsinp >
0, ou seja, um semiplano z > O ou z < 0.
No caso usual cos ¢ > 0, a regido é o exterior do circulo de centro (— tan ¢, 0) e raio
| sec |-
(c) Calcule os pontos fixos de T'(z). O que pode concluir acerca dos pontos fixos de
T Y (w)?
Solugdo: Um ponto fixo z* satisfaz T'(z*) = z*, isto &,

i =2 = ()P4 (i — %) Fie® = 0.
Z*+
Assim,
L/, . . - —
ZF = 3 (6” —id /(i — e¥)? — 4zew> :

Para T~! obtemos a mesma equagio quadrética; logo, os pontos fixos de 7 e T !
coincidem.

. . . - , 4e™

(d) Determine o conjunto de pontos w = T'(z) que satisfaz a condi¢do |z + i| > a1
w+ e
Solugdo: Usando z = T 1 (w) = 1 — , temos
e —w
, 2ie'® _ |25 2
Z4i=— = |z+i|l= — = —
e —w lw — et |w — e¥|
C 4e™ 2
omo = — , segue que
2m 1 sinha o0 d
, 4e” 2 2 , )
|z +1i] > < |w— €| <sinhm.

— - -
e?m —1 |w — €| — sinhn
Portanto, a imagem € o disco fechado centrado em € de raio sinh .
Sugestio: Use a transformagdo fraciondria linear inversa z = T~ (w).

2. Verifique que para todos os pontos z,w € C, as fungdes complexas de varidvel complexa
sin e cos satisfazem as seguintes propriedades:

(a) sin®(2) + cos?(z) = 1.
Solugao: Usando
eiz _ e—iz 6iz + e—iz

sin(z) = — ¢ cos(z) =



temos

sin?(2) + cos?(z) = i (— (e — )" + (& + e‘iz)2> —

1 =

(b) cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w).
Solugdo: Pelas defini¢Oes exponenciais,

(e't) 4 e )Y = cos(z + w).

DN | —

cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) =

(c) sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w).
Solugdo: Analogamente,

1 ) )
sin(z) cos(w) + sin(w) cos(z) = % (e'FHw) — 1)) = sin(z + w).
i

3. Determine o conjunto de pontos z € C para os quais a fun¢do f(z) = i** satisfaz:

@ f(z) = f(z+4)
Solugao: Como

) Sew ,
,i2z _ e2zlogz _ e2z(1n|z|+1§) _ emz7

temos f(z) = €. Logo f(z+2) = f(z) para todo z, e em particular f(z) = f(z+4)
para todo z € C.

(b) f(2) = Re(f(2))

Solugado: Escrevendo z = x + iy,
f(z) = e™@HW) — =™ (cos(mx) + isin(nx)).

Assim, f(z) = Re(f(z)) <= Im(f(z)) = 0 <= sin(7mx) = 0, ou seja, z = k com
k € Z (e y € R arbitrario).
(©) Im(f(2)) = [f(2)].
Solugdo: Temos Im(f(z)) = e ™ sin(7x) e
|f(Z)|2 _ f(z)m _ eiﬂ'z 6—i7r2 _ 6i7r(z—2) _ e—27ry.
Da condi¢do Im(f(z)) = |f(z)] segue Im*(f(2)) = |f(z)|?, isto &, e~ 2™ sin?(7x) =
e~2™, logo sin®(rx) = 1. Além disso, como |f(z)| > 0, a igualdade Im(f(2)) =
| f(2)] implica sin(7zx) > 0, isto &, sin(mz) = 1. Assim,
1

com y € R arbitrério.



s LT

n o

. .. . zZ—e
4. Paran € N calcule, caso exista, o limite lim
z—i 2241

Solugdo: Note que e %2 = (e7%2)" = (—i)™. Assim,
2" — (=) = (2 +1) (2"71 + 2" 2 (=i) e 2(—0) T+ (—i)”’l).

Como 22 + 1 = (2 +i)(z — 1), cancelando (z + 7) obtemos

- N . . —_
.2t —etr e () e (=)
lim ——— = lim y .
z——i 2241 2——i z—1
Substituindo z = —¢, 0o numerador vira a soma de n termos iguais a (—i)”‘l, logo
o2 —eY (=)t on
hm - ( ) —(—l)n 2
z——i 2241 -2 2
4
cos (;37)

5. Para z € Cen € N, considere a fungdo f(z) =

(a) Diga, justificando, se f(z) é periédica. Em caso afirmativo, indique qual o periodo de
f(2).
Solugdo: Como sin(z) = sin(z + 2km) e cos(;27) = cos(;%5 + 2k'7), um periodo
cos (1)

sin(z)

comum para f(z) =

T=2(n+1)m.

(b) Determine o dominio de f(z).

Solugd@o: Como o dominio de cos e sin é C, o dominio de f é dado por sin(z) # 0.
Assim,
D={zeC|z#2km keZ}.

(c) Diga, justificando, para que conjunto de pontos do dominio de f(z) a fungao f(arcsin(z))
estd bem definida.

Solugdo: Temos

. —i log(inr\/lfz?)
arcsin(z) cos| ———— — 7/
COS <—n+1 ) n+1

f(arcsin(z)) = =

sin(arcsin(z)) z

Logo, f(arcsin(z)) estd bem definida se z # 0.



(d) Calcule o limite lim f(arcsin(z)).
z——1

Solugdo: Usando a expressdao acima e tomando z — —i:

o <—ilog(i(—i)+m>)
lim f(arcsin(z)) = - = 7.COS (_Z log(1 + \/5)) :

z——1 —1 n + 1

Como cos(—i a) = cosh(a), segue que

Zli)rr_lif(arcsin(z)) = ¢ cosh (n —1|- 1 log(1 + \/5)) .

Observacoes:

* Na resolucdo da lista deverd incluir todos os célculos que realizou para chegar a solugao.
Respostas ndo acompanhadas de argumentos que as justifiquem nao serdao consideradas.

* O enunciado da lista devera ser impresso, devidamente preenchido (Nome, Turma e RA) e
entregue com a resolucgao da lista.

* 09 de Outubro de 2014 € a data limite para entrega da lista resolvida.

* Nao entrega da lista de exercicios na data limite conta como zero (0).

Bom Trabalho!



