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Introducao

O cancer ¢ essencialmente caracterizado pelo crescimento desordenado de células que
invadem o6rgaos e tecidos, sendo considerado atualmente um sério problema de satide pu-
blica mundial. A despeito do atual e bem sucedido combate a doenca, ainda permanecem
em aberto questoes relativas ao bom desempenho de suas modalidades de tratamento.
Em particular, a quimioterapia carece de maior entendimento quantitativo e analitico.

Contudo, uma grande dificuldade encontrada nas pesquisas é que nao existe nenhum
modelo tedrico fechado para se ter um parametro do que se pode acontecer na pratica.
Assim, a Matematica Aplicada entra como uma ferramenta valiosa nesta discussao. Por
meio de um modelo matematico avalia-se como um certo tipo de cancer se comportaria
em dada circunstancia.

Neste relatorio consideramos uma modelagem matematica em cancer e quimioterapia,
baseados em sistemas dinamicos deterministicos. Inicialmente, a abordagem ¢é feita de
modo a fundamentar o modelo proposto na referéncia [I], tal fundamentacao se baseia
em conceitos bioldgicos e conceitos sobre sistemas dinamicos. Apds essa fundamentacao
teodrica, conseguimos ferramentas suficientes para o entendimento do modelo da referencia

[1], que foi o grande objetivo dessa pesquisa.

Objetivo do Projeto

O principal objetivo desse estudo foi o entendimento de como tumores sélidos se de-
senvolvem e como a quimioterapia e tratamentos anti-angiogénicos podem retardar o
desenvolvimento ou até mesmo curar o individuo com cancer, com base em modelos ma-

tematicos. A realizacao desse estudo foi muito util para entender com profundidade os



conceitos que descrevem esse processo de desenvolvimento, além dos conceitos de modela-
gens matematicas e varios conceitos de biologia celular, que de forma intrinseca, compoem

a teoria.

Metodologia Aplicada

Com auxilio da bibliografia [2] e de pesquisas livres feitas em sites do género, principal-
mente no site do INCA (Instituto Nacional de Cancer José Alencar Gomes da Silva, cujo
link é http://www2.inca.gov.br/wps/wcm/connect/inca/portal/home), foi estudado
conceitos basicos sobre biologia tumoral e como tal patologia reage aos tratamentos que
atualmente sao disponiveis.

Com auxilio das bibliografias [3, 4], e das bibliografias adicionais [5, [6], foram estudados
os conceitos fundamentais sobre Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias, e o foco
deste estudo foram as equacgoes diferenciais que nao sao suscetiveis a solucao analiticas de
algum modo conveniente, tal estudo tem carater geométrico e nos leva a uma compreensao
qualitativa do comportamento das solugoes, em vez de informacao quantitativa detalhada.

Com o auxilio da bibliografia [7], foram estudados alguns conceitos importantes sobre
Sistemas Dinamicos. Para o estudo de Bifurcagoes Elementares, utilizamos as bibliogra-
fias [4, [§]. Assim conseguimos toda a fundamentagao tedrica necessaria para um pleno
entendimento do modelo matemadtico e de toda discussao apresentada na referéncia [IJ.

O estudo foi feito com reunioes entre aluno e orientador, nos quais eram discutidos os
resultados obtidos e as dividas do aluno, porém grande parte do estudo tedrico realizado
pelo aluno também foi auxiliado por conhecimentos adquiridos na disciplina “MT624 -
Biomatematica I” que o mesmo cursou no segundo semestre de 2013, e parte do estudo
se deu em participagoes em seminarios promovidos pelo grupo de pesquisa “EPIFISMA -

Epidemiologia e Fisiologia Matemdticas”.


http://www2.inca.gov.br/wps/wcm/connect/inca/portal/home

Conceitos Basicos Sobre Biologia

Tumoral

Nesta secao apresentamos alguns conceitos sobre biologia tumoral, que foram estuda-
dos no inicio desta pesquisa, os conceitos aqui apresentados tem o intuito de fundamentar

os argumentos apresentados na secao seguinte.

Conceitos Basicos sobre o Cancer

Cancer é o nome dado a um conjunto de mais de 100 doencgas que tém em comum o
crescimento desordenado (maligno) de células que invadem os tecidos e érgaos, podendo
espalhar-se (metdstase) para outras regices do corpo.

Neoplasias sao “novos crescimentos” anormais do tecido que se desenvolve mais rapido
que os tecidos normais adjacentes, de uma maneira descoordenada e persistente. Eles
podem ser benignos ou malignos, sendo o termo “cancer” utilizado para os crescimentos

malignos. Células neoplésicas diferem das células normais nos seguintes itens:
- Proliferacao descontrolada, que é independente do requerimento de novas células;
- Diminuicao da diferenciacao celular;

- Alteragao de comunicacao e adesao celular.

As neoplasias benignas geralmente apresentam um crescimento lento e expansivo, de-

terminando a compressao dos tecidos vizinhos, levando a formacao de uma pseudocapsula



fibrosa. No caso das neoplasias malignas, devido ao crescimento rapido, desordenado,
infiltrativo e destrutivo nao hé formacao dessa pseudocéapsula.

Todas as estruturas organicas possuem parénquima, composto por células em ativi-
dade metabdlica ou duplicacao, e um estroma, representado pelo tecido conjuntivo vas-
cularizado, que tem por objetivo sustentar e nutrir o parénquima. Os tumores também
possuem essas estruturas, sendo que no caso dos benignos, por apresentarem crescimento
lento, apresentam um estroma e uma rede vascular adequada, por esse motivo raramente
apresentam necrose e hemorragia. Ja no caso dos tumores malignos, devido a rapidez e
desorganizacao do tecido, pela capacidade de infiltracao e pelo elevado indice de multi-
plicacao celular, eles apresentam desproporc¢ao entre o parénquima tumoral e o estroma
vascularizado. Isso pode resultar até em necrose e hemorragia, de diferentes graus.

A angiogénese é o termo usado para descrever o mecanismo de crescimento de novos
vasos sanguineos a partir dos ja existentes. Em suma o crescimento de vasos sanguineos

pode acontecer por via de 2 mecanismos diferentes:
- Vasculogénese: indica o desenvolvimento de novos vasos durante a fase embrionéaria;

- Angiogénese: acontece ja em adulto, sendo que a falta de oxigénio representa um
sinal para o inicio dos mecanismos moleculares e celulares que resultarao no cresci-

mento de novos vasos sanguineos de tamanho pequeno.

A angiogénese é um artificio fundamental que os tumores possuem para prover seu de-
senvolvimento. Tratamentos angiogénicos consistem em administrar drogas desenvolvidas
especialmente para agir sobre as células endoteliais, uma vez que a célula endotelial é um
tipo de célula achatada de espessura variavel que recobre o interior dos vasos sanguineos,

especialmente os capilares sanguineos, e inibir a angiogénese.



Modelo

Nesta se¢ao apresentamos o modelo matematico da referéncia [1], que foi estudado
pelo aluno na segunda etapa do projeto, e as consideragoes bioldgicas que justificam tal

modelagem.

Consideracoes Bioldgicas para o Modelo

Frequentemente a interagao entre células normais (CN) e células cancerosas (CC) é
pensada como uma competicdo por nutrientes corporais, e o tratamento quimico mais
comum (quimioterapia) como uma relacao onde o agente de quimioterapia (AQ) mata
tanto CNs quanto CCs.

No caso especifico dos tumores malignos que atingem um determinado tamanho, as
CCs precisam de um mecanismo para conseguir nutrientes necessarios para seu rapido
crescimento. Isto significa que as CCs induzem substancias que conduzem ao desenvol-
vimento e o crescimento de células endoteliais (CE) adicionais. Em primeiro lugar, as
células do sangue provocam a proliferacao das CEs para trazer oxigénio e nutrientes para
o tumor: esse mecanismo ¢é a angiogénese tumoral. Dai a CEs efetivamente aumentam a
capacidade de suporte das CCs devido a neovascularizagao. Uma vez que o tumor induz
a ocorréncia de angiogénese na sua vizinhanca, é razoavel negligenciar o efeito de CEs na
capacidade de suporte de CNs.

A fim de afetar o processo angiogénico, um agente anti-angiogénico (AA) é introduzido
em muitos tratamentos. No caso de co-administracao de AA e AQ, o AA é encontrado
para aumentar a eficiencia do AQ, uma vez que destréi o excesso de CEs que contribui para

a formagao de uma estrutura irregular de vasos sanguineos, normalizando a vasculatura



do tumor. No entanto, a vasculatura nao devera ser completamente destruida, pois uma
certa quantidade de vascularizacao é necessaria para permitir o fluxo da AQ. Portanto,
a presenca concomitante de CEs e AA leva a um resultado liquido de fazer a entrega de

oxigeénio e quimioterapia mais eficiente.

Modelo Matematico

Assim o modelo discute interacoes entre CNs, CCs, CEs, AQ e AA. As varidveis
envolvidas em tal modelo tem o seguinte significado: X;(¢) é a concentragdo de CNs,
CCs e CEs, respectivamente, para i = 1, 2, 3, Y(¢) é a concentragdo do AQ e W(t) é a
concentracao do AA, e tem-se que t > 0. O modelo baseia-se nas consideragoes discutidas

anteriormente, e que resumidamente sao apresentadas a seguir.

1 - X; e X, apresentam taxas de proliferacao logistica e competem por recursos disponi-

veis;

2 - X3 é regulada pelo resultado de fatores quimicos produzidos por X5(t), bem como por

uma taxa de proliferacao logistica mais lenta;

3 - Y(t) age matando, com intensidades diferentes, X;(t) e X3(t), de acordo com uma

funcao de Holling tipo 2. W (t) atua apenas em Xj3(t);
4 - Y (t) e W(t) aumentam, devido as suas infusdes continuas para o sistema;

5-Y(t) e W(t) diminuem devido & agao sobre suas células, e também pelo processo de

clareamento para ambas as terapias;

6 - A acdo de morte de Y (t) depende da vascularizacao, X3(t), e na sua normalizagao

criada pela W (t);

7 - As terapias quimicas e anti-angiogénica sao aplicadas simultaneamente.

O modelo ¢ o seguinte sistema de EDOs:



Xi(t) = o Xi(t) [1 — X;((lt)} — Q1 X1 (8)Xa(t) — Pr(X5(1), W(t»%,
falt) = aaXa) 1= | = a0 - ROt W) 2

X3(t) = BXo(t) + asXs(t) {1 _ Xa(t)] DX

K; Az + X;5(t)’
Y(t) = 6-— [§+d1A1 +X)1(1(t) +dr g +Xj(2(t)} Y (1),
W) = o [ne 500w,
(1)
com * = d/dt e
P, (X5(t),W(t)) = Po+PuXs(t)+PoW(t), Vi=1, 2. (2)

As condigoes iniciais sao dadas por Xi(t = 0) = X3 > 0, Xo(t = 0) = Xg9 >
0, Xs3(t=0)=X30>0,Y(t=0)=Yy >0, W(t=0)=W,>0.
Os parametros do modelo assumem valores positivos e podem ser interpretados da

seguinte maneira:
- ;e K, Vi=1, 2, 3 sao as taxas de proliferacao e capacidade de carga dos Xj;
- Q;, Vi=1, 2, é o coeficiente de competicao entre X; e Xo;
- B é a taxa de criacao de CCs devido a CEs;
- I é a proporcao de CEs responsavel pela angiogénese tumoral;

- Py, Vi=1, 2 ¢é a taxa de morte por quimioterapia em X;, na auséncia de X3z e W

respectivamente;

- P, Vi,j =1, 2, ¢ o aumento da taxa de mortes em X; devido a concentragao de

Xz (j=1)eW (j=2)

- P é a taxa de morte de X3 devido a terapia anti-angiogénica;



- A;,, Vi=1, 2, 3, é a constante da funcao de Holling tipo 2 para X;;

- 0 e n sao as taxas de infusao de AQ e AA respectivamente;

- & e ¢ sao, respectivamente, as taxas de clareamento de AQ e AA no sistema;

- d;, Yi=1, 2, 3 é a velocidade que AA e AQ combinam com X;.

Agora para simplificar o modelo, facamos as seguintes normalizacoes,

- mlt) = Xa(t)/ K, Wi =1, 2, 3, y(t) = V() e w(t) = W(b)

- 1 = 1Ky, ¢ = QK a; = A/ K, Vi=1, 2, 3, y=TK3/Ky e 8 = BKy/K3;
- pio = P/ Ki, pn = PiK3/Ki, ppp = Pp/K;, Vi=1, 2 e p3 = P3/Kj.

Com isso eliminamos trés parametros, e o modelo normalizado é descrito como se

segue:
T1(t) = az(t)[1 —z1(t)] — qroa () xa(t) —p1($3(t)>w(t))%,
o ) 1
ialt) = aaralt) 1= 520 | qna)ra(o) = palia(), () 2L
i3(t) = Baa(t) + asws(t) [ — 25(t)] — %, )
o wi(t) (1)
gle) =0 {5“%1 o) +d2a2+x2(t)} y(t),

i) = o= [+ 200 L u)

as + $3<t)

com p; (z3(t), w(t)) = pio+panzs(t)+pew(t), Vi=1, 2ex;(0) >0, Vi=1, 2, 3, y(0) >0
e w(0) > 0.



Discussoes

Nesta secao serao apresentados alguns dos principais tépicos de discussoes, realizadas

por aluno e orientador, durante todo o segundo periodo de vigéncia da bolsa.

Discussoes Sobre o Modelo

Eem [I], é discutido que o sistema é dissipativo, isto é, se as condigoes iniciais
do sistema sa0 nao negativas, entao sua solucao é nao negativa, em forma de um
teorema, porém a demonstracao de tal teorema ¢ muito simplificada e deixa a desejar em
varios aspectos. Assim, uma das tarefas que realizamos foi entender e escrever de uma
forma mais clara e objetiva o teorema, pois teoremas como este aparecem frequentemente
em problemas de biomatematica. Agora, apresentamos abaixo a demonstracao de tal

teorema.
Teorema 1. O sistema (J) ¢ dissipativo.

Demonstracao. Inicialmente note que o sistema é um sistema autonomo com fun-
coes diferenciaveis, assim satisfaz o teorema de existéncia e unicidade para Problemas de

Valores Iniciais. Seja ¢(t) o vetor solugao do sistema , definido da seguinte forma

() = (aa(t), wa(0), w5(1), y(1), wt))-

Para mostrar o teorema, vamos mostrar que 0 < ¢(t) < K,Vt € [0, o0) e K > 0,
onde K, € R® 0 ¢é o vetor nulo de R® e a desigualdade entre vetores é pensada em uma
desigualdade componente a componente.

Da modelagem, temos que z;(0) > 0, Vi = 1, 2, 3, y(0) > 0 e w(0) > 0. Agora

vamos verificar que lim ¢(t) < K. Para isto, note que, na primeira equagao do sistema
t—o0

9
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, como ¢, ai, p; > 0Ve=0,1,2, entao, temos que
21(t) < onaa(t) [1 — 21 (1))

assim, o maximo valor de z; é assumido quando temos a igualdade na desiguladade acima,
dai, temos a seguinte EDO
X1 = aixi[1—xi].
Para resolver a EDO acima, utilizamos o método de separacao e encontramos o seguinte

resultado
1

xi(t) = Tty 1
dai, temos que
tliglo sup x1(t) < tllglo x1(t) = 1.

Da segunda equacao do sistema , como xs(t) tem crescimento logistico, temos que
tliglo xo(t) = Ko, onde K é sua capacidade de suporte. Mas sabemos que Ko = 1+ ya3(t).
Mas, para a modelagem do problema em questdo, biologicamente temos que z5(t) <
Ko Wt € [0, 00), assim, como ps, asz > 0 entdo, na terceira equacao do sistema , temos
facilmente que

t3(t) < B[1 + ya3(t)] + aszzs(t)[1 — x3(t)].

Logo, no caso maximal possivel, temos que

X3 = B[1+vxs] + asxs[l — xsl,

ou equivalentemente,
X3 = B+ (87 + as)xs — asx;. (4)
Agora, para resolver a EDO acima, vemos que x, = cte ¢ uma solucao particular de

(4), e temos que seu valor é dado por

1 ( By 1 By 2 453
xp——i(—3+1)i§\/(—3+1) o
1

Identificando como uma equacgao de Ricatti, sabemos que x3(t) = x, + —, assim,
v

substituido x3(t) em (4]), obtemos a seguinte EDO em v

U+ (By + as — 2a3x,) v = as,



11

portanto, temos que, v(t) = vy (t) + v,(t), onde

By + asz — 2asx,

Uh(t) — Cle—(5’7+as—2a3><p)t e Up(t)

Assim, temos que

1

5(l) =X & G e |
Cro—(Bras—2 SXP)t‘i_ﬂ'y—im?——BQagXp

dai,

. . By
< = [
Jim sup z3(f) < lim x3(t) (1 t ) T

e, para termos sentido biolégico no sistema, necessitamos que

2
Jim sup 3(t) < My = ! (51 + 1) + 1\/(@ + 1) + ¥

2\« 2 o o
3 3 3

Dai, para a segunda equacao do sistema , temos que
lim sup z5(t) < 1+ yM;.

t—00

Na quarta equagao do sistema 7 como dy, dy > 0 entao, temos facilmente que
y(t) <6 — &y,
e, no caso maximal possivel, temos que
v =4 —&v.

Para resolver a EDO acima, utilizamos o método de solucao para EDO’s com coefici-

entes constantes e encontramos o seguinte resultado

0
u(t) = Ce ¢ 4 =,
§
segue-se que
0
. o =8
tswpylt) < fim olt) =

Na quinta equacao do sistema , como d3 > 0, analogamente ao caso anterior, temos

que
w(t) = Ce ™ + ?,
n
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assim, temos que

lim sup w(t) < tlim w(t) =

t—o00 —00

¢
0

Portanto, temos

K= (1, 1+")/M1, Ml, é, ?> .
£

Para garantir que em um tempo ¢ € (0, 00) a solu¢do nao se torne negativa, avaliamos
o plano de fase das componentes de duas a duas, desta forma totalizamos 10 casos
possiveis, e verificamos quais sao as condigoes sobre os parametros para que as trajetorias
no plano de fase, em cada caso, permanecam positivas. Devido a extensao desta tarefa, a
mesma sera omitida neste relatério, mas seguindo os passos descritos acima, consegue-se
provar esta afirmacao facilmente, basta identificar um modelo de competicao nas duas

equacoes envolvidas em cada caso.

Assim, concluimos que 0 < ¢(t) < K, Vt € [0, o0) e K > 0, como queriamos. ]

Agora, do teorema acima, temos que

5 0 ¢
R:{(xl, To, 3, Y, w) ERL |0< 2 <1, 0 <o <14 9M;, 0 <a3 <M, ogygg, Oﬁwgg}

¢ uma regiao compacta no hiper-octante nao negativo R tal que todas as solucoes que
iniciam em R permanecem em R. Assim, dizemos que a regiao de interesse biolégico é
positivamente invariante sob o fluxo induzido pelo sistema (3)), pois todos os pontos em
permanecem no interior dessa regiao ou nas fronteiras.

Em [I], os autores trabalham sobre aspectos analiticos e numéricos do sistema ,
novamente reservamos um espaco neste relatério para algumas discussoes geradas de tais

estudos.

Resultados Analiticos e Numéricos do Modelo Completo

Inicialmente, comegando com resultados analiticos, os autores [1] procuram por pontos
de equilibrio, no sistema , onde somente hé a extingao das células cancerosas. Tal ponto

é denominado Estado de Cura. Assim, tais pontos, se existirem, tem a forma:

P: (fla 07 f?n ya w)) (5)
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onde, 71 >0, 73 >0, y > 0ew > 0.

Dali, procurando um ponto de equilibrio para o sistema da forma de (), temos

que:
a7y (1 —71) — (pio + puTs + prow)T1y/ (a1 +71) = 0
Q3T3 (1 — fg) — pgfgw/(ag + fg) =0 (6)
§— [+ dim /(a1 +71)]T =0
gb— [77+d353/(a3—|—53)]w = 0.
Da segunda e da terceira equagao do sistema acima, temos que
|_ = _ _
_ az(1 —73)(as + T) — (as +_903)¢> ’ (1)
D3 (n + d3)T3 + nas
e, das equagoes acima, obtemos a seguinte equagao para T3,
s (n + d3)] T3 + [as(nas — 1 — ds)] T3 + [ps¢ — agnas] = 0. (8)

Como estamos interessados somente em raizes positivas de (8]), pois somente estas tem
algum sentido biolégico, pela regra dos sinais de Descartes, temos que se p3¢p — agnas < 0,
entao ha somente raiz positiva, solucao de , pois sabemos que o coeficiente de T2 é

positivo. Assim, o valor de 73 é dado por

—_— (—nas + d3) + \/(nas — n — d3)?* — 4(n + ds)[¢ps/as — nas]
’ 2(n + ds) 7

(9)

logo, substituindo este valor em qualquer uma das equagoes de ([7), obtemos o valor de w.

Agora, da primeira e da quarta equacao do sistema @, temos que

061(1 — fﬂ(al —|—E1) (&1 +fl)5

Y= - — e Y= — :
P1o + P11T3 + prow (E+d)T1 + Eay

(10)

Como, biologicamente, temos que 0 < z; < 1, na primeira equagao de ([L0]), temos
que o valor de 7 vai de aja;/(pio + p11ZT1 + p12w) a 0 (estritamente decrescente apds
algum valor de 7). J4, na segunda equagao de , o valor de y diminui de §/¢ para
(a1 +1)d/[(a1 + 1) +&dy]. Assim, se §/€ < anay/(p1o+ p11T3 + p12W), temos que um valor
T, > 0 sempre ira existir.

Portanto se supormos que §/& < aqay/(pio + p11Ts + p12W), entdo, de (10), obtemos a

seguinte equacao para T

(& + dl)f% + (a1 — & — dv) Ty + [(p1o + p11Ts + p12)0 /o — Eaq] = 0.



14

Como estamos interessados somente em raizes positivas da equagao acima, temos que

o valor de 7; é dado por

(& +di —Ear) + /(E+ dy — Ear)? — 4(E + dv)[6(pro + PuiTs + pr2) Jon — Eay]
2(§ + di) '
(11)

Substituindo este valor em qualquer uma das equacoes de , obtemos o valor de 7.

flz

Portanto, para o sistema , existe um Estado de Cura, P = (71, 0, T3, ¥, W), € 0
valor de cada coordenada do ponto é dado pelo resultado apresentado em , @,
e (@).

Mostrado isso, tenta-se calcular a estabilidade local do ponto P, para isto, calcula-se
a matriz jacobiana do sistema . A matriz jacobiana em funcao dos valores de P, tem

a seguinte representagao

mi1 Miz M1z Mg Mis
0 Mo O 0 0
JP)y=1 0 p myp3 0 my (12)

My Map 0 Mgy 0O

0 0 ms3 0 mss

Utilizando o método dos cofatores, vemos nesta matriz, que o autovalor associado a
o é dado por Ay = Miyy, como estamos interessados que o Estado de Cura seja estavel,

vamos considerar que o valor de Mg seja negativo, isto ¢,

Ay =Ty = g — ¢2T1 — (P10 + P11T3 + P12)¥/az < 0, (13)

assim, podemos continuar a busca averiguando o valor de todos os outros autovalores da
matriz jacobiana.

Porém, os autores de [I] param as buscas analiticas do modelo somente com esse
resultado, o que deixa muito a desejar, pois somente este resultado nao nos da nenhuma
garantia sobre a estabilidade do ponto P.

Entao, prosseguimos no trabalho olhando para simulagoes numéricas no modelo em

questao. Tratamos de reproduzir os resultados numéricos que os autores apresentam em
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[1]. Neste relatério, apresentamos, a simulagdo numérica do modelo completo, tais simu-
lagoes foram feitas no software Wolfram Mathematica®. Para esta simulagao, utilizamos
os valores dos parametros que sao apresentados em [I]. Utilizando tais valores para os
parametros, encontramos numericamente que o ponto P, é estavel. Novamente, ressalta-
mos que isto nao nos da nenhuma garantia, uma vez que se mudassemos os valores dos
parametros, possivelmente, encontrariamos valores onde nao observariamos um resultado
semelhante ao aqui apresentado.

Abaixo, apresentamos o experimento numérico do modelo que acima fora estudado e a
tabela com os valores numéricos, dos parametros, utilizados. Neste experimento compro-
vamos que o ponto P possui um equilibrio estével, daf, comprovando que numericamente

o modelo de [I] prevé um Estado de Cura.

Parametro  Valor Parametro  Valor
aq 0,0068 ds 0,032
s 0,01 P10 1,2x10~7
as 0,002 P20 0,2051
qQ 0,00702 P3 1,7143
q2 0,00072 P11 4,2x1078
~ 0,1615 P12 1,0x10°7
8 0,00371 p21 0,00431
a 1,10 P22 19,4872 ool . T TT e ]
az 4,6205 0 3,3 x107? 0 2000 4000 6000 8000 10000
as 4,6666 13 0,01813 .
dy 0,0002 ) 2,4 x10~4 Tempo (dias)
do 0,032 n 0,136

F igura 3: Evolugao temporal do modelo completo, utili-

Tabela 1: valores dos parametros do modelo nor- zando o parametros da tabela[l] Aqui temos, linha continua -

malizado, tais valores estdo disponiveis em [I]. CN’s; linha pontilhada - CC’s; linha tracejada - CE’s. As con-
digdes iniciais sdo z1(0) = 0,6, z2(0) = 0,6, z3(0) = y(0) =
w(0) = 0.

Como resultado final, das iteragoes temporais da solugao numérica de , temos que
x1 =0,999998, x5 = 0,0, x5 =0,728255, y =0,181034 e w = 0,00171038.

Apdbs o estudo completo do sistema , que se deu praticamente no final deste segundo
periodo de vigéncia da bolsa, iniciamos uma andlise critica do modelo estudado. Tal

analise ¢ apresentada na secao seguinte.
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Analise Critica Sobre o Modelo de [1]

O estudo do modelo apresentado em [I] foi bastante rico, o aluno aprendeu muitos
aspectos tedricos e praticos sobre modelagem em cancer. Dai, com base em estudos

tedricos feitos anteriormente, podemos sugerir que:

- Considerar que X3 e W potencializam um decréscimo em X; e considerar que W
3
potencializa um decréscimo em X5 nao foram uma boa escolha, pois tais fatores nao

sao observados biologicamente;

- Sobre o efeito de Y, considerar uma resposta funcional que modela um efeito de
saturacgao do tipo Michaelis-Menten, seria mais apropriado, pois apds uma certa

dose, a resposta ao tratamento independe da quantidade da droga;

- Nao considerar as proteinas de sinalizagao extracelular, como VEGF (Vascular En-
dothelial Growth Factor) por exemplo, quando se é considerado que existiu uma
angiogénese tumoral, é uma simplificacao muito forte, uma vez que tais proteinas
ligam-se aos receptores das células endoteliais e estimulam a sua proliferacao em

direcao ao potencial tumor.

Dai, um modelo que possivelmente atenderia tais especificacoes é apresentado abaixo

. [ X Y
X, = Xi|1l—-—=| -0 X4 Xo—P——X
1 Q1 Aq K1:| Q1 142 IC’+Y 15
. [ X, Y
Xy = Xo|ll - ————— | — QX1 X5 — (P. P X)) ———X
2 Qo 2_ K2+FX3:| Q2 X1 Xo — (Pao + Py 3)C’+Y 2,
. [ X, W
Xy = X3 |1—=—= BX, X5 — P X
3 Q3X3 K3]+ 4X3 SO
- (14)
X, = Xy 1——4}+P4X2X4,
L Ky
- X1 Xo
Y = §—|£4+d +d Y,
[6 1A1+X1 2A2+X21

: X
W = — +dg——>—
¢ [“ A+ X

Neste novo modelo, temos que as varidveis representam as mesmas populacoes e/ou

|

quantidades, apresentadas no modelo de [I] e temos que X, representa a quantidade de
proteinas de sinalizagao extracelular. Portanto um modelo que conseguisse satisfazer o

especificado acima, de certa forma, seria mais condizente com a realidade.



Conclusao e Perspectivas

Modelagem matematica de sistemas biologicos, de fato, é extremamente complexa.
Existem intimeras variaveis que interagem entre si e, que de certa forma, influenciam em
outras respostas bioldgicas. No caso particular do nosso estudo, a dinamica do crescimento
do cancer, ha muitas escolhas a se fazer antes de comegar algum tipo de modelagem, pois
h&a inimeros tipos de cancer, onde cada tipo possui uma dinamica prépria e um tratamento
especifico. Assim, lancar mao de hipdteses que sejam biologicamente justificiveis e que
a partir delas conseguimos construir um modelo matematico que seja matematicamente
tratavel, nao é uma tarefa simples.

Na primeira parte do projeto, especialmente a parte tedrica, foi onde o aluno conseguiu
os alicerces basicos e a fundamentacao necessaria para um completo entendimento sobre
problemas de modelagem em cancer e problemas de biomatemética em geral. Ja na
segunda parte, o aluno estudou o modelo da referéncia [1], que é uma aplicagao direta de
todo o contetdo tedrico estudado previamente.

Para o estudo da dinamica do crescimento do cancer, analisamos, quantitativamente,
a acao conjunta de uma terapia envolvendo um agente de quimioterapia e um agente anti-
angiogénico, no tratamento do cancer, estudamos um modelo matematico de equagoes
diferenciais ordindarias, no qual, através da inclusao da dinamica das células endoteliais,
considera-se a angiogénese de maneira explicita. Neste estudo, foram feitas trés diferen-
tes analises do modelo de estudo em diferentes cenarios, um cendrio onde nao levamos
em conta o agente de quimioterapia, outro onde nao levamos em conta o agente anti-
angiogénico e o cenario onde levamos em conta os dois agentes, tanto o de quimioterapia
quanto o anti-angiogénico (porém, neste relatério apresentamos somente o ltimo cendrio

aqui descrito), vale ressaltar que uma andlise completa do modelo sé seria possivel a partir

17
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da consideracao simultanea da variacao de todos os parametros do modelo, que apresenta
inimeros graus de liberdade, e que é uma tarefa matematicamente intratavel. Por fim,
foi feito um estudo critico de como o modelo estudado poderia se tornar, de certa forma,
mais condizente com a realidade.

Assim, as pretensoes do aluno foram executadas, o estudo do modelo proposto em [1]
foi uma forma de aplicar os elementos tedricos em uma questao pratica e muito pertinente.

Durante o estudo final do projeto, o aluno nao conseguiu tempo para estudar a fundo
o modelo . O estudo deste novo modelo, ou de alguma variante dele, e a procura
de um conjunto de parametros satisfazendo as hipéteses propostas pelos autores de [1],
que satisfazem ((13) mas que geram um ponto de equilibrio, da forma de , instavel,

certamente sao perspectivas de um futuro estudo.
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