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EXERCICIOS 2 - Álgebra Matricial. Métrica: 20/03/2006

1. Considere as matrizes A : m × n e B : n × p. Usando A e B particionadas por linha e/ou
coluna de forma conveniente, descreva C = (AB)T na forma de produto externo de vetores.
(forma uvT .)

2. Prove a desigualdade de Hölder para p = 2.

3. Seja x ∈ Rn. Mostre que:

(a) ||x||2 ≤ ||x||1 ≤
√

(n) ||x||2.
(b) ||x||∞ ≤ ||x||2 ≤

√
(n) ||x||∞.

(c) ||x||∞ ≤ ||x||1 ≤ n||x||∞.

4. Seja || . || uma norma em Rm e suponha A ∈ Rm×n. Mostre que, se posto(A) = n, então
||x||A = ||Ax|| é uma norma de vetores em Rn.

5. Sejam x e y ∈ Rn e defina φ(α) = ||x− αy||2. Mostre que o mı́nimo de φ é atingido quando

α =
xT y

yT y
.

6. Sejam A,B, C ∈ Rn×n com C = AB −BA. Mostre que
∑n

i=1(cii) = 0.

7. Sejam || . || uma norma induzida em Rm×n e 0 6= y ∈ Rm. Defina, para todo x ∈ Rn, ||x||y =
||yxT ||. Mostre que || . ||y é uma norma.

8. Sejam A ∈ Rn×n não singular e E = αA com α ∈ R. Sejam ainda x, y, b ∈ Rn tais que

Ax = b e (A + E)y = b. Mostre que ||x− y|| = |α|
|1 + α| ||x||. Para que valores de α é posśıvel

garantir que ||y|| ≤ 1.5||x||?
9. Sejam A ∈ Rn×n uma matriz singular, b ∈ Rn, {Ak} ⊂ Rn×n uma seqüência de matrizes não

singulares com limk→∞Ak = A e {xk} ⊂ Rn a seqüência das soluções dos sistemas lineares
Akxk = b. Mostre ou dê um contra-exemplo para a seguinte afirmação: a seqüência {xk}
converge.

10. Seja A ∈ Rm×n, m ≤ n e posto(A) = m. Seja y ∈ Rn a projeção ortogonal de x ∈ Rn sobre
N(A), isto é: y − x é ortogonal a todo vetor em N(A). Mostre que y = x−AT (AAT )−1Ax.

11. Mostre que A∗ =
A + AT

2
é a matriz simétrica mais próxima de A ∈ Rn×n na norma de

Frobenius.

12. Seja A ∈ Rm×n. Mostre que
||A||∞ = max1≤i≤m

∑n
j=1(|aij |).

13. Seja v ∈ Rn e considere a matriz A = vT . Mostre que a norma-2 da matriz A, induzida pela
norma-2 de v é: ||A||2 = ||v||2.
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14. Seja A ∈ Rm×n. Mostre que ||A||F =
√

tr(AT A) =
√

tr(AAT ).

15. Sejam A e B matrizes para as quais o produto entre elas esteja definido. Mostre que ||AB||2F ≤
||A||2F ||B||2F .

16. Seja A matriz m× n e Q matriz m×m, ortogonal. Mostre que

(a) ||Q||2 = 1.

(b) ||Qx||2 = ||x||2.
(c) ||QA||2 = ||A||2.
(d) ||QA||F = ||A||F .

17. Seja x ∈ Rn e defina ‖x||w =
√∑n

i=1(wixi)2, com wi > 0 para todo i = 1, . . . , n. Prove que
‖x||w é uma norma de vetores em Rn.

18. Seja B ∈ Rm×m uma sub-matriz de A ∈ Rn×n, com m ≤ n. Denotando por κ o número de
condição, mostre ou dê contra exemplo para cada uma das afirmações a seguir:

(a) κ(B) ≤ κ(A); (b) κ(B) ≥ κ(A).

19. Seja P ∈ Rn×n tal que ‖P‖∞ < 1. Prove que

lim
n→∞

n∑

i=0

(−1)nP i = B,

onde B = (I + P )−1.

20. Prove ou dê um contra-exemplo:

v ∈ Rn ⇒ ‖v‖1‖v‖∞ ≤ 1 +
√

n

2
‖v‖2.

21. Sendo A ∈ Rn× n inverśıvel e κp(A) o seu número de condição na norma−p, mostre que:

(a) κp(A) =
max‖x‖p=1‖Ax‖p

min‖x‖p=1‖Ax‖p
.

(b) κ∞(A) = κ1(AT )
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