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Introducao

Na aula anterior, apresentamos a série de Fourier.

Nos pontos em que ela converge, temos uma fungéo

_2°+i[amcos< X)ermsen(?)]a (1)

m=1

chamada série de Fourier de f.

A funcao f dada em (1) é periédica com periodo T = 2L € 0s
coeficiente satisfazem

am LJf cos )dx Vm=0,1,2,..., (2

~

T
bmzLJLf(x)sen T)dx, Yym=1,2,.... (3



Convergéncia da Série de Fourier

Na aula de hoje, vamos admitir que temos uma funcgéo
periddica f com periodo T = 2L.

Vamos admitir também que podemos calcular os coeficientes
am e by usando (2) e (3).

Nosso objetivo é saber se a série de Fourier de f converge de
fato para a funcdo f num ponto x.

Em outras palavras, conhecendo os coeficientes an € b,
determinamos a fungéo f?

Existem funcdes cujas séries de Fourier ndo convergem para o
valor da funcédo em certos pontos.

Podemos garantir a convergéncia, em particular, considerando
funcdes seccionalmente continuas.



Definigcao 1 (Fungao Seccionalmente Continua)

Uma funcéo f é dita seccionalmente continua em um intervalo
[a, b] se existe um numero finito de pontos
a=Xxg <Xy <Xo<...<Xp=b,chamada particao do
intervalo [a, b], tal que
1. f é continua em cada um dos subintervalos x;_{ < x < Xx;.
2. Os limites laterais nas extremidades de cada subintervalo
existem e sdo finitos.



Teorema 2 (Teorema da Convergéncia)

Seja f uma fungdo periddica com periodo T = 2L. Se f e f' sdo
seccionalmente continuas no intervalo —L < x < L, entdo a
série de Fourier de f

EO + mi; [amcos( X) + by sen (@)] ,

com any e by, dados respectivamente por (2) e (3), esta bem
definida e satisfaz

S(x) — {Iim f(&) + lim f(f)}, VX.

é £~>X+ &HX_

]
Em palavras, s(x) é o valor médio dos limites a esquerda e a
direita de f em x.



Considere o exemplo da aula anterior:

Exemplo 3

A série de Fourier da funcao periédica f, com periodo T = 6,
definida por

0, -3<x<-1,
fx) =41, —1<x<+1,, ¥xe[-33],
0, +1<x<3,

f(x) = 7+Z—sen< )cos(?).

Nos préximas folhas apresentamos f (preto), s, (vermelho), e o
erro absoluto |f — sp| (azul), em que
mmx
0S (—3 ) .
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Observacgao

Apesar de s,(x) convergir para o valor médio dos limites a
esquerda e a direita de f em um ponto x, observamos que a
série de Fourier apresenta oscilacoes proximas aos pontos de
descontinuidade de f.
|
Essas oscilacdes sao referidas como fenomeno de Gibbs.
|
Estudos sobre o fenémeno de Gibbs podem ser encontrados
em livros textos especializados em analise de Fourier.



Funcdes Pares e impares

Definicao 4
Uma fungéo f: R — R é dita:
» par, se f(—x) = f(x).
» impar, se f(—x) = f(x).
Uma fungéo f pode n&o ser par nem impar!




Teorema 5 (Soma e Produto)

1. A soma (diferenga) e o produto (quociente) de funcbes
pares é uma fungao par.

2. A soma (diferenca) de fun¢ées impares é uma funcao
impar, mas o produto (quociente) de fungées impares é
uma fungéo par.

3. A soma (diferenca) de uma funcao par e uma fungdo
impar ndo é par nem impar. O produto (quociente) de uma
fungdo par por uma funcao impar é uma funcao impar.

Teorema 6

L L
» Se f & uma fungéo par, entéoJ f(x)dx = ZJ f(x)dx.
—L 0

L
» Se f & uma fungdo impar, entéo J f(x)dx = 0.
—L



Definicao 7 (Série de Fourier em Cossenos)

A série de Fourier em cossenos de uma fungao f é

20 Z am cos( ) (4)

A série de Fourier em cossenos define uma fungéo par!

Teorema 8

A série de Fourier de f coincide com a série de Fourier em
cossenos se e somente se f for uma fungéo par. Nesse caso,
os coeficientes satisfazem

2 (L mmX
am:LL f(x)cos<T> dx, Ym=0,1,....



Definicao 9 (Série de Fourier em Senos)

A série de Fourier em senos de uma fungéo f é

18

1 bm cos (?) ,

T

A série de Fourier em senos define uma fungéo impar!

Teorema 10

A série de Fourier de f coincide com a série de Fourier em
senos se e somente se f for uma fungao impar. Nesse caso, 0s
coeficientes satisfazem

2 (t mrX



Exemplo 11

Seja f(x) = x, para 0 < x < 1. Defina f no restante da reta de
modo a ser periédica com periodo T = 2L. Encontre a série de
Fourier desta fungao admitindo:

(a) fépar.
(b) fé impar.



Exemplo 11

Seja f(x) = x, para 0 < x < 1. Defina f no restante da reta de
modo a ser periddica com periodo T = 2L. Encontre a série de
Fourier desta fungao admitindo:

(a) fépar.
(b) fé impar.

Resposta:

(a) Se f é uma fungéao par, entao a série de Fourier de f
coincide com a série de Fourier em cossenos:

L 2L & 1 2m—1)nx

fx)==-+— ————cos [ ———).

X =5+22 L Gmo1p ( L >

m=1

(b) Se f é uma fungao impar, entdo a série de Fourier de f

coincide com a série de Fourier em senos:

O 4 \ym+1 T



/N )N
/o N/

Extensao periddica par de f com L = 1:

L 2L 1 (2m—1)7rx
s"_2+7r2m§1(2m—1)2005(L )



Extensao periddica par de f com L = 1:

L 2L 1 (
Sn—2+ﬂ_22(2,n_1)2003(

m=1

2m—1)nx

).



Extensao periddica par de f com L = 1:

L 2L 1 (
Sn—2+ﬂ_22(2,n_1)2003(

m=1

2m—1)nx

).



Extenséo periddica impar de fcom L = 1:

(2m— 1)7rX> '

272 (2m—1)2°°s( L
m=1

L 2L & 1
Snzf



Extenséo periddica impar de fcom L = 1:

(2m— 1)7rX) '

272 (2m—1)2°os( L
m=1

L 2L & 1
Snzf



1 , N =]
0.5

0
-0.5

-1 V V

Extenséo periddica impar de fcom L = 1:

(2m— 1)7rX) '

272 (2m—1)2°os( L
m=1

L 2L & 1
Snzf
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Extenséo periddica impar de fcom L = 1:

L 2L 1 (2m—1)7rx
Sh=-+ 71)2003 — .

2 72 4 (2m— L
m=1
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Extenséo periddica impar de fcom L = 1:
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Sh=-+ 71)2003 — .

2 72 4 (2m— L
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