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Revisao da aula anterior

Na aula anterior, iniciamos o estudo de sistemas lineares
homogéneos com coeficientes constantes, que podem ser
escritos como

X' = AXx,

em que A e R™" é uma matriz e X = [xq, Xz, ..., Xs]” € um
vetor cujas componentes x; = x;(t) séo fungdes de t.
|
A derivada x’ é obtida derivando cada componente do vetor X,
ou seja, X' =[x, x5, ..., xp]T.
|
Observamos que o problema de valor inicial

X=A e Xx(t)=x°

admite uma Unica solucéo para todo t € R e para qualquer
condicao inicial x° = [x9,x2,...,x3]T e R™.



Resolucao

Para a resolugédo de um sistema linear homogéneo com
coeficientes constantes, buscamos uma solugao da forma

x =¢e™.

Derivando e substituindo na equacgao, concluimos que £ € um
auto-vetor de A associado ao auto-valor r, ou seja, devemos ter

A =r€.

Se a matriz A possui auto-vetores ¢V, ..., £ linearmente
independentes, entdo a solugéo geral do sistema linear
homogéneo com coeficientes constantes x’ = Ax é

x =ciEMet 1 cpe@ell 1 4 cgMe.



Exemplo 1

A solugao geral do sistema x’ = Ax, em que

X = C [;} e+ ¢ {_12} e !,

pois temos os auto-vetores

1 1
-l « e [3)

associados aos auto-valores ry =3ern = —1,
respectivamente.



Plano e Retrato de Fase

Podemos obter informagdes qualitativas das solugdes de um
sistema com 2 equacdes e duas incégnitas x; € x» usando o
chamado plano de fase.

No plano de fase, esbocamos uma solugcéo no plano cujos
eixos sao as variaveis dependentes x; € Xo.

Uma curva no plano de fase é chamada trajetoria.

Num plano de fase, também esbo¢gamos campos de direcao
definidos pelo termo do lado direito do sistema.

Um grafico contendo uma amostra significativa de trajetérias é
chamado retrato de fase.



A figura abaixo mostra o plano de fase do sistema do Exemplo
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As retas indicam as dire¢des dos auto-vetores e as curvas
representam trajetorias.



Exemplo 2

Encontre a solucéo geral do sistema




Exemplo 2

Encontre a solucéo geral do sistema

Resposta: O polinbmio caracteristico de A é

5
_r2 >
p(r)=r +r+g

Os auto-valores sao (raizes do polindmio caracteristico) sdo

1 . 1
rn = 3 +i 1 e n= > —i 1
—— m ~—— m

A A



Os auto-valores sao

A solugéao geral é

X = kyel—2tt [1} + kpel—2 [ 1 } .
i —i
Equivalentemente, podemos escrever
_1¢| cost _1;|sent
X=¢C¢e 2 +C€ 2 .
—sent cost
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A figura abaixo mostra plano de fase do sistema do Exemplo 2.
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A origem é um ponto de espiral estavel.



Auto-valores Complexos

De um modo geral, se a matriz A do sistema X’ = Ax possuli
auto-valores complexos

n=XA+u e rn=>X\—ul,
entdo os auto-valores associados sao
¢ —a+bi e ¢®—a—bi
Com isso,

u(t) = eM(acos(ut) — bsen(ut))

v(t) = eM(asen(ut) + bcos(ut)),

sdo ambas solugdes reais e aparecem na solugédo geral do
sistema:

X = cu(t) + cv(t) + c3e€® + . 4 crelien.



Exemplo 3

Encontre um conjunto fundamental (solugao geral) do sistema

x’—1_1x
11 3|7




Exemplo 3

Encontre um conjunto fundamental (solu¢ao geral) do sistema
x = |1 1«
1 3|7
Resposta: O polindbmio caracteristico de A é

p(r) =r?—4r+4.

O auto-valor é r = 2, com multiplicidade algébrica 2, e 0
auto-valor associado é
1
-1

Portanto, uma solucdo do sistema é

x(D — gert = [ 11] &2t



Para encontrar uma segunda solucao, admitimos
x = £t + net.

Substituindo no sistema e lembrando que & é um auto-vetor,
obtemos
(A—rhn =E&.

Resolvendo esse sistema linear, encontramos nesse exemplo

e[ o[

para qualquer k € R. Sem perda de generalidade, podemos
escolher k = 0. Assim, a segunda solucao é

x® — cte't + et = [_11} 12t 1 [_01] &2t

A solugao geral do sistema é:

x = cix" + x? = ¢ [_11] e+ <[_11] te?t + [_01] ezt) .



A figura abaixo mostra plano de fase do sistema do Exemplo 3.
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A origem é um né impréprio. A linha vermelha representa o
auto-vetor &.



Classificacdo de Sistemas Lineares de Dimensao 2

A origem de um sistema X’ = Ax de dimensao 2 é classificado
da seguinte forma onde ry e r, denotam os auto-valores de A.

Ponto de sela

T=r1+rnr

Né instavel

Espiral instavel

A =rr,
Centros 172

Espiral estavel

, , 6 impréprio
NG estdvel




