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Um sistema de equacdes diferenciais de ordinarias de primeira
ordem é um conjunto de equagdes que envolvem as variaveis
dependentes, suas derivadas de primeira ordem, e a variavel
independente.
|
Nessa disciplina, admitiremos que um sistema de equacoes
diferenciais ordinarias de primeira ordem pode ser escrito como

X1/ :f1(t7X1,X27...,Xn),
Xé :f2(t7X17X27"‘7Xn)7
X;) = fn(t7X17X27"'7Xn)7
em que xq, Xo, . . ., Xn SA0 variaveis dependentes (funcbes) da

variavel independente t.



Sistemas e Equacdes de Ordem Superior
Uma equacao diferencial de ordem n,

xM = f(t,x, x' x", ..., x"=1)),

pode ser escrito de forma equivalente como um sistema
equacoes diferenciais de primeira ordem.

Com efeito, defina x1, xo, . . ., X, da seguinte forma:
Xi=X, Xo=x', xX3=x" e xp=x"".

Dessa forma, obtemos o sistema

.
Xy =X,
/
X2 = X37
3
/
Xn—1 = Xn,
/
Xp = f(t, X1, X2, ..., Xn).



Exemplo 1

Escreva a equacgao

x® +3x" + 2x' —5x = sen(2t),

como um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem.



Exemplo 1

Escreva a equacao

x® 4+ 3x" + 2x' — 5x = sen(2t),
como um sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem.
Resposta: O sistema equivalente é

X1, = Xo,
Xy = Xa,
X5 = 5Xxy —2xp — 3x3 + sen(2t).



Exemplo 2

Escreva o sistema

2x" = —6x + 2y
y// — 2X_2y+4086n(3t),

como um sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem.



Exemplo 2

Escreva o sistema

2x" = -—-6x+2y
y" =2x-—2y+40sen(3t),

como um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem.

Resposta: O sistema equivalente é

X‘; = Xo,
X, = —3X1 + Xa,
X5 = X4

X, =2xy —2x3 +40sen(3t).



Notacao Vetorial

Denotando
X4

X2
x=1 .1,

Xn

podemos escrever um sistema de equagdes diferenciais
ordinarias de primeira ordem de forma compacta como

x/:fuax)v (1)

em que f é uma fungéo que associa cada o par (t,X) a um
vetor com n componentes.
|
Uma solugao € uma fungao vetorial x(t) que satisfaz (1) para
todo t num intervalo a < t < .



Problema de Valor Inicial

Um problema de valor inicial (PVI) é um sistema x’ = f(¢,x)
acompanhando de uma condig&o inicial

X1(t0) = X107

0

x(h) =x° — xello) =2,
Xn(t0> = Xlgv

T s
emque fh e x = [x%,x2,....x8]" s&o dados.



Existéncia e Unicidade da Solucao

O seguinte teorema garante a existéncia e unicidade da
solugédo de um problema de valor inicial envolvendo um
sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.

Teorema 3
Suponha que cada uma das fungoes fy, b, ..., f, e suas
derivadas parciais com respeito a xq, Xo, . . ., X, S0 continuas

numa regiao
R={(tx):a<t<fB,aq1 <X1 <B1,...,0n < Xn < Bn}.
Se (fy,x%) € R, entdo o problema de valor inicial
/ 0

x =f(t,x) e x(fh)=x",

admite uma unica solugéo parate | < (o, 3).



Sistema Linear

Um sistema x’ = f(¢, x) é dito linear se f é linear em x. Caso
contrario, o sistema é dito nao-linear.
|
Equivalentemente, um sistema x’ = f(t, x) é linear se pode ser
escrito como:

X' =P()x +9(t),

em que
pi1(t)  pi2(t) ... Ppia(t) g1(1)

p(1) — P21:(t) Pzz:(f) szj(f) e gf) = 92:(1‘) |
pm-(t) an.(t) - pnr;(t) gn.(t)

séo fungdes de t.



Existéncia e Unicidade da Solucao

O seguinte teorema garante a existéncia e unicidade da
solucao de um problema de valor inicial envolvendo um sistema
de equacgoes diferenciais ordinarias de primeira ordem linear.

Teorema 4

Suponha que pj(t) e gi(t), para qualqueri,j=1,...,n, sGo
continuas continuas para t € («, 3). Se ty € (o, 3), entdo o
problema de valor inicial

X =P()+g(t) e x(t)=x°,

admite uma unica solugdo para todo t € («, (3).



Sistema Linear Homogéneo

Um sistema linear x’ = P(#)x + g(t) é dito homogéneo se g(t)
€ o vetor nulo, ou seja, o0 sistema pode ser escrito como

Caso contrério, o sistema € dito ndo-homogéneo.

Teorema 5 (Principio da Superposicao)

SexM x@ . x¥) sgo solucbes de

entdo qualquer combinacéo linear
cixM + ox® 4+ gx®

€ também uma solugéo do sistema linear homogéneo.



Wronskiano

Dizemos que x(M,x® ... x(" s3o solucdes do sistema

linearmente independentes em («a, 3) se o determinante

1 2
x{&(z‘) xizi(t) x{”i(z‘)
n
WixD,x®  xm)(1) = |2 () X7 ... xz-(t)’
W 2 x(

chamado wronskiano, é ndo nulo para todo t € (a, ).

Pode-se mostrar que W[x("), ... x("] ou é identicamente nulo
ou nunca se anula para t € («, ).




Solucao Geral de um Sistema Linear Homogéneo

Qualquer solugao x de um sistema linear homogéneo

definida para t € (a, ), pode ser expressa de forma Unica
como uma combinagao linear

x = cx + x® + 4 ex(M, )

de n solucdes x(V ... x(" linearmente independentes em

(v, B).
1
A expressao (2) é chamada solucao geral dos sistema



Sistemas Lineares Homogéneos com Coeficientes
Constantes

Um sistema linear homogéneo x’ = P(t)x tem coeficientes
constantes se se P(t) é constante, ou seja,

P(t)=A,

em que A é uma matriz que nao depende de t.
|
Em outras palavras, um sistema linear homogéneo com
coeficientes constantes pode ser escrito como:

x' = AX.

|
Faremos uma breve revisdo de conceitos de auto-valor e
auto-vetor antes de prosseguir com o estudo desses sistemas.



Revisao de Auto-valores e Auto-vetores

Considere uma matriz A € R,
I

Dizemos que um vetor ndo-nulo & = [&1,...,&,]7 é um
auto-vetor de A associado ao auto-valor r se
A¢ =r€.

Observagéao 1:

Note que, se £ € um auto-vetor, entdo n = c£ é também um
auto-vetor para qualquer ¢ # 0.

Observacéao 2:

Em palavras, um auto-vetor define uma direcdo na qual a
matriz se comporta como um escalar!



Se £ é um auto-vetor associado a r, entao
(A - rl)& = 07

em que | denota a matriz identidade e 0 é o vetor nulo.

A equacgéo acima admite solugdo ndo-nula se e somente se

det(A — rl) = 0.

A equagéao
p(r) = det(A —rl),

define um polindbmio de grau n, chamado polinémio
caracteristico de A.

As raizes do polinbmio caracteristico sao auto-valores de A.



Conhecendo um auto-valor r, determinamos o auto-vetor
associado & resolvendo o sistema linear

(A—r¢ =0,

que admite infinitas solugdes.

Observacéo 1:

Podemos determinar pelo menos um auto-vetor associado a
cada raiz do polinbmio caracteristico.

Observacéo 2:

Se o polinémio caracteristico possui n raizes distintas
r,r,...,Mm, entdo podemos determinar n auto-vetores
€M @ ¢ Além disso, pode-se mostrar que os n
auto-vetores sdo linearmente independentes.



Exemplo 6

Determine os auto-valores e auto-vetores da matriz

i




Exemplo 6

Determine os auto-valores e auto-vetores da matriz
1 1
A=l 1)

Resposta: Os auto-valoressaory =3ern = —1.
Os auto-vetores associados sdo

1 1
e-ff + e [2)

Obs: Multiplos nao-nulos desses vetores também serao
auto-vetores de A.



Vamos agora retornar aos sistemas lineares homogéneo com
coeficientes constantes.

Exemplo 7

Determine a solucao geral do sistema linear homogéneo com
coeficientes constantes X’ = Ax em que

A:[l 1]



Vamos agora retornar aos sistemas lineares homogéneo com
coeficientes constantes.

Exemplo 7

Determine a solucao geral do sistema linear homogéneo com
coeficientes constantes X’ = Ax em que

11
A- [4 1] .
Resposta: Admitindo que uma solugao pode ser escrita como
X = é-ert?
concluimos que & e r devem satisfazer a equagéao
réet = Ate — A£ = rg,

ou seja, £ € um auto-vetor associado ao auto-valor r.



Sabemos que os auto-valoresde Asdaory =3ern=—-1¢eo0s
auto-vetores sao

1 1
e[l + e [2)

Portanto, temos as solugdes

que sao linearmente independentes.
Concluindo, a solugao geral do sistema X’ = Ax é

X = C [;] e+ o {_12} et



Exemplo 8

Encontre a solucéo geral do sistema

0O 1 1
X =11 0 1]|x
110




Exemplo 8

Encontre a solugéo geral do sistema

0o 1 1
xX =110 1|x
110

Resposta: Os auto-valores e auto-vetores sdo:

1y :2>$(1): 11, r2=f3=*1,£(2): 0 e 5(3): 1 )
1 -1 1

Portanto, a solucéo geral é:

1 1 0
x=c [1|e®+c| 0 |elt+c| 1 |e
1 1 1



Consideracdes Finais

De um modo geral, admitimos que um sistema linear
homogéneo com coeficientes constantes x’ = Ax admite uma
solucdo da forma

x = ¢e™.

Derivando e substituindo na equacéao, obtemos
reet = Ate" — A€ = r¢,

ou seja, £ é um auto-vetor associado ao auto-valor r.

|
Se a matriz A possui auto-vetores £V, ..., £ linearmente
independentes, entdo a solu¢do geral do sistema linear
homogéneo com coeficientes constantes x’ = Ax é

x = ci¢Went 4 cpe@elt 1 4 cpeMet,



