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Introducao

Na aula de hoje, veremos como a transformada de Laplace
pode ser usada para resolver um problema de valor inicial.

Especificamente, considere o PVI com coeficientes constantes

ay"(t) + by’ +cy(t) =f(t), y(0)=yo e y'(0)=n.

Da linearidade da transformada de Laplace, temos que
aZ{y" ()} + b2{y'(t)} + c2{y} = 2{f},

que envolve as transformadas de y” e y’.

Veremos a relagao de Z{y”"(t)} e Z{y'(t)} com a
transformada de y, isto &, Y(s) = Z{y"(t)}.



Transformada de y’
Pela definicao da transformada de Laplace, temos:

2Ly (1) = f Sy (hdt e 2yt )}:Jooe_“y(t)dt.

0

Integrando por partes, concluimos que
2y} = ye sy +5 [ yive ot = —y(0) + s2{y(0).

Aqui, admitimos que .Z{y(t)} existe e limp_,., y(t)e~? = 0.

Observacao

|

Se a funcéo y for de ordem exponencial, ou seja, se existem
constantes M, c e T tais que

ly(t)] < Me®, vt=>T,

entdo garantimos limy,_,.. y(t)e~s? = 0.



Transformada de y” e y'n)
Pelo resultado anterior, concluimos que
2{y" ()} = —y'(0) + s2{y'(1)}

= —y'(0) + s(-y(0) + sZ{y(1)})
= s22{y(t)} — y(0)s — y'(0).

De um modo geral, temos

=
=

Transformada de y
Se Y(s) = Z{y(t)}, entdo

.i”{y(”)(t)} = s"Y(s)
— 8" y(0) = 8" 2y'(0) — ... — sy (0) — y"(0).



Exemplo 1

Use a transformada de Laplace para determinar a solugao de

y'"—y' —6y=0, y(0)=2 e y'(0)=-1.




Exemplo 1

Use a transformada de Laplace para determinar a solu¢ao de

y'"—y' —6y=0, y(0)=2 e y'(0)=-1.

Resposta: Usando a transformada de Laplace, obtemos

25— 3

Y(s):32—3—6

)

cuja inversa e solucédo do PVI é

_ S, 7 o
y(t)f5e +5e .



FracOes Parciais
No processo de inversdo da transformada de Laplace € comum
nos depararmos com uma fungéo da forma

P(s)

(5= oray

em que P e Q séo polinbmios de grau m e n, respectivamente,
com m < n.

Nesses casos, usamos fragdes parciais para decompor Y(s)
numa soma de fragées. Em termos gerais, seguimos as regras:

» O termo (s — a)* no denominador admite a forma

AL A A
s—a (s—a? = (s—ak

» O termo irredutivel [(s — a)? + b?]* admite a forma:

Ais + By Axs+ Bo AxS + By
(s—a2+b? [(s—az2+b?]2 = [(s—a)@+ bk




Exemplo 2

Use a transformada de Laplace para determinar a solugao de

y" +4y =sen(3t), y(0)=y'(0)=0.



Exemplo 2

Use a transformada de Laplace para determinar a solugao de

y" +4y =sen(3t), y(0)=y'(0)=0.

Resposta: Usando a transformada de Laplace, obtemos

3
Y = @iy

cuja inversa e solugao do PVI é

y(t) = % sen(2t) — %sen(St).



Translacao em s

Em alguns casos, 0 seguinte resultado também pode ser util:
Translacdo em s

Se Y(s) = Z{y(t)} existe for s > ¢, entdo .Z{e?f(t)} existe
para s > a + c e satisfaz

ZL{e®y(t)} = Y(s—a).
Equivalentemente, temos

£ {Y(s - a)} = Ty

Em palavras, uma translagdo em s — s — a corresponde a
multiplicar y por e.



Exemplo 3

Determine as seguintes transformadas de Laplace:

ZL{ecos(wt)} e ZL{eMsen(wt)}.



Exemplo 3

Determine as seguintes transformadas de Laplace:

ZL{e®cos(wt)} e ZL{esen(wt)}.

Resposta:
s—a
g{eat Cos(wt)} = m,
© w
g{eatsen(wt>} = m,

ambas vélidas para s > a.



Exemplo 4

Use a transformada de Laplace para determinar a solu¢ao de
um sistema massa-mola descrito pelo PVI

%x”+3x’+17x=0, x(0)=3 e x'(0)=1.



Exemplo 4
Use a transformada de Laplace para determinar a solu¢ao de
um sistema massa-mola descrito pelo PVI

%x”+3x’+17x=0, x(0)=3 e x/(0)=1.

Resposta: Usando a transformada de Laplace, obtemos

35419
52+ 6s5+34’

X(s)
cuja inversa e solugao do PVI é

x(t) = €3 (3cos(5t) + 2sin(5t)).



Exemplo 5

Use a transformada de Laplace para determinar a solu¢ao de
um sistema massa-mola descrito pelo PVI

x" + wix = Fysen(wt), x(0) = x'(0) =0,

com wp # w.



Exemplo 5

Use a transformada de Laplace para determinar a solu¢ao de
um sistema massa-mola descrito pelo PVI

x" + wix = Fysen(wt), x(0) = x'(0) =0,
com wp # w.

Resposta: Usando a transformada de Laplace, obtemos

Fow
(82 + w?) (8% + wd)’

X(s) =

cuja inversa e solugcédo do PVI é

Fow 1 1 i
X(f) = —— 2 <wo sen(wof) — — SIn(wt)) .



