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Na aula anterior, vimos que o arredondamento em ponto
flutuante e as operagdes em ponto flutuante satisfazem as
equacdes

f1(x)=x(1+¢e1) e x®y=(x*y)(1+e2),

com |e1|, |ea] < €mach, €M QUE £mach denota o épsilon da
maquina.
|
Na aula de hoje, veremos brevemente como o arredondamento
em ponto flutuante e suas operagdes aritméticas influenciam
na credibilidade do resultado produzido por um método
numeérico.
|
Veremos também a nogdo de estabilidade de um método
numerico.



Erro da Adicao e Subtracio

Considere dois numeros reais x e y dentro dos limites de
representacao do sistema.
|
Na soma desses numeros em ponto flutuante, tem-se:

F1(X)@EL(y) = [£1(x) + £L(W)](T +&1)

= [x(1 +e2) +y(1 +e3)](1 +&1)

=X+ X(eq +e2+¢e1e2) + ¥+ y(e1 + €3+ €1e3)
com |e1], |e2], [e3] < emach-
I ———
O erro absoluto (EA) da adicao é:

EA=|£1(X) @ £1(y) — (x + ¥)| < (IX] + |y|) (2emach + Efmach)-



O erro relativo (ER) da adigéo é:

er_ [FLO@EL(Y) — (x+y)| _ (X +1y)
X+ Y| X+ y|

(2emach + 6rznach) .

[
Note que o erro relativo pode ser grande se |x + y| for
pequeno, ou seja, se X ~ —V.
|
Nesse caso, tem-se o chamado cancelamento subtrativo.



Exemplo 1

Considere o sistema F(10,10,10,10). Vamos calcular
X = /9876 — 1/9875.

|
Sabemos que v/9876 = 0.9937806599 x 10% e
v/9875 = 0.9937303457 x 102. Logo, a aproximacéo de x é

X = 0.5031420000 x 1072,

Os quatro digitos finais ndo possuem nenhum significado.
O valor correto, escrito com 10 digitos significativos, é

x = 0.5031418679 x 1072.



|

Exemplo

Considere o sistema F(10,10,10,10). Vamos calcular
= /9876 — v9875.

[
Pode-se o cancelamento subtrativo considerando a identidade:

VX —
=
Com efeito, nesse caso encontramos:
1
X = = 0.5031418679 x 1072,
2/9876 + /9875

que € a representacao do resultado correto no sistema.



Exemplo 2

Vamos resolver a equagéo
x? —1634x +2 =0,

no sistema F(10,10,10,10).
. _______________________________________________________________________|
Teoricamente, as solugdes dessa equagao sao

1634 + 1/(1634)2 — 4(2) 1634 — /(1634)2 — 4(2)
X1 = > e Xo = > 5

Ao efetuar as contas no sistema de ponto flutuante,
encontramos:

Xy = 0.1633998776 x 10° e X, = 0.1224000000 x 1072,

Os seis zeros na mantissa de x» sao resultado do
cancelamento; ndo possuem significado algum!



Exemplo 2

Vamos resolver a equagéo
x? —1634x +2 =0,

no sistema F(10,10,10,10).
. _______________________________________________________________________|
Podemos obter um resultado melhor para x» lembrando que

XiXo = 2.

Logo,

Xo = XE — 0.1223991125 x 1072,
1

Nesse caso, todos os digitos estao corretos!



Além do cancelamento, podemos observar a propagagao do
erro.

I ———
Em termos gerais, a propagacao de erro esta relacionada a
perda de digitos significativos de uma sequencia de operacoes
aritméticas.



Exemplo 3

Determine
S=0.333+0.333+...+0.333,

10 vezes

no sistema F(10,3,5,5).
|
No sistema de ponto flutuante, calculamos

S =(((0.333 x 10°@®0.333 x 10°) @®...®0.333 x 10°) ©0.333 x 10°
= 0.331 x 10",

Obteriamos um resultado melhor se calcularmos

S$=10®0.333 x 10° = 0.333 x 10".



Exemplo 4

Use a série de Taylor para calcular t = e~°2° no sistema
F(10,5,10,10).

Sabemos que
L xk  Kmax ik
RPN Iy
Para kmax = 1, encontramos
t; = 0.10000 x 10" ® —0.52500 x 10" = —0.42500 x 10".
Para kmax = 2, encontramos

t =t ©0.13781 x 10% = 0.95600 x 10".



Exemplo 4

Use a série de Taylor para calcular t = e~°2° no sistema
F(10,5,10,10).
I ——
Prosseguindo dessa forma, obtemos:

t=0.65974 x 1072.
O resultado correto é:
t = 0.52475 x 1072.

Observe que ha erro no primeiro digito!



Exemplo 4

Use a série de Taylor para calcular t = €225 no sistema
F(10,5,10,10).
|
Uma forma mais eficiente de determinar o valor de t consiste
em usar a série de Taylor truncada para determinar

£1 (e5~25) — 0.19057 x 10°.

Assim, outra aproximacao para t é

t=(0.10000 x 10") @ (0.19057 x 10%) = 0.52475 x 10~2.



Exemplo 5
Avalie o polinémio
P(x) = x® —6x% + 4x — 0.1,

no ponto 5.24 usando o sistema F(10,3,5,5) e compare o
resultado com o valor exato P(5.24) = —0.00776.

. _______________________________________________________________________|
Primeiramente, determinamos

X2 =x@x=0275x10> e x3=x®>®@x =0.144 x 10°%.
Os termos do polinbmio serao
£1 (x3) —0.144 x 103, £1(0.1) = 0.100 x 10°,
£1 (6x2> — 0.600 x 10" ® 0.275 x 10% = 0.165 x 102,

£1 (4x2) — 0.400 x 10' ®0.524 x 10" = 0.210 x 102



Exemplo 5

Avalie o polinémio
P(x) = x® —6x% + 4x — 0.1,

no ponto 5.24 usando o sistema F(10,3,5,5) e compare o
resultado com o valor exato P(5.24) = —0.00776.

. _______________________________________________________________________|
Dessa forma, teremos:

P(5.24) = ((0.144 x 10°©0.165 x 10%) ®0.210 x 10?) ©0.100 x 10°
— —0.100 x 10°

O erro relativo (ER) é
|P(5.24) — P(5.24)|

= |P(5.24)]

=11.89.




Exemplo 5
Avalie o polinémio
P(x) = x® —6x% + 4x — 0.1,
no ponto 5.24 usando o sistema F(10,3,5,5) e compare o
resultado com o valor exato P(5.24) = —0.00776.

|
Alternativamente, podemos escrever:

P(x) = x(x(x —6) +4) —0.1.
Usando essa expressao, encontramos:

£f1(x —6) = 0.524 x 10' ©0.600 x 10" = —0.398 x 10",
£1 (x(x —6) +4) = (0.524 x 10" ® —0.398 x 10") © 0.400 x 10’
—0.200 x 10"



Exemplo 5

Avalie o polinémio
P(x) = x® —6x% +4x — 0.1,

no ponto 5.24 usando o sistema F(10,3,5,5) e compare o
resultado com o valor exato P(5.24) = —0.00776.
|
Finalmente,

P(5.24) = (0.524x10'"®0.2x 107 1)©0.100 x 10° = 0.5x 102
Embora o sinal esteja errado, o erro relativo (ER) é

|P(5.24) — P(5.24)]
|P(5.24)|

ER = = 1.64.



Algoritmo Preciso

De um modo geral, desejamos resolver um problema P usando
um algoritmo A.

O algoritmo A pode ser visto como uma sequéncia de
operacoes que transforma uma entrada x em uma saida y.

Um bom algoritmo deve produzir um erro relativo pequeno, ou
seja,

deve ser da ordem de € ach-

Nesse caso, dizemos que o algoritmo é preciso (em inglés
accurate).



Estabilidade

A nocao de algoritmo preciso, porém, pode ser um pouco
ambiciosa em muitos contextos pois inevitavelmente
cometeremos erros de arredondamento em ponto flutuante.
|
No lugar da precisao, requeremos que o algoritmo seja estavel.

Algoritmo Regressivamente Estavel

Um algoritmo A usado para resolver um problema P é dito
regressivamente estavel (em inglés backward stable) se

para algum X com

da ordem de nach-



Exemplo 6

Suponha que a soma x + y é efetuada um sistema de ponto
flutuante com épsilon da maquina emacn. Mostre que
£1 (x) @ £1 (y) produzida é regressivamente estavel.



Exemplo 6

Suponha que a soma x + y é efetuada um sistema de ponto
flutuante com épsilon da maquina epycn. Mostre que
1(x) @ £1 (y) produzida € regressivamente estavel.

Resposta: Demos mostrar que £1 (x)® £1 (y) = X + ¥, em
que o erro relativo de X e y é da ordem de &p,ch. Sabemos que

1(X)@FL(y) = [x(1 +e2) +y(1 +e3)](1 +€1)
X(1+e1)(1+e2) +y(1 +e)(1 +€3)
X

(1+ €1 +ex+ere2) +y(1+ €1 + €3+ €qe3)

Escrevendo e4 = €1 + €5 € €5 = ¢4 + €3 € desprezando o termos
€1€2 € €1€3, qUe devem ser muito menores que ¢4, e, €3, tem-se:

1(X)@EL(y)=x(1+ea) +y(1 +es5), |eal,les| < 2emach-
- H_/

=X :)7

Logo, o erro relativo de X e y € menor ou igual a 2¢mach-



