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Introducao
Na aula anterior, vimos o problema do ajuste de curvas pelo
método dos quadrados minimos para o caso discreto.
|
Especificamente, vimos como encontrar uma fungéo

@(X) = a1g1(x) + azg2(x) + ... + angn(X),

que melhor se ajusta a uma tabela

X|x X ... Xm
Yy Yo o Ym
com Xy, X2, . .., Xm €m um intervalo [a, b], em que g4, ..., gn S0

funcdes escolhidas a priori.
|
Resumidamente, os coeficientes o7, ..., aj, sdo obtidos
resolvendo um sistema linear

Aa =Db,

conhecido como sistema das equacoes hormais.



Ajuste de Curvas — Caso Continuo

Na aula de hoje, apresentaremos o problema de ajuste de
curvas pelo método dos quadrados minimos, mas para o caso
continuo.

Problema de Ajuste de Curvas — Caso Continuo

Considere uma fungéo f continua em um intervalo [a, b].
Escolhidas fungdes g1, g0, . . ., 9n, chamadas fungoes base,
desejamos encontrar coeficientes a4, . .., a, de modo que a
funcao

@(X) = a191(x) + azga(x) + ... + angn(X),

que melhor aproxime f em [a, b].



Exemplo 1

Encontre a reta que melhor aproxima f(x) = 4x3 em [0, 1].




Exemplo 1

Encontre a reta que melhor aproxima f(x) = 4x% em [0, 1].

Resposta: A reta que melhor se aproxima é formulada como
o problema de quadrados minimos ¢ ~ f em que

O(X) = a1 X + a2 = a1 g4(X) + azg(X),

em que g¢(x) = x e go(x) = 1 para todo x € [0, 1].



Formulacao Matematica

No problema de quadrados minimos — caso continuo, a
notagéo ¢ ~ f em [a, b] significa que a area sob a curva do
quadrado dos desvios é minima, ou seja,

b
J(at,...,an) = /a (o(x) — f(x))?dXx,

€ minimo.
|
Tal como no caso discreto, devemos encontrar os pontos
criticos de J, ou seja,

oJ

= Vi=1,...,n.
3&1 07 .l ) 7n



Pela regra da cadeia, a derivada parcial é

804, = 2/ a1g1(x .+ angn(x) — f(x)> gj(x)adx.

[
Dessa forma, devemos ter

b
/a <a1g1 (X) + ...+ angn(x) — f(X))gj(x)dx =0,

ou ainda,

/ a11(X)gi(x)ax+. . .+ /a angn(X)gj(x)dx = /a F(x)gj(x)ax,

paratodoj=1,...,n



Equacdes Normais

Alternativamente, podemos escrever

b b b
/ 191 (X)gr (X)ax + ... + / angn(X)g1 (X)dx = / F(x)g1 (x)ax,

b b b
[ arg0ge0dx+ .+ [ angx)ga()ax = / F(x)g2(x)dx,

b b ’ b
/ 191 (X)gn(x)ax + ... + / angn(X)an(x)dx = / F(X)gn(x)0x,

que é um sistema linear com n equacdes e incognitas

041 gy Oén.
|
O sistema linear acima é chamado sistema das equacoes
normais.



Em termos matriciais, o sistema das as equag¢des normais
pode ser escrito como
Aa =b,

emaque A = (gj) e R™", a = (o) e R"e b = (b;) € R”, com

b
aj=(9i,9) = /a 9i(x)g;(x)ax,

bi = (f,g;) = /f )gi(x

paratodoi,j=1,...,n.



Exemplo 2

Encontre a reta que melhor aproxima f(x) = 4x3 em [0, 1].




Exemplo 2

Encontre a reta que melhor aproxima f(x) = 4x® em [0, 1].

Resposta: A reta que melhor se aproxima € formulada como
o problema de quadrados minimos ¢ ~ f em que

QD(X) =X+ a2 = o104 (X) + agg(X),

em que g¢(x) = x e go(x) = 1 para todo x € [0, 1].
Portanto,

b

1
aii —<Q1>Q1>—/ xPdx = §X3

Ja

b
1
a2 = (g1,92) / xax = §X

Ja

2

b
322<gg,gg>/ 1dx = X’(1):1.

a



Exemplo 2

Encontre a reta que melhor aproxima f(x) = 4x3 em [0, 1].

Além disso,

b 4
by = (f,g1) :/ 4x*dx = —x°
2 5

b 4
by = (f,90) :/ 4x3dx = Zx4

a

Dessa forma, temos o sistema linear

cuja solucao é



Exemplo 2

Encontre a reta que melhor aproxima f(x) = 4x® em [0, 1].

Logo, a reta que melhor se aproxima de f(x) = 4x3 em [0,1] é

() =0x—2
=545

| s




Funcdes Ortogonais
O sistema das equagdes normais

Aa =b,

pode ser facilmente resolvido se as fung¢des base gy, ...,9n
forem ortogonais, ou seja,

(9,9)) =0 <= i#].

Exemplo 3

Os polinémios de Legendre, definidos por
Po) =1, Pi()=x Po(x)= 5(3x° 1),

e, de um modo geral,

2k 4-1 k
Pk+1 (X) = XPk(X)— — Pk_1(X), Vk = 1,2, 500
k+1 k+ 1

sdo ortogonais em [—1, 1].



Consideracdes Finais

O método dos quadrados minimos, caso continuo, € usado
para encontrar uma fungéao

@(X) = a1g1(x) + azga(x) + ... + angn(X),

que melhor se aproxima de uma certa fungdo f em um

intervalo [a, b].
|
Tal como no caso discreto, os coeficientes af, ..., aj, sdo

obtidos resolvendo um sistema linear
Aa =b,

conhecido como sistema das equacoes normais.



