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O Método dos Quadrados Minimos

O Método dos Quadrados Minimos é um método de otimizagdo
que serve para encontrar um vetor x* € R” que minimiza

|Ax — b, sendo Ae R™" e b e R".
Sob certas condigdes, existe um Unico x* € R” tal que
|AX* — bl = min |AX — b].
XeR"
Note que
|AX* —b|2 = min |[AX — b|2 < ||[AX* —b|3 = min |Ax — b|3.
XxeRn xeR"

Este método pode ser usado para ajustar uma curva de uma
certa forma a dados.
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Ajuste de Curvas — Caso Discreto

Suponha que temos uma tabela
X|x1 X ... Xm
Yy y2 o Ym

com Xy, X2, ..., Xm €m um intervalo [a, b]. Escolhidas fungdes
91,92, - .., 09n, geralmente continuas, nosso objetivo sera
encontrar coeficientes aq, aw, . . ., an de modo que a fungéo

g(x) = a191(X) + a2g2(X) + ... + angn(X),

satisfaca
9(Xk) ~ Yk, Vk=1,...,m.

As funcoes g1, 9o, - - -, gn podem ser escolhidas observando o
gréfico dos pontos tabelados ou baseando-se em conceitos
tedricos do experimento que forneceu a tabela.
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O modelo matematico

9(x) = a191(Xx) + a2g@e(X) + ... + angn(X),

€ chamado linear porque os coeficientes a4, . .., a, aparecem
linearmente. As funcdes gy, ..., gn, POrém, nao precisam ser
funcoes lineares; elas podem ser polinbmios, fungdes
trigonométricas, exponenciais, logaritmos, etc.

Podemos pensar que
ysz(Xk), VK:1,...,m,

para alguma funcéo desconhecida f. Nesse caso, a fungcao g
fornece uma aproximagao para f com base nos pontos
amostrados (X1, 1), (X2, ¥2), - - - » (Xm, Ym)-
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Exemplo 1

Considere a tabela

x | -1.00 -0.75 -0.60 -0.50 -0.30 0.00 0.20 0.40 0.50 0.70 1.00
y | 205 1.15 0.45 0.40 0.50 0.00 0.20 0.60 0.51 1.20 2.05

Podemos colocar os pontos tabelados (X1, y1), ..., (X11, ¥11)
em um grafico cartesiano chamado diagrama de dispersao.

O diagrama de disperséo sugere que 0s pares (X, V)
pertencem a uma parabola. Portanto, escolhermos

g(x)=x% gp(x)=x e g(x)=1.
Dessa forma,

9(x) = a191(X) + a2g2(x) + azgs(X)

= a1X2 + aoX + a3,

descreve uma parabola.
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Diagrama de Dispersao

=f (x)
o
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Formulacdo Matematica

Escolhidas as fungdes g4, . . ., gn, NO problema de quadrados
minimos, queremos determinar oy, .. ., an, tais que
gx)~f(x) = g(x)—f(x)~0 parax=Xxq,...,Xn.
Equivalentemente, obtemos
9(x1) f(x1)
gie) | | f0e)
9(Xm) f(Xm)

Queremos que a soma dos quadrados dos desvios g(xx) — Yk
seja minima, ou seja, queremos minimizar
- m 2
Elar,. an) = 13- T2 = 3 (900 — i)
k=1
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Chegando a uma Forma Matricial

_S,,-\.. SUQ = “'3‘0‘) + .4 d”‘.S"M

HE
SO‘M\ ! %C"m)
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Resumo da Forma Matricial

wewemed MinimiTQy

c o!,,,\’o\.-.(,mka”.h& Ax e ‘0

okd& 12
'k&"le“

i)
P‘r‘*’b
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Justificativa
No curso de Célculo Il, vimos que o minimo de E(ayq, ..., ap)
deve satisfazer
oE .
— = =1,....n
aaj 07 vj ) ) n

Pela regra da cadeia, a derivada parcial é

E <
2 =2 > (a1g1 (Xk) + - .. + angn(Xk) — YK> 9j(Xk)-
A

Dessa forma, devemos ter

m

> (191000 + - + angn(Xe) = ¥ ) g(x6) =0, Vj=1,....n.
k=1



MS211 - Célculo Numérico

Equacdes Normais

Alternativamente, podemos escrever

NgE]

(Z 91(Xk) g1 (Xk)> a+ ...+ < 9n(Xk) g (Xk)) an = Y ykG1(Xk),

k=1
<Z (] (Xk)gz(Xk)> ag+ ...+ <
k=1

ES
I

NgE]

Qn(Xk)gz(Xk)) an = Y YkG2(Xk),
K

Qn(Xk)Qn(Xk)> an = ) Ykgn(X),
k=1

s

<Z 9 (Xk)gn(xk)> a4+ ..+ (

k=1

que é um sistema linear com n equacdes e incognitas
O[‘| gee ey O{n.
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Em termos matriciais, essas equagdes podem ser escritas
como
Ba = b,

emque B = (bj) e R™", a = (aj) e R" e b = (b;) € R", com

m m
bj= ), gix)g(xk) e b= yk@(x), Vi.j=1,....n.
k=1 k=1

O sistema linear acima é chamado equac¢ao normal.
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Note que B e b do slide anterior sdo dados por:

m B=ATA,
mb=ATy,
sendo
g1(x1) g2(x1) - - gn(x1) "
X X5) ... Qn(X
A 91(.2)92(. 2). gn.( 2) cR™N o y— y_2

91 (Xm) G2(Xim) - .- GnlXm) Yim
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Pode-se mostrar que o sistema linear

Ba = b,
possui uma unica solugdo a* = [af,...,a%]" se os vetores
d1,...,0n forem linearmente independentes, ou -

equivalentemente - se posto(B) = n.

Sobretudo, os coeficientes af, ..., o}, obtidos fornecem o valor
minimo de

E(ar,...,an) = i (g(xk) —yk>2.

k=1
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Exemplo 2

Considere a tabela

X | -1.00 -0.75 -0.60 -0.50 -0.30 0.00 0.20 0.40 0.50 0.70 1.00
y | 205 1.15 0.45 0.40 0.50 0.00 0.20 0.60 0.51 1.20 2.05

e as funcodes

g1(x)=x%, g@(x)=x e gs(x)=1.

Nesse caso, temos os vetores

g1 1.00 0.56 0.36 0.25 0.09 0.00 0.04 0.16 0.25 0.49 1.00
do -1.00 -0.75 -0.60 -0.50 -0.30 0.00 0.20 0.40 0.50 0.70 1.00
d3 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00




MS211 - Célculo Numérico

Além disso, temos

1.00 056 036 ... 1.00
AT =|-100 -0.75 —-060 ... 1.00
1.00 1.00 100 ... 1.00

Dessa forma, temos as equagdes normais

285 —-025 420 o 5.87
—025 420 -035| (| =|-011{,
420 -035 11.00 | [a3 9.11

v

ATA «a ATy

cuja solucao é

a* =[1.94 0.10 0.09] .
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Concluindo, a parabola que melhor se ajusta aos dados &

9(x) = 1.94x% + 0.10x + 0.09.

O minimo da soma dos quadrados dos desvios, também
chamado residuo, é

2
E(at, a3, al) Z ((1:94x¢ +0.10x¢ +0.09) - i)~ = 0.24.

O grafico a seguir ilustra os dados tabelados e a parabola
obtida:
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Ajuste de curva

=f (x)
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O Caso Néo Linear: Um Exemplo de Linearizacéao

Em alguns casos, o método dos quadrados minimos linear
pode ser usado para ajustar uma fungéo g nao linear nos
coeficientes. Suponha que queremos ajustar uma fungéao
exponencial
g(x) = pre’x.

Nesse caso, podemos linearizar o problema usando uma
transformagao conveniente:

y~B1e®  —  z=In(y)~In(B)+ BaX.
Dessa forma, temos um problema linear

Z~ o+ X,

emqque a1 = In(ﬁ1) e ap = fo.



MS211 - Célculo Numérico

Exemplo 3

Considere a tabela

X | -1.00 -0.70 -0.40 -0.10 0.20 0.50 0.80 1.00
y | 36.54 17.26 8.15 3.85 1.82 0.86 0.40 0.24

cujo diagrama de dispersao é
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Linearizando do Problema

O diagrama de dispersao sugere um ajuste
y ~ pre%*.
Fazendo a linearizagdo z = In(y), obtemos
Z =~ o1+ aoX,

em que 1 = e* e By = .

Portanto, podemos considerar a tabela seguinte referente o
problema linearizado:

x | -1.00 -0.70 -0.40 -0.10 0.20 0.50 0.80 1.00
z | 360 2.85 2.10 1.35 0.60 -0.15 -0.92 -1.43
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Diagrama de Dispersao do Problema Linearizado
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Teste de Alinhamento
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Resolugao do Problema Linearizado

Considerando a seguinte matriz A e o seguinte vetor z:

1 —1.00 3.6
1 -0.70 2.85

A = . . 9 zZ= /n(y) = . )
1 1.00 —1.43

as equagdes normais do problema linearizado podem ser
expressados como segue:

8.00 030 |a4| | 8.00

0.30 3.59| |a2| |-—8.68)

| N [
B=ATA « b=ATz

cuja solugao é
a* = [1.09 —251]".
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Concluindo, o problema linearizado fornece
z~1.09—-251x.

3

2
Elinearizado (1> @2) Z ( (1 09_2-51Xk)_zk) =3.2x107%

Retornando ao problema original, temos

By =€ =299 e (5 =ap=-251.

= y=a299e 21X

O residuo do problema original, quer dizer, a soma dos
quadrados dos desvios do problema original, é
m

E@B7.8) =) (2.996’2'51“ — yk>2 — 0.038.
k=1
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Visualizagéo do Ajuste de Curva Obtido
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Observacao

e
E importante observar que os parametros 8; e 83 ndo
minimizam necessariamente

E(B1,82) = Z ( Brek — )2,

3

pois eles foram obtidos através do problema linearizado, nao
do problema original!
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Outros Exemplos de Linearizacéo
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Consideracdes Finais

O método dos quadrados minimos linear é usado para
encontrar

9(x) = a191(X) + aggo(X) + ... + angn(X),
que melhor se ajusta a uma tabela

X|x1 X ... Xm
Yy Yo o Ym
com Xy, X2, ..., Xm €m um intervalo [a, b].

Os coeficientes of, ..., a}, sdo obtidos resolvendo o sistema
T T
(A"A)a = Ay,
conhecido como equag¢ao normal.

[ Muito grato pela atencgéo! ]



