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Equacdes Diferencias Ordinarias (EDO)

m Uma equacao diferencial € uma equagao que envolve
derivadas de fungdes.
m Uma equacao diferencial ordinaria possui apenas uma
variavel independente. Considere por exemplo
y' =y,
y' = cos(x);
y =24 x#0;
m A ordem de uma EDO é a ordem mais alta da derivacao
nela.

m Uma solucao de uma equacao diferencial € uma fungao
que satisfaz a equacao.

m Uma equacdo diferencial possui uma familia de solugdes.
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Solucodes Gerais e Particulares de EDOs

m A solugéo geral de uma EDO ¢é a forma do conjunto de
todas as solugdes.

m Uma solugdo particular € uma destas solugoes.

Exemplos

Asolucdogeraldey’=yéy=c-e*ey=e*éumadas
solugbes particulares.
A solugédo geral de y’ = cos(x) é y =sin(x) +ce
y = sin(x) € uma das solugées particulares.
~ _ 7 _ 2
A soluggo geral de y’ _~2% para x #0€éy=c-x°¢
y = x? é uma das solugbes particulares.
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Campo de Direcoes

Uma equagao y’ = f(x, y) determina um campo de diregdes.
Considere por exemplo y’ = y. Toda solugéo particular passa
pelo campo de diregées. Sob algumas condi¢des, uma solugao
particular é determinada por um valor em um ponto.
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Figura: Campo de diregdes de y’ = y (veja Desmos.com). Note que
a solugéao particular y = e* satisfaz y(0) = 1
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Problemas de Valor Inicial

Em seguida, estudaremos métodos numéricos para problemas
de valor inicial (PVI) formulados da seguinte forma:
{g‘x ] = f(x.y),
y(Xo0) = Yo,
em que f € uma funcao das variaveis x (variavel independente)
e y (variavel dependente).

A equacéao
y(X0) = Yo,
com xg e yo dados, é chamada condicao inicial.

A solugéao de um PVI, quando existe, € uma fungéo y que
depende de x e satisfaz a condi¢do inicial. Assumiremos que o
PVI possui uma Unica solucio!
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Métodos Numéricos para a Resolucéo de PVls
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Métodos Numéricos para a Resolucéo de PVls
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ldeia dos Métodos Numéricos para PVI

Os métodos numéricos para a resolugao de um PVI fornecem
uma estimativa para y(x) em pontos x1, X, .. ., Xp.

Por simplicidade, assumiremos que os pontos s&do igualmente
espagados, ou seja,

Xk+1:Xk—|—h, vk=0,1,....,n—1.
em que h é chamado tamanho do passo.

Denotaremos por y a estimativa de y(xk), ou seja,
Y= y(xx), Vk=1,...,n.

Temos um método de passo simples ou passo um se yy é
determinado usando apenas y,_1. Caso contrario, temos um
método de passo multinlo.
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Exemplo 1

A populacado p de algumas lagartas podem ser descritas pelo

PVI
{‘é’? = (1-7) - %,
p(0) = po,
em que py € a populagéo inicial (no instante t = 0), r esta
relacionado a taxa de reproducéao da Iagarta e k a quantidade
de folhas disponiveis na planta. O termo 1+ —— descreve a

predacao da lagarta (por passaros, por exemplo)
Considerando r =2, k = 1 e py = 0.1, qual seré a populagao
de lagartas no instante t = 107?

Podemos determinar p(10) usando um método numérico!
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Ideia do Método de Euler

Considere um PVI

{gx vl = f(x,y),
y(X0) = Yo-

Como conhecemos a derivada y’(xg) = f(Xo, o), podemos
aproximar y pela reta ry que passa por (xo, o) com coeficiente
angular y’(xp), ou seja, aproximamos y por

ro(X) = Yo + f(X0, Yo)(X — Xo)-
Com essa aproximagao, encontramos
y1 = ro(x1) = Yo + (X0, Yo)(¥1 — Xo) = Yo + f(x0, Yo)h,

em que x; = xg + h.
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Observacoes referentes o Método de Euler
0 Mtodo oo Euler

yox) =2

Sbewos que perte dexodenos
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Observacoes referentes o Método de Euler
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Interpretacdo Gréafica do Método de Euler
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O Método de Euler em Forma Tabelar
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Nesta tabela ndo é necessario colocar os indices k. A

k + 1-ésima linha contem X, yk, ¥ = 2% eAyk=y-h
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Erros Globais e Locais

Definicao
O erro global no passo k, sendo k € {0,1,...,n}, de um
método numerico para a resolucado de um PVI, é dado por

y(Xk) = Y-
O erro local no passo k, sendo k € {1,...,n}, é dado por
e(Xk—1) := Uk—1(Xk) — Y«,

sendo uk_1 a solugéo particular que passa por (Xx_1, Yk—1)-
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Exemplos de Erros Globais e Locais

|
Considere o slide da interpretagéo grafica do método de Euler.
m Asolugdodo PVIéy = x2porque y' =2x =2. % =2.4
(para x #0) e y(1) =12 =1.
B y(x0)—Yo=0ey(x;)—y1 =y(2) —3=22-3 =1 (erro
global no passo 1).

m Note que up = y. Portanto, up(x1) — y1 = y(xq) —y3 =1
(erro local = erro global no passo 1).
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Exemplos de Erros Globais e Locais

|
Considere o slide da interpretacao gréafica do método de Euler.

m Note que y(x2) — y» = 3°2 — 6 = 3 (erro global no passo 2).
B U= u; € asolugao do PVI

U=2-Y (x#0)
u(2) =3.

~—

m Sabemos que u = cx? para algum ¢ € R. Além disso,
3 = u(2) = c- 22 = 4c. Portanto, ¢ = S e dai u = 2x2.

mui(X)-yo=ux) -y =u8)—-6=332-6=23.
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O Método de Taylor de Ordem p
Médodo do gﬁ:«.&ﬁza@"

O mil—gﬂo__ Cu&w C:wm cane uf‘-“;‘l
dlos méks de Sewe de Tm.,Qorq ue Sao
bareades ne dar guvolui menfe ole sare
deTayQe.

Sur ov quc "‘lm; Xe ,%y,... , %
Jereurolumentd o YerVu . Y
5&0“- 0'4, Ta-’ lov Qe devue 0“- kX

OGe) + 306N O =X, ) +
YO = Y O ‘I(*_:K\ “
-\\, (xk\ 2z *...t
?
(x (e
< \’ k) (x-x \ *\I“)(X'Xk

(p+n!
Oudle ? O:G,u-""vc. Xy &%



MS211 - Célculo Numérico

O Método de Taylor de Ordem p

De um modo geral, se y for suficientemente suave, a série de
Taylor de y centrada em x, é

R hP

Y1) =y () + ¥ () + Y (Xk) 5 + -+ y“’)(xk)a
Lo P |

.y (5)(p+1)| paraagung(Xk,Xk+1).

Assim, num método de Série de Taylor de ordem p, definimos
_ 'h 1 1 2 l (P)hp
Yk+1 = Yk + Yk +2}’k +"'+p!yk ;

em que y,ﬁ’) representa uma aproximagao para a i-ésima
derivadade y em xx € h = Xy 1 — Xk
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O Método de Taylor de Ordem p
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O Método de Taylor de Ordem p

h? hP
Y1) = y ) + Y (x)h+y" () 5+ + y(p)(Xk)E
+yPrI(E) i para algum & € (X, , Xk+1)-
(p+1)!
No método de Taylor de Ordem p usamos

-~ 'h //72 (p)ip
Y(Xk41) = Vi + Yk tYh T ol

sendo ylgi) ~ y(xx) parai=0,1,...p.

Além dos erros devidos a essas aproximacgdes, tem o
hp+1

“erro local de truncamento" e(xx) = y(p+1)(f)(P+1)!'
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O Método de Taylor de Ordem p
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Ordem de um Método Numérico para PVI

Definicéo

Um método numérico para PVI é dito de ordem p se existe
uma constante C tal que os erros locais satisfazem

le(xk)| < ChP*T,

em que C é uma constante que pode depender das derivadas
da variavel dependente y do PVI.

Para todo p € N, 3 um método de série de Taylor de ordem p.

Em particular, o método de Euler € um método de ordem 1.
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O Método de Taylor de Ordem 2

Considere um PVI da forma

{y’ = f(x,y),
y(Xo) = Yo.
Para todo k =0,1,...,n— 1, sabemos que
y(x) = y () + ¥ (X (X = x) + y"(xk)(x‘zxk)z.
Portanto,
(X1 — Xi)?

Y(Xki1) = y() + Y (%) Xkt — xk) + ¥ (Xk)
R~ + f(x, )h+i[f(x ]1(x )h—2

~ Yk k> Yk dx ,» Y1 (Xk 5

h2

= Y+ Yh+yiZ

2
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Interpretacdo Grafica do Método de Taylor de Ordem 2

8 T T T T T T T T T

PVLy' =y
T ¥(0)=1

y u Erro local
oL h=1 1
Determine yk ~ y(xk)
5k x|y |y =yly =y |yh+yh22 / Glx1)+u'(x1)x-x1)+0.5.

o111 |1 | 15 | /

A e
1125125 | 25 | 375 | s
~
Y 7 y(xO)+y‘(x0)(><-><0)+0,5y"(>g3)(x-x0)2
21625 -
—

A =" Erro local =
Erro global
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O Método de Taylor

m Considere o seguinte PVI:

{ y = 2% x#0
y(1) = -2

m Note que y = —2x2 é solugio deste problema.
m Considere h = 0.1. Uma aplicacdo do método de Taylor de
ordem 2 resulta em estimadas para y(1.1), y(1.2),
.., ¥(1.5). Quais sé&o os erros globais e locais?

x |y |y =e2tly =282 ay=yh+y" I
T 2 | 4 Z ~0.42

11| 242 | —44 4 0.46

12| 288 | —48 4 05

13| -338| 52 4 ~0.54

14| -392| —56 4 058

15| 45
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Exemplo 2

Suponha que a densidade populacional p de lagartas seja
descrita pelo PVI

dp _ p?
—=2p(1-p) 142
p(0) =0.1,

Vamos usar um método numérico para estimar p para
0<t<10.
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Usando o método de Euler com diferentes valores de h,

obtemos:
1

08

0.6 1
o
04 1
o2l *h=2.00 |
h=1.00
: =—h=0.50
0 ‘ ‘ ; =h=0.25
0 2 4 6 8 10
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Aproximagoes para p(10):

h 2.0 1.0 05 0.25
y(10) [ —1.07 x 105 0.91505 0.83597 0.83597

Comentarios:
m O método de mostrou instavel para h > 1.0.

m Pela tabela, resultados semelhantes foram obtidos
considerando h=0.5e h=0.25.

m Contudo, olhando o grafico, percebemos algumas
diferengas nos primeiros passos para h = 0.5.

m Concluindo, podemos acreditar que encontramos um bom
resultado com h = 0.25! Nesse caso, fizemos 40 passos
do método de Euler!
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Usando O Método de Taylor de ordem 2 com diferentes valores

de h, temos:
1

08~

0.6 1
o
0.4 1
0.2 "h=2.00 |
h=1.00
=—h=0.50
‘ ‘ =h=0.25
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Aproximagoes para p(10):

h 2.0 1.0 0.5 0.25
y(10) | 1.49 x 10 0.84385 0.83597 0.83597

Comentarios:

m Diferente do método de Euler, 0 método de ordem 2 nao
divergiu para h = 1.0. Porém, observamos no grafico
algumas diferencas nas primeiros passos para h = 1.0.

m Resultados semelhantes foram obtidos considerando
h<0.5.

m Concluindo, podemos acreditar que encontramos um

resultado satisfatério com h = 0.5! Nesse caso, efetuamos
20 passos do método de Taylor de ordem 2!
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Conclusao do Exemplo:
Comparando os métodos de ordem 1 (Euler) e ordem 2, iremos
preferir o método de ordem 2.

Porém, para aplicar um método de série de Taylor de ordem 2,
precisamos conhecer as derivadas parciais de f.

Na préxima aula, apresentaremos métodos de ordem > 2 que
ndo requerem as derivadas parciais de f.
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Consideracdes Finais

Na aula de hoje apresentamos os métodos de série de Taylor e
uma férmula para o erro local (erro cometido a cada passo).

Em particular, vimos que o método de Euler € um método de
ordem 1. Consequentemente, o erro local é da ordem de h?.

Podemos obter erros menores considerando métodos de
ordem maior. Contudo, no caso dos métodos da série de
Taylor, temos que calcular derivadas parciais de f.

Finalmente, ressaltamos que geralmente efetuamos diversos
passos para chegar na aproximagao x,. Portanto, ha um
acumulo de erros!

[ Muito grato pela atencao! ]



