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Introducgao

Até agora, discutimos métodos numéricos para problemas de
valor inicial.

Em particular, um problema de valor inicial

y'=1xy.y), yx)=m e y(x)=12
pode ser escrito na forma vetorial seguinte:

7= () = () o= ()

e resolvido usando um meétodo de Runge-Kutta, por exemplo.

Porém, muitos problemas, chamados problemas de valor de
contorno, sdo descritos por uma equagao diferencial de
segunda ordem com condi¢cbées em mais de um ponto.
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Problema de Valor de Contorno (PVC)

A forma mais geral de um PVC é
y'(x) = f(x,y(x),y'(x)),
ary(a) + Biy'(a) = n,
azy(b) + B2y’ (b) = 72,

em que a1, ag, 31, B2 S&0 constantes reais conhecidas tais que
a;j e B ndo se anulam simultaneamente, para i = 1, 2.

Assumimos que x pertence ao intervalo [a, b].

Assumiremos que um PVC possui uma unica solugao que
possui derivadas continuas.

Iremos aproximar a solugéo do PVC usando o método das
diferencas finitas.
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Problema de Valor de Contorno Linear

Um PVC é dito linear se f é linear em y(x) e y'(x).

A forma mais geral de um PVC linear é

y'(x) = Ax)y'(x) + B(x)y(x) + C(x),
ary(a) + pry'(a) =,
apy(b) + B2y'(b) = 2.

em que A, B e C sao fungdes de x.

Vamos comegar a discussdo com PVC lineares, que sdo
relativamente faceis.
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Discretizacédo do PVC

Primeiramente, dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos
de tamanho h, ou seja, definimos

—a

Xx=a+kh, k=0,1,....,n, com h—bn

Os pontos xy, X1, . .., Xn, chamados malha, representam uma
discretizacdo do intervalo [a, b].

Note que xp = a e x, = b séo os pontos de contorno.

Os pontos xy, Xo, ..., Xn—1 €stdo no interior da malha.
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Aproximacao para y’

Seja x,x um ponto no interior da malha.

A primeira derivada de y no ponto x, pode ser aproximada por:

m Diferenca Avancada: y'(xx) ~ y(X + h) — y(xk).

y(x) —y(xk — h)

m Diferenca Atrasada: y'(x) ~

>

y(Xi + h) — y(xi — h)

m Diferenca Centrada: y'(xx) ~ oF

Mostraremos a seguir que
m A diferenga avangada possui erro local O(h).
m A diferenga centrada possui erro local O(h?).

Pode-se mostrar que a diferenca atrasada também possui erro
local O(h).
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Erro da Aproximacgao pela Diferenga Avancada

Temos um erro quando aproximamos y’(xx) usando a
diferenca avancada.

Com efeito, pela série de Taylor temos

]
y(Xk + h) = y(xx) + hy'(x«) + EY"(&k)hzv

em que & é um ponto entre xx e xx + h.

Dessa forma, o erro local ao usar a diferenca avangada é

E— yI(Xk)_ y(Xk"{_hl?’_y(Xk) //(251() < Eh

emque M > 0 é tal que |y”(x)] < M paratodoa< x < b.

Portanto, o erro local da diferenga avancada € O(h).



MS211 - Célculo Numérico

Erro da Aproximacao pela Diferengca Centrada

Pela série de Taylor, temos que

1 1
YO+ ) = yOa) + hy' (%K) + 5y ()b + 5y (i),

1 1
Y(% — h) = y(x) — hy' () + 5" (et — " (i

em que uk € (Xk, Xk + h) e vk € (Xx — h, Xk).

Subtraindo a segunda equacao da primeira, encontramos

Yk + h) = y(x = h) = 2y'(x)h + %(y”’(uk) + " () ) .



MS211 - Célculo Numérico

Logo, o erro local ao usar a diferenga centrada &

Y (xq) — y (X + h)2_hy(Xk - h)’

_ 1 " " 2 M 2
= |75 (V") +y" 0 1| < S 1P,

em que M > 0 é tal que |y"”'(x)| < M paratodo a < x < b.

Concluindo, o erro local da diferenga centrada é O(h?).
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Aproximacao para y”

Seja x,x um ponto no interior da malha.

Sabemos que

2

h
y(Xk+h) = y(x«) +}’/(Xk)h+y//(xk)§ +y

e
2

/ /! h /1 h3
yxic—h) = y(xi) =y (i)h+y " (X)5 —y (Xk)g

em que ux € (Xk, Xk + h) e v € (xx — h, Xx).

Somando as duas equagdes, encontramos

4

YOS B (5 h) = 25 06 o)+ (Y9 ) 7000
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Logo, podemos considerar a seguinte aproximacao

y(Xx = h) = 2y(x) + y(xk + h)
2

¥ (x¢) =

O erro local dessa aproximagao é

Xk +h) —2y(xx) + y(xx — h
E: y//(Xk)_y( k ) ylf(lzk) y( k )‘
; ; h? M
_ (iv) (iv) o 2

em que M > 0 é tal que |y (x)| < M paratodo a < x < b.
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Aproximacdo de um PVC Linear

Vamos iniciar considerando o PVC linear:
y"'(x) = A(x)y'(x) + B(x)y(x) + C(x),
y(a) =,
y(b) = 2.

que € obtido considerando oy = ap = 1€ 81 = 8> = 0.

Substituindo y’ pela diferenca centrada e usando a
aproximagao da pagina anterior para y”, obtemos

o (v 0ten) — 2900) + y(x0))

— - ACK) (v O+ )+ y 05— )+ Bxi)y () + Clxk).

paratodo k =1,2,...,n—1.
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Escrevendo yx = y(xk), Ak = A(Xk), Bk = B(xx) € Cx = C(Xk),
encontramos

1 Ax

] (Vi1 — ¥k + Yk—1) = ﬁ(}/k—H — Yk—1) + Bkyk + Ck,

Equivalentemente, temos
MKYk—1 + PkYk + QkYi1 = —PCx, Vk=1,....n—1,

em que

pk:2+Bkh2, qk:*‘lJr% e rk:—1—%.

Além disso, as condi¢des de contorno fornecem

Yo=71 € Yn=1o.
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As equagdes acima resultam no seguinte sistema linear

tridiagonal
[p1 1Iwn] [ —nn—hC ]
rn P2 Q 2 —h2C;
'n—2 Pn-2 Qqn-2| [Vn-2 _hZCnfz
i rn—1  Pn=1] |Yn-1] | —Qn_172 — P?Cp_1]
—_——
A y b

Concluindo, uma aproximacao para a solu¢cao de um PVC
y"(x) = Alx)y'(x) + B(x)y(x) + C(x),

y(a) =M
y(b) = 2.
nos pontos xi, ..., X, do interior da malha, pode ser obtida

resolvendo um sistema linear Ay = b, em que a matriz A é
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Exemplo 1

Use o método das diferengas finitas para obter uma
aproximacao do PVC linear

y(0)=0 e y(1)=-1,

para 0 < x < 1, considerando h = 0.1 e h = 0.05.
Compare os resultados obtidos com a solugao exata

{}/”(X) +2y/(x) +y(x) = x,

y(x) =21 —x)+x—2.
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Resolucao: A solugéo do PVC é obtida resolvendo o sistema
linear tridiagonal Ay = b, em que

[2—-hH —-1-h i
—1+h 2-m —1-h
A= N
—1+h 2-mR® —1-h
i -1+h 2-h?]
e ) o .
—2h®
b= :
—(n—2)h3
-1 —h—(n—1)h3

Resolvendo esse sistema encontramos o seguintes graficos:
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Grafico da solucao (aproximada e exata):

0
h=0.1
_— h=0.05
Sol. Exata
-0.2
-0.4
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Grafico do erro global (aproximacéo x solugédo exata):

h=0.1]
h=0.05
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Especificamente, temos os erros globais:
m Para h= 0.1, o erro global é:

E{h—o.1y =  max |y(x) — yk| = 1.2946 x 107°.

1<k<n-—1
m Para h=0.05, o erro global é:

Eh—0.05y = [ pax (%) — yk| = 3.2278 x 107*.
Lembre-se que o método considerado utiliza apenas diferengas
divididas O(h?). Logo, dividindo h por 2, espera-se que o erro
seja reduzido por 1/4. Com efeito,

Er_
=01 _ 4.0107.

E{h—0.05)
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Exemplo 2

Use o método das diferengas finitas para obter uma
aproximacao do PVC

para 1 < x < 3, considerando h = 0.1. Note que a solucéo

exata é dada por
16

2y
y(x) =x°+ -
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50- b— 2 o 2
Resolucédo: 0.1 = h= 222 = = implica que n = % = 20.

Queremos determinar yx ~ y(xx) para k = 0,1,...,20. Note

que yo = (%) = y(1) = 17 e y20 = y(xz0) = y(3) = £.

Usando as aproximagodes de y”(xx) e y'(xx) com erros locais
de ordem quadratica em h, obtemos as equagdes seguintes:

Y41 — 2Vk + Ykt 1
+ [ :§[32+2x,§—yk
ou equivalentemente

Yk+1 — Yk—q
2h

1
100 (Vi1 — 2V + Yi—1) = 3 {32 + 2% — 5Yk(Vk1 — Vi1 )}
ou equivalentemente
800 (Vi y1—2Yk+Yk—1) —32—-2(1+k-0.1)°+5yk(Vi1—Yk—1) = 0

para k =1,...,19.
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Para k = 1, obtemos yx_1 = yo = y(Xo) = y(1) = 17. Portanto,
800(y2 — 2y +17) =32 —2-1.13 4 5y1(yo — 17) = 0

Para k = 19, obtemos yi1 = y20 = ¥(X20) = ¥(3) = 2. Dai,

800(23 — 2¥19 +Y18> ~-32-2.29° +5,V19<§ —,V18> =0

Além disso,

800 (Vk11—2Vk+Yk—1)—32—2(1+k-0.1)+5yk (Vir1— Yk—1) =0

parak =2,..., 18. Deste modo, estamos com um sistema

’ )

n&o-linear com 19 equacgdes e 19 incognitas.
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Exemplo 3

Considere h = 0.1 e a modificagao seguinte do problema
anterior:

Neste caso, ndo conhecemos yp = y(xp) = y(1).
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Resolucao: Podemos resolver este problema usando uma das
seguintes alternativas:

(1) Podemos aproximar y’(xg) usando a diferenga avangada e
expressar yo em termos de y;.

Yi—»o _
Yo + h =3

< Yo+ 10(y1 — yo) =3
< 10y — 9y =3
< 10y —3 =9y,
10y — 3
9

< Yo =

Continuamos ter 19 equacodes e 19 incognitas, mas o erro
local da aproximacao de y’'(xo) € O(h).
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(2) Podemos introduzir uma nova variavel y_4. Desta maneira,
podemos continuar de usar somente diferencas centradas.

Obtemos Vi
/ AP A
y (XO) ~ oh
Agora podemos expressar y_{ em termos de yy e yy:
Vi—V-1
Yo =5y — =3

S Yo+5y1—y1)=3

< Yo+5y1 —9y-1=3

< Yo+ 9y1 —3=29y1

Yo—3
5

Portanto, estamos com 20 equacdes e 20 incdgnitas.
Continuamos com erros locais de O(h?) em todas as
aproximacoes.

SYa=n+
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Consideracdes Finais

Na aula de hoje apresentamos o0 método das diferencas finitas
para resolver um problema de valor de contorno (PVC).

Especificamente, apresentamos as férmulas para aproximar a
derivada primeira e a derivada segunda, bem como a ordem do
erro das aproximagoes.

O erro global da aproximacao para a solucao do PVC é da
ordem do erro das diferencas divididas.

No caso de um PVC linear, com condicao de contorno sobre y,
a aproximacao é obtida resolvendo um sistema linear
tridiagonal.

Muito grato pela atencgéo!



