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Introducgao

]
Nas préximas aulas, estaremos interessados na resolucao de
sistemas nao-lineares da seguinte forma:

f1(X1,X2,...,Xn) =0,
f2(X1)X27"'7XI’7) = 07
fa(X1,Xo,...,Xp) =0,

em que x; sdo as incognitase i: DcR" > RVi=1,...,n.

Considerando F(x) = (f{(X),...,f(x))" ¥ x € R”, podemos
escrever o sistema ndo-linear acima na forma F(x) = 0, sendo
0=(0,...00" eR".
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A Transicao de n = 1 para n > 1: Motivacao
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Figura: Aqui J(x) é a matriz Jacobiana, a generalizagéo de f'(x)
paraocason> 1.
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Os Métodos de Newtonparan=1en > 1
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A Transicao de n = 1 para n > 1: Resolucao
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Figura: Supondo que 3 J(x*))~', pode-se encontrar x(*+1) fazendo
x(k+1) — x(0) — g(x)=TF(x*)). Porém, a resolugéo do sistema
linear acima requer (geralmente) um esforgo computacional menor.
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Exemplo 1

O sistema nao-linear
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pode ser escrito como

f1(X1,X2) =X12+X22—2=0,
2

f2(X1,X2) =X2—§2—1 = 0.
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Exemplo 1

Geometricamente, desejamos encontrar os quatro pontos que
pertencem & ambas as curvas xZ + x5 =2 e x2 — x2/9 = 1.
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Exemplo 2

O sistema nao-linear

pode ser escrito como

f1(X1,X2) =X12—X2—0.2=0,
f2(X1,X2) = Xq —X22—1 = 0.
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Exemplo 2

Observe que ascurvas y = x°2 — 0.2 e x = 1 + y? ndo se
interceptam.

o

=

w

Logo, esse sistema ndo admite solucao!
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Notacao
Denotaremos
X4 fi(X1, X2, ..., Xn)
« Xo e F(x) - fo(X1, X2y ...y Xn)
x.n f,,(x1,x2-, ooy Xn)

Desta forma, o sistema nao-linear

f1(X1,X2,...,Xn) =0,
fg(X1,X2,...,Xn) = O,
fn(X1aX2,-~7Xn) = 07

pode ser escrito de forma compacta como
F(x) = 0.
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Formulacédo do Problema e Hipéteses

Resolucao de Sistema Nao-Linear

Dada uma fungéo F : D < R" — R”, determine £ € D tal que

F(¢) =0.

Em geral, assumiremos a existéncia da solugao £ € D.
Assumiremos também que o dominio D de F € um conjunto
aberto e F possui derivadas continuas nesse conjunto.
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Vetor Gradiente

Definicao 3 (Vetor Gradiente)

O vetor das derivadas parciais de f;, denotado por

vhx) = | 72 |,

€ chamado vetor gradiente de f;.
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Matriz Jacobiana

Definigao 4 (Matriz Jacobiana)
A matriz das derivadas parciais de F, denotada por

of of, of,
%)’; (x %—%(x) %—%(x)
Jx) = 5721(") a—xi(x) aTi(X)
oty of of,
a—xq(x) a—xg(x) e T);:,(X)

é chamada matriz Jacobiana de F.
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Aproximacgao Linear

Aproximagao Linear

A aproximacao linear L de uma fungéo nao-linear F: D — R"
em um ponto a € D é dada pela equagao

L(x) = F(a) + J(a)(x — a).
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Exemplo 5

Determine a matriz Jacobiana da funcao F do sistema

nao-linear:
x3 —3x1 x5 + 1] _ {0]

3x2xp — X3 0|

F(x) = [
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Exemplo 5

Determine a matriz Jacobiana da funcao F do sistema

nao-linear: 3 )
X =3xxz; +1] [0
0= e g |~ [o

Resposta: A matriz Jacobiana de F é

J(x) = [

3x2 —3x5  —6X1x2
6x1xo  3x2 —3x5
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Exemplo 6 (Tridiagonal de Broyden)

Determine a matriz Jacobiana da seguinte fungéo F:

—2X2 + 3x1 — 2Xp + 1

F(X) = | —Xj_1 — 2XI2 +3X; — 2Xj41 + 1

—2x2 4 3Xp — Xp_1
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Exemplo 6 (Tridiagonal de Broyden)

Determine a matriz Jacobiana da seguinte fung¢ao F:

—2XxZ +3x — 2xp + 1
F(X) = [ —xi_1 — 2x? + 38X — 2x;41 + 1

—2x2 4 3Xp — Xp_1

Resposta: A matriz Jacobina de F é
—4x1 +3 -2 0O ... O 0
—1 —4x,+3 -2 ... 0 0
J(x) = _ : . : .

0 0 0O ... -1 —4x,+3
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Método de Newton

O método de Newton é um dos principais métodos usados
para a resolugdo de um sistema nao-linear.

Vimos anteriormente que o método de Netwon determina, a
cada iteragao, a solugéo da aproximacao linear da fungéo.

Dessa forma, conhecida uma aproximagcéo x(©), o método de
Newton define x**1) como sendo a solugédo do sistema linear

L(x) = F(x(k)) - J(x(")) (x - x(k)> -0,

ou seja, xkt1 & tal que

J(x(k)) (x(km _ x(k)) — _F(x<k>).
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Tomando s®) = x(k+1) _ x(¥) conhecido por passo de
Newton, temos que a nova aproximagao é

xk+1) — x| g(k)

em que s'¥) é a solugdo do sistema linear
J(x(k)>s(k) = —F(x(")>.

Resumindo, dado uma aproximagao inicial x(°), o método de
Newton define a sequéncia {x(¥)} através dos seguintes
passos:

m Resolve J<x(k))s(k) = —F(x(")>.

m Define x*t1) = x(*) 4 gk

Espera-se que a sequéncia convirja para a solugao £ do
sistema nado-linear F(x) = 0, ou seja,

i (k) —
Jim X = ¢
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Exemplo 7

Efetue uma iteracoes do método de Newton, com
x(© = [1,5]7, para determinar a solugdo do sistema n&o-linear:

Foy) = | s e o] = o]

cujas solugdes sdo ¢V = [3,0]7 e ¢ = [0,3]”.
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Exemplo 7

Efetue uma iteragcées do método de Newton, com
x(© = [1,5]7, para determinar a solugéo do sistema n&o-linear:

| x+y=-3] _ |0
F(Xa.y) - [X2+y2_9] - [0}7
cujas solugdes sdo ¢ = [3,0]T e ¢® =[0,3]".

Resposta: Primeiramente, observe que a matriz Jacobiana da
funcado F em um ponto (x, y) arbitrario é

Joy) = [21x 21y] '
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Considerando x(© = [1,5]7, temos:

J(1,5)=E 110} e F(1,5):{137].

Resolvendo o sistema linear

1 1 -3
0) —
[2 10] s {—17] ’

encontramos o passo de Newton

- |7

Logo, temos x(!) = [-5/8,29/8]".



MS211 - Célculo Numérico

Critério de Parada

Dada uma aproximacéo inicial x(©), efetuamos as iteragées do
método de Netwon até:

m encontrarmos F(x(¥)) préximo do vetor nulo, isto &,
IF(x¥)|ss < €1, com e >0,

ou

m ndo detectarmos alteragdes significativas de uma iteracao
para a outra, ou seja,

Dy =[x — x|, < e, comep >0,

ou
m até atingirmos um ndmero maximo knax de iteracdes!
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O Método de Newton em Forma Tabelar: Exemplo
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O Método de Newton em Forma Tabelar: Exemplo
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O Método de Newton em Forma Tabelar
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Consideracdes Finais

Observe que cada iteracdo do método de Newton requer:
Avaliagédo da matriz Jacobiana.
Resolugéo de um sistema linear.

Logo, o método de Newton é computacionalmente caro!

A vantagem é que, sob certas condicoes sobre a
aproximagao inicial x(©, a funcéo F e a matriz Jacobiana J, a
sequéncia (x(K)),.y produzida pelo método de Newton
converge para a solugéo de F(x) = 0 com ordem de
convergéncia pelo menos quadratica.

Muito grato pela atencgéo!




