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Vimos o problema de interpolacdo que consiste em determinar
um polinémio p,, de grau menor ou igual a n, tal que

,On(Xk) = Yk, Vk:0,1,...,n,
em que (Xo, Yo), (X1, ¥1), - - -, (Xn, ¥n) S80 dados.

Se yx = f(xx), em que f é uma fungéo com derivadas até
ordem n+ 1 continuas, entao tem-se Vx € [xop, Xs]:

n (n+1)
700~ palo) = [T (-0

k=0

para algum &y € [xo, Xp].

Além disso, o erro da interpolagéo polinomial satisfaz

Mn+1
(n+1)!

n

TTx = xw)

k=0

|En(x)] <

I

em que M1 = maxye(x, x| D (x)).
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Em particular, se xg, x4, . . ., X, forem pontos igualmente
espacgados, entdo

M 1hn-i—1
E < It
emque h = Xki1 — Xk-
Se temos apenas uma tabela
X|xo x ... X
YIY ¥ o Yn

entao

|En(x)| ~ ﬁ IX — X maximo do valor absoluto das
! - iy k diferencas divididas de ordem n+ 1
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Interpolagao Inversa

Considere uma tabela

x | X0 X1 Xn
y=1x) [ yo="Ffx) yi=1f0x) ... yo="f(xn)

Dado 7 € (¥o, ¥n), determine € € (xo, Xn) tal que (&) = n.

Basicamente, esse problema pode ser resolvido de 2

maneiras:
m Determinando o polinbmio p, que interpola f em
Xo, X1, - - -, Xp €, €m seguida, encontrando ¢ tal que

pn(§) = n. Nesse caso, porém, ndo conseguimos obter
nenhuma estimativa sobre o erro.

m Utilizando interpolacao inversa.
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Se f(x) €é inversivel num intervalo contendo 7, entdo podemos
determinar o polinémio g, que interpola f~' em yo, y1,...,¥n €
definimos & = gn(n).

Nesse caso, podemos usar as formulas anteriores para estimar
o erro da interpolagéo inversa!

Uma condicdo para que uma funcao continua f seja inversivel
em [Xo, Xn] € que ela seja estritamente crescente ou
decrescente.

Dado xp < X1 < ... < Xp, admitimos que f é estritamente
crescente se

Yo< i <...<Vn,
e estritamente decrescente se

Yo>Y1>...>Vn



MS211 - Célculo Numérico

Exemplo 1

Considere a tabela

X ‘ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y:e"“ 1.1052 1.2214 1.3499 1.4918 1.6487

Determine ¢ tal que e¢ = 1.3165 usando interpolagéo inversa
quadratica e apresente um limitante superior para o valor
absoluto do erro.
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Exemplo 1

Considere a tabela
x |0 o1 0.2 0.3 0.4 0.5

y:e"‘1 1.1052 1.2214 1.3499 1.4918 1.6487

Determine ¢ tal que e = 1.3165 usando interpolagéo inversa
quadratica e apresente um limitante superior para o valor
absoluto do erro.

Resposta: O polinémio g, que interpola f~! em
Yo=12214, y;=1.3499 e y, =1.4918,
e
g2(y) = 0.240.7782(y—1.2214)—0.2718(y—1.2214)(y—1.3499)
=0.2+ (y —1.2214)[0.7782 — 0.2718(y — 1.3499)].
Assim,
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Tabela da Forma de Newton para este Exemplo

y Ordem 0 Ordem1 Ordem 2
1.2214 0.2

0.7782
1.3499 0.3 -0.2718
0.7042

1.4918 0.4
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Sabemos que o erro satisfaz

M
B0 <1y = yo)(y =y)(y = o)l ;-
Sendo g(y) = In(y), temos g"”'(y) = }% Logo,

2 2
F = ———= = 1.0976.

M,
3 (1.2214)3

= max
1.2214<y<1.4918

e, portanto,
|E»(1.3165)| < 0.0001.

Com efeito, sabemos que
e°=1.3165 <= ¢ =1In(1.3165) = 0.27498.
Logo, o erro da interpolacao inversa € de fato
|E2(1.3165)| = |In(1.3165) — g»(1.3165)| = 0.0001.
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Exemplo 2

Utilize interpolagao inversa quadratica para estimar o valor de &
para o qual f(£) = sin(¢) = 0.6, baseado nos valores tabelados
em baixo. Em seguida, determine um limitante superior para o
valor absoluto do erro da sua
X | 0
y = sin(x) ‘ 0

Nl= o]y
SR
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Exemplo 2

Utilize interpolagao inversa quadratica para estimar o valor de &
para o qual f(£) = sin(¢) = 0.6, baseado nos valores tabelados

em baixo. Em seguida, determine um limitante superior para o

valor absoluto do erro da sua

X | 0
y = sin(x) ‘ 0

Nl—= o]y
SR

Resposta: No primeiro lugar, note que temos os valores
seguintes de g(y) = f~1(y) = arcsin(y)

y =sin(x) ‘ 0
9(y) |0

o Pol—=
INEISS
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Tabela da Forma de Newton para este Exemplo

y | Ordem0 Ordem1 Ordem?2
0 0
%
3 z 0.3066
1.264
V2 s
2 4

Portanto, g2(y) = 0 + 5y + 0.3066y(y — %)
= @2(0.6) = 70.6 + 0.3066 - 0.6 - 0.1 = 0.6467
~ 0.6435 = arcsin(0.6).
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Exemplo 2

J(‘/) @#‘w(y)) (| ) 1
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Consideracos Finais

No complemento da aula de hoje comentamos sobre a
interpolacao inversa, ou seja, a interpolacao da funcao inversa
1.

A interpolagdo inversa pode ser usada para determinar ¢ tal
que (&) = .

E importante destacar que a interpolagdo inversa é
computacionalmente melhor (mais estavel) que determinar a
raiz de uma aproximacgéao de f.

Além disso, com a interpolacao polinomial inversa podemos
estimar o erro cometido ao calcular ¢ tal que (&) = 7.

[ Muito grato pela atencao! ]
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MS211 - Calculo Numérico
Fendbmeno de Runge, Nés de Chebyshey,

Interpolagéo por Partes e Splines Cubicas
(Slides Modificados de M. E. Valle)
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No problema de interpolagéo determinamos um polinémio pp,
de grau menor ou igual a n, tal que

pn(Xk):}’ka VK:0717"'>n7
em que (X07y0)’ (X17y1)7 ceey (Xna}’n) sao dados.

Se yx = f(xx), em que f é uma fungdo com derivadas até
ordem n+ 1 continuas, entéo o erro da interpolagéo polinomial

satisfaz
M n

Ep(x) < 0t x—x¢)| com My 4= D (x)|.

n( )— (n+1)| kl:[)( k) n+1 XErFXi,);nH ( )|
Em particular, se xg, x4, . . ., X, forem igualmente espacados,
entéo

M hn+1
En(x) < =01 emaque h= Xk — Xk

~— 4(n+1)
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Fenémeno de Runge

Seja pn 0 polinémio que interpola f nos pontos

b—ak

, k=0,1,...,n,

igualmente espagados do intervalo [a, b].

m Sera que obtemos aproximag¢des melhores de f
aumentando o numero n de pontos?

m Em outras palavras, sera que p, converge para f quando
n— oco?
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Exemplo 1

Considere a fungao

As proximas figuras mostram f e seu polindémio interpolador em
nés igualmente espagados do intervalo [—1,1].
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1 m
0.8

=

Polinémio de grau 2.
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=

0.2 / \

-1 -0.5 0 0.5 1

X

Polinbmio de grau 3.



Polinbmio de grau 4.



MS211 - Célculo Numérico

=

Polinbmio de grau 5.



Polinbmio de grau 6.
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=

Polinémio de grau 7.
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=

-1 -0.5 0 0.5 1

Polinbmio de grau 8.
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f(x)

=

Polinbmio de grau 9.
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f(x)

-1 -0.5 0 0.5 1

X

Polinémio de grau 10.
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O exemplo anterior mostra o chamado fenémeno de Runge.

Respondendo as perguntas anteriores, ndo podemos garantir
que p, — f quando n — .

Com efeito, pode-se mostrar que

max |f(x) — pn(X)];

XE[Xp,Xn]

torna-se arbitrariamente grande para certas fungdes f,
incluindo a fungéo do exemplo anterior!

Lembre-se: Essas observacoes sao validas considerando
pontos igualmente espagados!
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No6s de Chebyshev

Podemos obter um polinémio p, que aproxima melhor f
selecionando melhores nés de interpolagao xg, X1, . . ., Xn.

Em particular, os n6s de Chebyshev dados por

a+b b-a k
Xy = 5 o cos<n7r>, Vk=0,1,...,n,

distribui o erro homogeneamente no intervalo [a, b].

Alternativamente, pode-se considerar os pontos

X _awrb_b—aCOS 2k+1m
K=o 2 n+12

), Yk =0,1,...,n,
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Interpretagcdo Geométrica dos Nos de Chebyshev

0.4

0.2+ [ 1

I w w w w w R I
o0 - : . 2 . 2 2 L

Chebyshev nodes

1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0.0 0.2 04 06 OE 1.0

Figura: 10 nés de Chebyshev resultando de projeces de 10 pontos
igualmente espagados num semicirculo (retirado de Wikipedia).
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Exemplo 2

As préximas figuras mostram f(x) = 1/(1 4 25x?) e seu
polindmio interpolador em nés de Chebyshev.
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1 m
0.8

=

Polinémio de grau 2.
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=

-1 -0.5 0 0.5 1

Polinbmio de grau 3.
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=

-0.2
.5 0 0.

X

Polinémio de grau 4.
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=

0.2 / \

-1 -0.5 0 0.5 1

X

Polinbmio de grau 5.
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| /\
0.8

=

f(x)

Polinbmio de grau 6.
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=

-1 -0.5 0 0.5 1

Polinémio de grau 7.
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1

) N\
) I\
I\

Polinbmio de grau 8.
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=

-1 -0.5 0 0.5 1

Polinbmio de grau 9.
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0.8

=

Polinémio de grau 10.
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O exemplo anterior mostra que os nés de Chebyshev
produzem melhores polinémios interpoladores.

Com efeito, vale o seguinte teorema:

Teorema 3 (Interpolagédo Polinomial com N6s de Chebyshev)

Seja f uma fungdo com derivadas até ordem n+ 1 continuas
no intervalo [xy, xn]. Se pn é o polinébmio que interpola f nos
nos de Chebyshev Xy, . .., Xn, €ntao o erro da interpolagdo

polinomial satisfaz
(Xn — Xo)n+1
En(X) < ml\/’n-ﬂa
em que
Moy = max [(7)(x)].

X€[Xo,Xn]
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Interpolacao por Partes

Em muitas situacdes praticas, porém, ndao temos a liberdade
para escolher os n6s de Chebyshev. Nesse caso, podemos
utilizar interpolagéo por partes:

Definigéo 4 (Fungéo Polinomial por Partes)

Dado pontos xp < X1 < ... < Xp, dizemos que I, é uma
funcao polinomial por partes se I, é continua em [xg, Xn] € €
um polinémio de grau menor ou igual a m em cada um dos
subintervalos [xx_1, Xk], parak =1,...,n.
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Exemplo 5

Encontre a fungao polinomial quadratica por partes que
interpola a tabela

x|0 1/6 1/3 1/2 2/3 56 1
fFl1 3 2 1 0 2 1
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Exemplo 5

Encontre a fungao polinomial quadratica por partes que
interpola a tabela

x|0 1/6 1/3 1/2 2/3 56 1
fFl[1 3 2 1 0 2 1

Resposta: O polinémio interpolador quadratico por partes é

—54x2 +21x+1, 0<x<1/3,
Mo(x) = ¢ —6x + 4, 1/3 < x <2/3,
—54x%493x —38, 2/3<x<1.
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Polinbmio interpolador pg (verde) e o polinémio interpolador
quadratico por partes N, (azul).
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Interpolacao Linear por Partes

Dado uma tabela

o polindmio interpolador linear por partes é dado por

Yi—)
X — X Xo < X < X
(Yo + x—xo( 0): 0 < X < X,
Y1 — Yk
My(x) = { ¥k + Xeo1 — X (X — Xk), Xk < X < Xk,
Yn — Yn—1
Yot + ——(X—=Xp—1), Xn—1 <X < Xp.
Xn — Xn—1
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Exemplo 6

Considere a funcao

f(x) x € [-1,+1],

~ 1+ 25x2
e nos >

Xk = —1 +Ek’ k=0,1,...,n,
igualmente espacados no intervalo [—-1, 1]. As proximas figuras

mostram f (azul), seu polinémio interpolador (verde) e o
polinémio interpolador linear por partes (vermelho).
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f(x)

3
I
_\INO
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1
0.5
X 0
4y
-0.5
-1
-1 -0.5 0 0.5 1
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0.2
O._,-o/
-0.2 -
-0.4
-1 -0.5 0 0.5 1
X
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No exemplo anterior, os polinémios interpoladores linear por
partes produziram resultados melhores que polinémios
interpoladores.

Teorema 7 (Erro da Interpolacao Linear por Partes)

Considere uma fungdo f com derivada de segunda ordem
continua em Xy, Xn]. Se yx = f(xx), parak =0,1,...,n, entdo
o0 erro da interpolag&o linear por partes satisfaz

M, H2
E(x) = |f(x) — M{(x)| < 28 . VX € [Xo0, Xnl,
em que

M = f!(x)] e H= Xie — X1/
b XO?)?;)(J ()| kmaxnl k — Xk—1]

A

Note que Ny — f quando H — 0 se f é suficientemente suave.
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Splines de Grau p
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Splines Cubicas

De um modo geral, se f é suficientemente suave, entao o
polinbmio interpolador por partes I, — f, mesmo que N, ndo
seja suave!

Muitas aplicagdes, por exemplo em computacao gréfica,
requerem que a aproximacao seja suave, ou seja, possua pelo
menos derivada continua.

Em vista disso, dados nés x; < x1 < ... < Xp, consideramos
polinbmios cubicos por partes Sz com as seguintes
propriedades:
m S; é um polinbmio de grau menor ou igual a 3 em cada um
dos subintervalos [xx_1, Xk].
m S; tem derivadas de primeira e segunda ordem continuas
em [Xo, Xn).
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Sendo um caso particular de polinbmios cubicos por partes,
uma spline cubica é da forma

(81()()7 XOSXSX‘h

S3(X) = ¢ sk(X), Xk—1 < x < X,

\Sn(X)7 Xn—1 < X < Xp,
em que
sk(X) = ak(x — xi)® + b (X — xi)? + ck(x — xk) + .,

€ um polinémio de grau no maximo 3.

Note que uma spline cubica é determinada por 4n parametros
ay, b1 , C1,y d1 , ao, b27 Co, d27 ..., dan, bm Cn, dn-
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Como S3, S; e S; sdo continuas, devemos ter

Sk(Xk) = Sk1(Xk),  Sk(Xk) = Sk 1(xk) € SK(xk) = Sky1(Xk),

paratodo k =1,2,...,.n—1.

Num problema de interpolacao, devemos também ter
S3(Xk) = Yk, ou seja,

31(X0):y0 € Sk(Xk):ykv VK:1a"'7n'

Com isso, temos
3(n—1)+(n+1)=4n-2,
equacodes para determinar 4n incégnitas.

Logo, temos duas condi¢gées em aberto que podem ser
impostas, por exemplo, de acordo com informagées fisicas
sobre o problema.
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Spline Cubica Natural

A spline cubica natural é obtida impondo as condi¢coes

S§(x%) =0 e S85(xy)=0.

Pode-se mostrar que a spline cubica natural é aquela de menor
curvatura.

Manipulando as equagdes acima, concluimos que uma spline
cubica natural é obtida resolvendo um sistema linear tridiagonal

Ax =b.

Detalhes sobre a formulag&o do sistema linear estdo no
material complementar dessa aula.
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Exemplo 8

Considere a tabela

x|0 1/6 13 12 23 56 1
fF[1 3 2 1 0 2 1

A préxima figura mostra o polinbmio interpolador de grau pg
(verde), o polinémio interpolador quadratico por partes Iy
(magenta) e spline cubica natural (azul).



MS211 - Célculo Numérico

Polinbmio interpolador de grau pg (verde), o polindmio
interpolador quadratico por partes N, (magenta) e spline

PR PR R B A A
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Exemplo 9

Considere a funcao

f(X)= ——— —1,+1
e nos -
Xe=~1+-k k=0,1,...n,

igualmente espacados no intervalo [—1,1].

As préximas figuras mostram f (azul), seu polinbmio
interpolador (verde), o polinbmio interpolador linear por partes
(magenta) e a spline cubica natural (vermelho).
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f(x)

_\INO
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Consideracdes Finais

Iniciamos a aula de hoje comentando sobre o fenémeno de
Runge e destacando que nao podemos garantir p,(x) — f(x)
para qualquer x € [xp, Xs] quando n — oco.

Apesar dessa observacao, podemos obter melhores
polinémios interpoladores considerando nés de Chebyshev.

Uma alternativa efetiva para evitar o fenbmeno de Runge é
considerar interpola¢do polinomial por partes. Em particular,
temos que I4(x) — f(x) para qualquer x € [Xp, X»] quando
n — oo.

Finalmente, as splines cubicas séo fungdes polinomiais por
partes que interpolam suavemente um conjunto de pontos.

[ MNiiitA AratAa nala Aatan~crAanl ]



