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Na aula anterior, apresentamos o método da eliminagéo de
Gauss e, equivalentemente, a fatoracao LU.

Na eliminacao de Gauss, operacdes elementares sao usadas
para transformar um sistema linear Ax = b num sistema
equivalente Ux = ¢, em que U é uma matriz triangular superior.

Organizando os multiplicadores usados na eliminagéo de
Gauss, obtemos uma matriz L triangular inferior com diagonal
unitaria tal que A = LU, chamada fatoracao LU de A.

Tanto a eliminacao de Gauss como a fatoragdo LU requerem
O(n®) operagdes, em que n é a dimens&o do sistema Ax = b.

Na eliminacao de Gauss/fatoracdo LU podem surgir problemas
que podem ser evitados ou amenizados usando técnica de
pivoteamento parcial.
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Falha na Eliminacdo de Gauss/Fatoracao LU

No método da eliminacao de Gauss/fatoragao LU, inicialmente
escrevemos A®© = Aeb©® = b.

No j-ésimo, definimos

(=1
a . - - . - -
mj = 7 b = b/ V—mb™" e al —al™V-mal",
a’
i
parai=j+1,...,n.

O multiplicador mj;, que sera um elemento da matriz L da
fatoragédo LU, requer uma divisdo por a}lf’”, chamado pivé.

O método ira falhar se em algum estagio o pivé € nulo, ou seja,
-1 _
sea; = 0!
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Exemplo 1

Considere o sistema linear Ax = b, em que A e b sdo

0 1 1
aefi ) ol
A (Unica) solugéo do sistema é x* = [1 1]T. Porém, ndo é

possivel determina-la usando o método da eliminagao de
Gauss. De fato, no primeiro estagio deveriamos calcular

az

moy = )
a1

mas o denominador € zero! Logo, o método da eliminagao de
Gauss falha.

O ponto positivo é que temos entdo um diagnéstico claro do
problema: uma divisao por zero!
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Um Outro Exemplo Problematico

Exemplo 2

Use o método da eliminagao de Gauss para resolver o sistema
linear Ax = b, em que A e b séo

0.1-10°5 0.1 0.3
A:{ 0.1 0.1} © b:{o.z]’

em F(10,3,[—20,20]) com arredondamento.
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Um Outro Exemplo Problematico

Exemplo 2

Use o método da eliminagdo de Gauss para resolver o sistema
linear Ax = b, em que A e b séo

0.1-10-5 0.1 0.3
A:{ 0.1 0.1} © b:{o.z]’

em F(10,3,[-20,20]) com arredondamento.

Resposta: Note que

0.1-10°% 0.1 | 03
0)p0)] —
(AT [ 01 01 | 0.2]
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Um Outro Exemplo Problematico

Exemplo 3

0.1-1075 0.1 0.3
A‘[ 0.1 0.1] © b_[o.z]'
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Um Outro Exemplo Problematico

Exemplo 3

10-5
A:[O'1 10 0.1} e b:[O.S]'

0.1 0.1 0.2

Resposta: Fazendo as contas em F(10, 3,[—20, 20])
obtemos mo¢y = 0.100- 10% = 10°
_5 0 0
() | 0-100-10 0.100-10° | 0.300-10
(Ao [0.000 -1072° —0.100-10° | —0.300-10°

Desta maneira, X* = 0.000-10"207 _ [0 Porém
’ ~ | 0.300-10" | ~ |3 ’

AX* = [82] quer dizer, longe de b. Use pivoteamento parcial!
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Pivoteamento Parcial

Pivoteamento parcial

Na estratégia de pivoteamento parcial, antes de iniciar o
j-ésimo estagio, permutam-se linhas da matriz AV—") de modo
a obter o s

la;j I =lay Y, Vi=j,...,n

Em palavras, o piv6 € escolhido como sendo um dos
elementos de maior valor absoluto dentre

4=1 0-1) G=1)
a aljay

Vejamos incluir a técnica de pivoteamento parcial no método
da elimincao de Gauss.
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Algoritmo da Eliminacao de Gauss
(sem pivoteamento parcial)

Entrada: Matriz ndo-singular A € R™*" e vetor coluna
beR"
paraj =1 até n— 1 faca
para/ =+ 1 até nfaca
3ji
[ | m,-j = —.
aji
| b,‘ = b,' — m,-/-b,-.
para k = j+ 1 até nfaca
B Qi = aix — Mjjajk
fim

fim
fim
Saida: Matriz triangular superior A e b.
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Eliminacao de Gauss com Pivoteamento Parcial

Entrada: Matriz ndo-singular A € R™*" e vetor coluna

beR".
paraj=1:n-1faca
m Determine k tal que |axj| = max;_;.5|g;].  (indice do pivo)

m Permute as linas j e k.
para/=j+ 1 até nfaca

a..
[ | m,-j = J.
gji
| b,‘ = b,' — m,-/-bj.

para k = j + 1 até nfaca
B i = aik — Mjjajk

fim
fim

fim

Cmlddemes MAateim +vimimmai il mitrmmrvimr B A tivm vt 1 vt~ Lo
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Exemplo 4

s i

LX ewpPte W

Reselve AX =F

(_\M(J‘&. ‘
\ =

\
F X &
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Exemplo 4 cont.

L 2\
Ny .
[ ¢ 2z 3 i
2 z 2
1
l O o 72 -2 |
.
2 Xo = - =D X,z =
T §=Lo = TX,= 18=> >


sussner
Texto digitado
9
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Exemplo 5

Use o método da eliminagdo de Gauss com pivoteamento
parcial para determinar a solugcao do sistema Ax = b, em que

oA~
ar NN =

10
3 1
9 5
9 8

NN w =
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Exemplo 5

Use o método da eliminagéo de Gauss com pivoteamento
parcial para determinar a solugao do sistema Ax = b, em que

10 1
3 1 2
A= 9 5 4
9 8 5

NN w =

2
4
8
6

Resposta: Considerando a matriz aumentada A, permutamos
a primeira com a terceira linha:

8

oA

N = w N
© = w©
© o =W
a=mn s
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Exemplo 5

Use o método da eliminagdo de Gauss com pivoteamento
parcial para determinar a solugao do sistema Ax = b, em que

0

oo A~N

1
2
4
5

NN w =
©©w =
© U1 =

Introduzir zeros abaixo do pivé:
moq = 1/2. msy = 1/4 e My = 3/4
8 7 9 5 | 4
0 -1/2 -3/2 -3/2 | 0
0 -3/4 -5/4 -5/4 | 0
0 7/4 9/4 17/4 | 2
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Exemplo 5

Use o método da eliminagdo de Gauss com pivoteamento
parcial para determinar a solugao do sistema Ax = b, em que

2 110 1

4 3 3 1 2

A=lg 7 95| ©P=|4

6 7 9 8 5

Permutar a quarta linha com a segunda:

8 7 9 5 | 4
N 0 7/4 9/4 17/4 | 2
0 -3/4 -5/4 -5/4 | 0O
0o -1/2 -3/2 -3/2 | 0



MS211 - Célculo Numérico

Exemplo 5

Use o método da eliminagdo de Gauss com pivoteamento
parcial para determinar a solugao do sistema Ax = b, em que

0

1
2
4
5

oo A~N
NN W=
© O w-=
o o1 =

Introduzir zeros abaixo do pivé:

Mmao = —3/7 € Myo = —2/7
8 7 9 5 | 4
0 7/4 9/4 17/4 | 2
0o 0 -—-2/7 4/7 | 6/7
0 0 -6/7 —=2/7 | 4/7
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Exemplo 5

Use o método da eliminagéo de Gauss com pivoteamento
parcial para determinar a solugéo do sistema Ax = b, em que

2110 1
4 3 3 1 2
A=lg 7 95| ¢ P4
6 7 9 8 5
Permutar a quarta linha com a terceira:
8 7 9 5 4
0 7/4 9/4 17/4 2

|
|
0 0 —6/7 —2/7 | 4/7
0 0 -—2/7 4/7 | 6/7
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Exemplo 5

Use o método da eliminagdo de Gauss com pivoteamento
parcial para determinar a solugao do sistema Ax = b, em que

2 1 10 1

4 3 3 1 2

A=lg 7 95| ¢ P=|4

6 7 9 8 5

Introduzir zero abaixo do pivo:
m43:1/3.
7 9 5 4
7/4 9/4 17/4 2

O O oo

|
|
0 —6/7 —2/7 | 4/7
0 0 2/3 | 2/3
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Exemplo 5

Use o método da eliminagéo de Gauss com pivoteamento
parcial para determinar a solugao do sistema Ax = b, em que

2 110 1

4 3 3 1 2
A=lg 7 9 5| © 4
6 7 9 8 5

NN w =

Utilizando substituicao reversa, podemos verificar que a
solucao do sistema é:
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Fatoracao LU com Pivoteamento Parcial

Os multiplicadores determinados no método da eliminagéo de
Gauss com pivoteamento parcial podem ser organizados, com
cuidado devido as permutagdes das linhas, numa matriz L
triangular inferior com diagonal unitaria.

Sobretudo, a matriz original A, a matriz triangular superior U
obtida no final do processo de elimina¢do e a matriz L
triangular inferior com os multiplicadores satisfazem:

PA = LU,

em que P é a matriz de permutacao (obtida permutando linhas
da matriz identidade).
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Exemplo 6 cont.

[ 2ou ! \ P 1
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Exemplo 7

Determine a fatoragédo LU, com pivoteamento parcial, da matriz

2110
4 3 3 1
A=lg 7 9 5
6 7 9 8
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Exemplo 7

Determine a fatoragéo LU, com pivoteamento parcial, da matriz
2
4
8
6

Resposta: A fatoracao LU de A com pivoteamento parcial é

10
3 1
9 5
9 8

NN W=

001 0][2 1 10 1 0 o olfs 7 9 5
0 0 0 1|4 3 3 1| |[3/4 1 0 oflo 74 94 17/4
0o 1 0 o||8 7 9 5| (12 —2/7 1 o|lo o -—67 —2/7|
10 0 ofl|l6 7 9 8 14 —3/7 1/3 1|0 o 0o 23

P A L u
Observe que o multiplicador mj;, determinado no processo de
eliminagé@o, ndo aparece necessariamente na posigao (/,) da
matriz L por causa das permutag6es das linhas!
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Resolucdo de um Sistema Linear por Fatoracédo LU
COM Pivoteamento Parcial

Suponha que PA = LU e det(A) = de%(P) det(U) # 0. (Note que

det(P) € {—1,1}.) Neste caso, temos
Ax =b < PAx = Pb < (LU)x = Pb < L(Ux) = Pb.

Portanto, podemos
Determinar a solugédo y* de Ly = Pb;
Determinar a solugéo x* de Ux = y*.

Entdo podemos concluir que PAx* = L(Ux*) = Ly* = Pb.
Equivalentemente, temos Ax* = b.
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Exemplo: Resolucdo de um Sistema Linear por

Fatoracao LU Com Pivoteamento Parcial

Exemplo 8

Sejam A e b a matriz e o vetor do Exemplo 6:

123 4
A=|2 3 4|,b= |1
3 4 1 2

A fatoragdo LU com pivoteamento parcial da matriz A resultou
nas seguintes matrizes L, U, P:

0 3
o|,u=1|o
1 0

N= = O
own M
N wlico —
[

)

|
1
o = O
- O O
o O =
[
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Exemplo 8, Continuacao: Resolucdo de um Sistema

Linear por Fatoracdo LU Com Pivoteamento Parcial

Passos a serem executados:

Determinar a solugédo y* de Ly = Pb;
Determinar a solugdo x* de Ux = y*.

100 |2 2
[LIPb]=§10|4:v*= 2,
g 311 —2
341 ] 2 11
Uyl=10 £ § | Q| =x*=]|9],
00 2 | -2 —1
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Teorema 9

Qualquer matriz A € R"™" ndo-singular pode ser fatorada como
PA = LU,

em que U é triangular superior, L € triangular inferior com
diagonal unitaria e P é uma matriz de permutagao.

Como consequéncia, tanto a eliminagédo de Gauss como a
fatoracdo LU com pivoteamento parcial pode ser usadas para
resolver Ax = b sempre que A for ndo-singular.

Se a matriz A for singular, havera um pivé nulo no processo de
eliminacdo com pivoteamento parcial!
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Comandos do MATLAB € GNU Octave

A fatoracao LU de A é determinada através do comando:

>> [L,U,P]| = 1u(d);

O sistema Ax = b é resolvido usando o comando:
>> x = A\b;

que, basicamente, implementa a eliminagdo de Gauss com
pivoteamento parcial.

Alertamos, porém, que o comando >> x = A\b; vai muito além
da eliminagcdo de Gauss! Ele fornecera uma resposta mesmo
quando o sistema € inconsistente ou admite infinitas solugdes!
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Pivoteamento Total

Ha também uma estratégia de pivoteamento total, na qual
busca-se o elemento de maior valor absoluto dentre as linhas e
colunas abaixo do pivo.

O pivoteamento total, porém, requer uma busca longa entre os
elementos da matriz A.

Consequentemente, ndo ha beneficios ao empregar a
estratégia de pivoteamento total!

O pivoteamento parcial é tdo empregado que, ao referir a
fatoracédo LU ou eliminacao de Gauss, geralmente assumimos
0 uso essa estratégia!
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Consideracdes Finais

Na aula de hoje apresentamos a técnica de pivotemamento
parcial para o método da eliminagédo de Gauss e fatoragéo LU.

Na técnica de pivoteamento parcial, permutamos linhas da
matriz de modo que o pivo, i.e., elemento da diagonal, tenha
valor absoluto maior ou igual aos elementos abaixo dele.

O pivoteamento parcial é tdo empregado que, ao referir a
fatoracdo LU ou eliminacdo de Gauss, geralmente assumimos
0 uso dessa estratégial

Muito grato pela atengéo!






