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Introducgao

Na aula anterior, apresentamos o modelo de Leontief, que
pode ser formulado como um sistema linear com n equacoes e
nincognitas:

a11X1 + aioXo + ... a1pXp = by,
801Xy + 8ooXo + ... opnXn = by,

amXy + a@peXo + ... 8nnXn = bp.

Sistemas lineares é provavelmente o mais importante problema
matematico encontrado em aplicagcdes cientificas e industriais.
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Solucdes de Sistemas Lineares

Um sistema linear pode ter nenhuma solugdo, uma tnica
solugdo ou infinitas solugées.

Um sistema linear com n equagées e n incognitas define n
hiperplanos no R".

x € R" é uma solugdo se e somente se x esta na intersecao
destes hiperplanos (retas no R?, planos no R3).

O conjunto de todas as solucdes de um sistema linear é
chamado conjunto solugéo.

Dizemos que dois sistemas lineares sdo equivalentes se
possuem 0 mesmo conjunto solugao.
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Notacao Matricial

Para facilitar a exposi¢ao, identificamos o sistema linear

a11X1 + aioXo + ... a1pXp = by,
8o1X1 + AooXo + ...8opXp = by,

an‘| X1 + an2X2 + ... anan - bn.

com a equagao matricial

a1 a2 ... Qin Xq b1
a1 ap ... anp| [x by

. = )
ant dp2 ... @nn| [Xn bn

ou, equivalentemente,
Ax = b.
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Uma matriz A € R"*" é ndo-singular se, e somente se, existe
uma matriz A, chamada inversa de A, tal que

AA"=ATTA =1,

em que | e R™" denota a matriz identidade.

Equivalentemente, uma matriz A € R"*" é ndo-singular se, e
somente se, det(A) # 0.

Se A é uma matriz ndo-singular, entdo a solucdo de Ax = b é
x* = A" "b.

Logo, o sistema linear Ax = b é admite uma unica solug&o!

Apesar dessa consideragdes tedricas, ndo determinaremos a
solucéo de Ax = b usando A~ pois o célculo da inversa de A
exige um numero desnecessario de operacdes aritméticas!



MS211 - Célculo Numérico

Operacbes Elementares

A aplicacao de operagdes elementares em um sistema linear
Ax = b resulta em um sistema linear equivalente Ax = b, quer
dizer os conjuntos solugéo de Ax = b e Ax = b séo iguais.

Operacoes Elementares

|

m Permutar duas equacoes.
m Multiplicar uma equagéo por uma constante ndo-nula.

m Adicionar (ou subtrair) um multiplo de uma equacéao a
outra.
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Eliminacdo de Gauss (sem Pivoteamento)

Um sistema linear Ax = b é transformado num sistema linear
equivalente Ux = ¢, sendo U uma matriz triangular superior.

Como veremos, Ux = ¢ pode ser resolvido facilmente usando a
substituicao reversa.

Em cada passo da eliminacido de Gauss (sem pivoteamento),
um multiplo de uma equacao é subtraido de uma outra.
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Matriz Aumentada

Dado um sistema linear Ax = b, recomenda-se aplicar o
método da eliminagéo de Gauss a matriz aumentada [A|b].

Aqui [A|b] denota a matriz A concatenada com o vetor b.

Inicialmente, escrevemos A©® = A e b(® = b.

A cada estagio j = 0,1,...,n— 1, operagGes elementares séo
aplicadas no par [AY)|b")] para obter um novo par
[AUT1[bUT1)] com zeros abaixo do pivé que corresponde ao

elemento aj(jf).
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Passos da Eliminacao Gaussiana

No primeiro passo, introduzimos zeros abaixo de aﬁ?)
subtraindo da i-ésima linha de [A® |b(®] um maltiplo m;; = 245
da primeira linha de [A(©) |b(®)].

0 0 0) 0) M M M M
S A Y N G S
ay 8y ... & | by R 0 a5 a, | by

: S : : A
20 400 0| | o a0 Al | e

No j-ésimo passo, introduzimos zeros abaixo de a](-j””, ou seja,

parai=j+1,...,n, subtraimos da i-ésima linha de
, , g=1
[AU=1[bU~1] um maltiplo m; = % da i-ésima linha de

[AU=D|pU-1)]. ’
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Exemplo 0: Um Exemplo Simples
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Solucao do Exemplo 0

Da pagina anterior obtemos:

CX,QAMJS[A_: t]

Q]v)o\lt X*’?-\.l *’-Stzﬁ
N 422 = ¢
. 2T

- 1'(—‘,\ o= q

\{ n

e 4=(2A#3N) L o5

=11 X1
~a )]

)
Lk
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Exemplo 1

Use o0 método da eliminacdo de Gauss para determinar a
solugéo do sistema linear Ax = b, em que

08 -02 -02 —03 05
A_|-02 09 -—02 03| _ |04
~|-03 -03 08 -02 ~ |03

-02 -02 -04 038 0
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Exemplo 1

Use o método da eliminagéo de Gauss para determinar a
solugéo do sistema linear Ax = b, em que

0.8
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-0.3
-0.2
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-0.3
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-0.2
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Resposta: Primeiramente, definimos

[AQ|b©] =

0.8
-0.2
-0.3
-0.2
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Passo 1

08 -02 -02 -03

| 05
02 09 -02 -03 | 04

O©1pO] —

(ATDTI=1 03 —03 08 -02 | 03
02 —02 -04 08 | 0

No primeiro estagio do método da eliminacao de Gauss,
calculamos os multiplicadores

Moy = % =025 m3 =-0.375 e my =—0.25.

0.80 -020 -020 -030 | 0.50
ADpi | 0 08 025 —0375 | 052
0 -0375 0725 -0.3125 | 0.4875
0 -025 -045 0725 | 0.125
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Passo 2

Assim, ao final no primeiro passo:

080 -020 -0.20 -0.30 0.50

|
[A(”\b“)] _| 0 0.85 -025 -0.375 | 0.525
0 -0.375 0.725 -0.3125 | 0.4875
0 —-025 -045 0725 | 0.125
No segundo passo calculamos os multiplicadores
(1) (1)
a —0.
My — 32— 0375 _ 044118 o myp= 2 — 029412,
atl 0.85 atl
22 22
e, com eles, encontramos a matriz aumentada
0.80 -0.20 -0.20 -030 | 0.50
[A(2)|b(2)] _| 0 0.85 -0.25 —-0.375 | 0.525
0 0 0.61471 —0.47794 | 0.71912
|

0 0 —0.52353 0.61471 0.27941
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Passo 3

Calculamos
0.80 -0.20 —-0.20 -0.30 | 0.50
[A(2)|b(2)] _|1 0 0.85 -0.25 -0.375 | 0.525
0 0 0.61471 —0.47794 | 0.71912
0 0 —0.52353 0.61471 | 0.27941
No ultimo passo (Passo 3), calculamos o multiplicador
(2)
Mag — % - 7006513137513 — _0.85167,
a33 '
e determinamos a matriz aumentada
0.80 -0.20 -0.20 -0.30 0.50
0 085 —-0.25 —0.375 0.525

|

3) |37 — |
[A™[b™] 0 0 061471 —0.47794 | 0.71912

|

0 0 0 0.20766 0.89187
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Resultado obtido por Substituicdo Reversa

Considerando que

0.80 —-0.20 -0.20 -030 | 050
0 0.85 -0.25 -0.375 | 0.525
0 0 0.61471 —0.47794 | 0.71912
0 0 0 0.20766 | 0.89187

[A®)b®)] =

Finalmente, usando a substituicdo reversa, a solugéo do

sistema linear é
4.3226

« 3.8387
4.5092
4.2949
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Sistema Triangular Superior

Se U € R™" é uma matriz triangular superior ndo-singular, i.e,

U1 U2 Uz ... Ugp
0 Uoo U2z ... U2p
U= 0 0 Uz ... Usp ,
| 0 0 0 ... up]
com u; # O paratodoi=1,...,n, entdo asolugdode Ux =c é

determinada usando a chamada substituicdo reversa (do inglés
back substitution). Formalmente, tem-se

1 ¢ .
xi=—-|c- > ux |, parai=nn-1,...1.
i j=i+1

A substituicio reversa efetua O(n?) operagdes aritméticas.
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Exemplo 2

Resolva o sistema triangular superior Ux = ¢, em que

08 -02 -02 -03 0.5
U— 0 +085 -025 -0.38 e c— 0.53
|0 0 0.61 —-048 ~|0.72

0 0 0 0.21 0.89
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Exemplo 2

Resolva o sistema triangular superior Ux = ¢, em que

08 -02 -02 -03 0.5
U— 0 +0.85 -0.25 -0.38 e c— 0.53
0 0 0.61 —-048 0.72
0 0 0 0.21 0.89

Resposta: A solucéo do sistema Ux = ¢, que resolvemos na
aula anterior usando a substituicido reversa, €

4.32
. |3.84
4.51
4.29
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Algoritmo da Eliminacao de Gauss

Entrada: Matriz ndo-singular A € R™*" e vetor coluna
beR".
paraj =1 até n— 1 faca
para/ =+ 1 até nfaca
aji
i
| b,' = b,' — m,-jbj.

para k =j + 1 até nfaca
B aj = aik — Mjjajk

fim
fim

fim
Saida: Matriz triangular superior A e b.
No algoritmo acima, U e ¢ sdo escritas sobre A e b.
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Numero de Operagdes da Eliminacdo de Gauss

No loop para j, efetuamos
n—1
(#operagdes) = Z (#operagoes efetuadas no estagio j).
j=1
O loop para i, resulta em outro somatério
n—1 n
(#toperagGes) = >° ) (operagées efetuadas na linha /).
j=1 i=j+1
Nalinha i/, efetuamos 1 +2+2(n— (j+ 1)) =2(n—j) + 1
operagoes. Assim, o numero de operagdes efetuadas na
eliminagédo de Gauss é

(#0peragdes) — Z Z (n—j)+1] §n3—gn2—%n+1 — O(n?).
j=1i=j+1
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Fatoracao LU

Os multiplicadores mj; podem ser organizados numa matriz L
triangular inferior com diagonal unitéria:

1 0 0O ... 0

moq 1 0 ... 0

L= |[M31 M3 1 ... 0
_mn‘] mn2 mn3 e 1_

A matriz original A, a matriz triangular superior U obtida no
final do processo de eliminagédo e a matriz L triangular inferior
com os multiplicadores satisfazem:

A =LU,

chamada fatoracao LU de A.
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Resolucdo de um Sistema Linear por Fatoracédo LU

|
Suponha que A = LU e det(A) = det(U) # 0. Neste caso,
temos
Ax=b < (LU)x =b < L(Ux) =b.

Portanto, podemos

Determinar a solugéo y* de Ly = b;

Determinar a solugéo x* de Ux = y*.
Entdo podemos concluir que Ax* = L(Ux*) = Ly* = b.
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Sistema Triangular Inferior

Se L € R™" é uma matriz triangular inferior ndo-singular, i.e,

[;4+ O O ... O]
by ko O 0
L= |ht h2 h3 0,
_/n1 /n2 /n3 oo Inn_
com lj # Qparatodoi=1,...,n entdo asolucdode Ly =b é

determinada usando a chamada substituigdo direta:

1 i—1 ]
yi/..(bfZl"fo)’ parai=1,2,...,n.
1 j=1

A substituicio direta também requer O(n?) operagdes.
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Exemplo 3

Resolva o sistema triangular inferior Ly = b, em que

1.00 0.00 0.00 0.00 0.5
L —-0.25 1.00 0.00 0.00 e b- 0.4
- |-0.38 -0.44 1.00 0.00 ~ |03

-025 -029 -0.85 1.00 0
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Exemplo 3

Resolva o sistema triangular inferior Ly = b, em que

1.00 0.00 0.00 0.00 0.5
L —-025 1.00 0.00 0.00 e b- 0.4

—-0.38 -0.44 1.00 0.00 0.3

—-025 -0.29 -0.85 1.00 0

Resposta: A solucédo do sistema, obtida usando substituicéo
direta,éLy =b é
0.50
« |0.53
Y = lo72
0.89
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Custos Computacionais em termos do # de
Operacoes Aritméticas

|
O(n?) para a resolver Ly = b usando substituicéo direta;

O(n?) para a resolver Ux = y usando substituigio reversa;

O(n®) tanto para determinar a fatoragdo LU quanto para
resolver Ax = b usando eliminagao Gaussiana.

Vale a pena determinar a fatoragcao LU de A???

A fatoracdo LU € particularmente Util se precisamos resolver
varios sistemas lineares Ax = b(*)_ com diferentes vetores b(¥).

Na pratica, pode-se guardar as entradas de L e U numa Unica
matriz R, sobreescrevendo A.
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Um Método Simples para Determinar a Fatoragdo LU
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Dica porque A = LU é valido

No exemplo anterior,

1 2 3 1 0 0][1 2 3 1 00
AV —-10 -1 —2|=|-2 1 0|]2 3 4|=|-21 0fA
0 -2 -8 30 1|3 4 1 -3 0 1
1 2 3 1 0 O0][1 2 3
U=A®—-1|0 -1 —2(=1]0 1 o]0 -1 -2
0 0 -4 0 2 1] |0 —2 -8
1 0 0][1 00
-10 1 o|l|-2 1 0|A
0 2 1] [-3 0 1
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Portanto,
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Exemplo 4

Determine a fatoragdo LU da matriz

08 -02 -02 -03
-02 09 -02 -03
-03 -03 08 -02
-02 -02 -04 038

A=
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Exemplo 4

Determine a fatoragdo LU da matriz

08 -02 -02 -03
-02 09 -02 -03
-03 -03 08 -02
-02 -02 -04 038

A=

Resposta: Com base nos exemplos anteriores, tem-se

1.00 000 0.00 0.00| (080 —-0.20 -0.20 -0.30
-025 1.00 0.00 0.00(]|0.00 085 -0.25 —-0.38
-038 -0.44 1.00 0.00(|0.00 0.00 061 —-048
-025 -029 -0.85 1.00| [0.00 0.00 0.00 0.21

L U

A =
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Resolucdo de um Sistema Linear Usando Fat.
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Resolucdo de um Sistema Linear Usando Fat. LU, I

(c.r(-~l)\Ae Gue.en ey ne e Hoe /-‘)1’0
& L-(Ux)=hb

] .
ey, veps Qv €O Loy
! @ Ux=y
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Resolucdo de um Sistema Linear Usando Fat. LU, I

fxguple . '5,\
Renlve Ax=b owdle '"'K'fs(

\. L\./=\o

oy awmewtede

o o ('S
1 020

]
2
3
5307
-5
|\/0| «? BT R
2
--3
g -4 t Y2

= 73;-8#(-5:'___1

(K3
b IO)
-4
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Resolucdo de um Sistema Linear Usando Fat. LU, IV

1. Ux=vy

4 6 3 ''°
~> & 25 -10 |ll0
o o 1 -9

q)(3 -4 = X3=’¢'

25 %, 410210 = X2

9x, -3 = 1§ = x,=18 2% 2
2
*®* o
-1\ .
2
-\
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Consideracdes Finais

Na aula de hoje, apresentamos uma breve revisédo de
aritmética matricial e destacamos que tanto o produto matricial
Ax como a solugéo de um sistema triangular requerem O(n?)
operagoes.

Na aula de hoje também formalizamos o método da eliminagao
de Gauss que foi brevemente introduzido na aula anterior.

Observamos que o0 método da eliminacdo de Gauss é
equivalente a fatoragéo LU, no qual escrevemos A = LU. Tanto
a eliminagdo de Gauss como a fatoracdo LU requerem O(n®)
operagdes.

[ Muito grato pela atencao! ]




