MODELAGEM NUMERICA DE FRATURAMENTO
HIDRAULICO

Philippe R B Devloo*  Paulo Dore Fernandes’  Sénia M. Gomes?
Cedric Marcelo Augusto Ayala Bravo® Renato Gomes Damas I

11 de maio de 2004

1 Introducao

O fraturamento hidraulico em formacoes de alta permeabilidade vem se constituindo numa
técnica altamente utilizada na Bacia de Campos, seja como estimulacao de pogos produtores,
manutencao de inje¢ao de Agua para recuperagao secundaria ou como alternativa a contencao
de areia em formagoes pouco consolidadas. ([3])

Os simuladores mateméaticos de fraturamento hidraulico adotam geometria bidimensional
ou pseudo-tridimensional e nao tém apresentado bons resultados em formacoes de alta per-
meabilidade e/ou fluidos de baixa eficiéncia. Este problema tem sido constatado nas anélises
de declinio de pressao realizadas apds operacoes de frac-pack.

O presente relatério corresponde ao desenvolvimento de uma simulacao numérica do fend-
meno frack-pack de maior sofisticacao, incluindo modelagem de resposta elastica do meio
poroso e modelagem de propagacao de fratura. Esta simulagao envolve as seguintes etapas.

1. Definicao do Modelo Matemaético:

Os modelos propostos incluem a modelagem do escoamento do fluido dentro da fratura,
da resposta elastica do meio poroso e da simulacgao da filtracao do fluido de fraturamento
para o meio poroso (leak-off). Especificamente, consideram-se as seguinte hipoteses.

e O volume de fluido é conservado. Esta lei de conservacao relaciona o fluxo de
fluido com a variacao da area de fratura e a quantidade de fluido que vaza pelas
paredes do poco.

e A abertura da fratura ¢ uma conseqiiencia da pressao sobre suas paredes. Este
fenbmeno é a resposta elastica da rocha em torno da fratura.
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Figura 1. Fratura induzida hidraulicamente

2. Definicao do Modelo Numérico:

Utilizam-se aproximagoes por elementos finitos para simular o escoamento do fluido
dentro da fratura e para o acoplamento entre pressao e abertura da fratura.

3. Implementacao Computacional do Modelo Numérico:

O aplicativo (PZ), baseado na técnica dos elementos finitos para a solugdo de problemas
de valores de contorno e problemas de valores iniciais, é proposto como base para
implementacao dos algoritmos de aproximacao. Como resultado, tem-se um software
desenvolvido utilizando a filosofia de programacao orientada para objetos e composto
por modulos. Assim sendo, varios modelos podem ser incorporados e oferecidos ao
usuario como op¢ao de execucao

1.1 Aspectos Geométricos

A fratura é uma regido no espaco tridimensional que varia com o tempo. Considera-se a
configuracao para a fratura de um meio poroso como indicada na Figura 1. Adota-se o eixo
x como a diregdo principal de propagagao da fratura, o eixo z na vertical (na altura) e o eixo
y na abertura da fratura. Desta forma, tem-se que a fratura ocupa a regiao

i< B2,

em que w(zx, z,t) define a amplitude da abertura da fratura na diregdo do eixo y.

A visao de uma secao vertical, ortogonal ao eixo x de propagacao da fratura, é mostrada na
Figura 2 com um contraste simétrico de tensoes de confinamento ¢ do tipo degrau. Indicam-
se alguns pardmetros tipicos a serem considerados: a altura da fratura é h e H, = 2b é a
altura do reservatorio.
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Figura 2: Configuracao de fratura em meio poroso

2 Formulacao Matematica

No modelo matemaético, as quantidades principais a serem modeladas variam de acordo com
as coordenadas espaciais x, ao longo do eixo principal de propagacao da fratura, z na vertical
e com o tempo t.

As equagoes que definem as relagoes entre as principais varidveis do modelo sao descritas
a seguir.

Resposta Elastica do Meio Poroso

A relagdo entre a pressdo do fluido e a abertura da rocha ¢ dada pela férmula [1].

B G 0 (1N ow 0 (1\ow| 6 ,.,
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em que r = \/(x — )2+ (2 — 212, G & o modulo de cisalhamento e v é a razao de Poisson
do material. Esta integral é singular e é considerada no sentido do valor principal de Cauchy.

Modelo para o fluxo de fluido

No interior da fratura, considera-se um fluxo bidimensional ¢ = ¢ (z, z,t). Tipicamente,
o fluxo depende do gradiente da pressao do fluido e da abertura da fratura. No modelo
Newtoniano, esta dependéncia ¢ dada por (|2])

q 12ﬂVp (2)



Para o modelo nao Newtoniano, considera-se o modelo reolégico de poténcia no qual o fluxo
possui o seguinte comportamento

201 I\ 22 1—a
ﬁ _ - _ o
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em que k ¢é o indice de consisténcia do fluido e a é o grau de seu comportamento nao
Newtoniando. Quando @ = 1 o modelo corresponde ao caso Newtoniano.

Modelo de Carter para o leak-off e sua implementagao

Em um processo de fraturamente hidraulico com 100% de eficiéncia de fluxo, todo o fluido
injetado na fratura corresponde em aumento de volume de fratura. A fratura sendo induzida
em um meio poroso, por onde o petrdleo precisaré escoar, perde-se uma parte do fluido de
fraturamento para o meio poroso. O efeito desta filtracgao é comumente modelado por um
modelo desenvolvido por Carter, em 1957. Em tal modelo, a perda de fluido, por unidade de
tempo, para o meio poroso de uma area A, exposta no tempo 7, ¢ igual a

) = 4 (st =)+ 52— ), @

em que « ¢ o parametro definido no modelo de Carter e vy, ¢ o volume de fluido transmitido
para o meio poroso instantaneamente ap6s exposicao ao fluido fraturante.

Para o célculo diferencial é preciso trabalhar com a perda de volume por unidade de area.
Denotamos entao

Q) =1 )

como fluxo leak-off por unidade de area. O volume transmitido para fluido filtrado pela area
A entre os instantes t; e ty é dado por

A’Usp—l-AOé\/tQ—T t1 <7<t
Vi(tite) =
Aa(yta — 17— /t1 — T)x T<t

Lei de conservacao de massa

A relagao entre o fluxo de fluido na fratura ¢, a abertura da fratura w(x, z,t) e a quantidade
de fluido @); que vaza pelas paredes do poco é dada pela lei de conservacao

dw(?) + aa_?;) + Ql = 0. (6)
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Figura 3: Regiao computacional e condigoes de fronteira.

3 Modelo de Elementos Finitos

Considera-se uma regiao computacional retangular {2 no plano x X z, que deve ser suficiente-
mente ampla para conter a fratura durante o periodo de tempo a ser analisado. Considera-se
em () uma malha M composta de pontos com distribui¢ao regular. Conforme indicado na
Figura 3, precreve-se o fluxo de flido § = 7, na lateral direita da regido computacional,
dado pelas condicoes de operacao do fraturamento. Nas demais laterais, assume-se que o
fluxo é nulo.

A discretizagao temporal também é feita em niveis regulares de tempo. Os dados com sub-
indice i corresponden & posigao espacial do ponto (z;, z;) € M e o super-indice n corresponde
a valores tomados no tempo t" = nAt.

Descrevem-se a seguir as varias etapas na obtengao do modelo numérico.

3.1 Formulacao Discreta da Relagao Pressao—Abertura

A relacao entre os valores nodais da pressao e do deslocamento é estabelecida ao considerar
que a pressao liquida p — o & localmente constante nas células R} da malha M* justaposta a
malha M. Na Figura 7, se os retdngulos em linha pontilhada formam a malha M, é mostrado
um retangulo tipico da malha M?*.

Consideram-se aproximagoes

w(x, z,t") = Zw?%(z,z), (7)

em que as fungoes V;(x, z) formam a base de elementos finitos bilineares associada & malha
M. Cada uma destas funcgoes basicas esta localizadas nas quatro células da malha que
possuem (z;, z;) como vértice comum.

ot
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Figura 4: Malhas duais

Integrando a lei constitutiva (1) sobre cada R}, e levando em consideragio a expansao de
w na base de elementos finitos bilineares associados a M, obtém-se a relagao

0o 0 ow
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em que m; = [p. drdy e
J
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Sendo assim, o modelo discreto para o calculo de p?™! em termos dos valores da abertura
w*! & dado por uma relacio matricial linear

pn+1 — TWn—i-l + 27 (10)

em que X = (o;) refere-se a pressdo de confinamento da rocha. O detalhamento do calculo
de T;; ¢ feito no Apéndice. As Figuras 5 e 6 ilustram os resultados destes célculos. Para um
dado ponto, de indice 7, sao plotados os valores 7;; sob a influéncia de tal ponto. No primeiro
caso a posicao de ¢ é central e no segundo exemplo sua localizagao fica no extremo inferior
direito da malha.



Figura 5: Tj;: o ponto 7 & central

Figura 6: T;;: o ponto i ¢ o extremo inferior esquerdo



3.2 Esquema de Galerkin para a Lei de conservacgao

Multiplica-se a lei de conservagao (6) por uma fungio teste e integra-se por partes obtendo
a formulacgao variacional

/Q (-V‘I’i-7 + ‘I’ZW + q’in) dxdz + 7 Vilaq = 0, (11)

em que 0f) é a fronteira do dominio computacional.

Discretizacao Temporal e Espacial

Sejam w]' e pl' os valores de w e p nos pontos (z;,z;) da malha de discretizacio M e no
instante ¢ = t". O modelo discreto tem como base aproximagoes em termos de elementos
finitos bilineares.

Efetuando a derivada temporal por meio de diferenca finita, aplicando o procedimento de
diagonalizagdo da matriz de massa (mass lumping), obtém-se o modelo discreto

. ot tn+1
[ VU dedy + T 1 [ Quidt + T Wian =0, (12)
Q At tn
em que V; = [ ¥;dzdy.
Levando em consideragao a expressao do fluxo Newtoniano (2) on ndo Newtoniano (3), e a
dependéncia da pressdo em termos da abertura da fratura dada na formula (10), a formulacao
discreta (12) pode ser expressa em termos de uma equagao vetorial nao linear envolvendo a

abertura w"t! = (w?*!) e a pressdao p"*' = (pI't!) da forma

G(w"t p"th) + FIt = 0. (13)

As componentes de G(w, p) = (G;(w, p)) resultam da soma de dois termos
Gi(w,p) = —At /Q VU, T dedy + T, (14)
O primeiro termo contém informacao sobre a conservacao de massa em um periodo de tempo
At devido ao fluxo de fluido nas quatro células em torno do ponto (x;,y;), enquanto que e o

segundo traduz o acumulo de massa nestas células. No calculo destas componentes, adota-se
a aproximagao do gradiente da pressao por elementos finitos

As componente da forgante F*! sdo

tn+l

que contém informacoes sobre as condigoes de contorno e a perda de fluido através das paredes
da fratura (leak off).



Figura 7: Propagacao da fratura

3.3 Algoritmo de Evolugao Temporal

O algoritmo de evolucao temporal (w™, p") — (w"™! p"*1) é composto de trés partes
principais.

3.3.1 Algorimo de Propagacao da Fratura

No nivel de tempo t", classificam-se os pontos (z;,y;) da malha computacional em trés tipos

e Pontos abertos: sdo aqueles no interior da fratura, em que w(x;,y;,t") > 0

e Pontos passiveis de abertura: em que w(x;,y;,t) = 0 mas o residuo da lei de conservagao
estd acima de um dado nivel de tolerancia e;

e Pontos fechados: sao aqueles que nao sao abertos nem passiveis de abertura.

Na Figura 7, apresenta-se um exemplo ilustrativo, em que indicam-se os pontos abertos com
um circulo em azul, os pontos passiveis de abertura com um um circulo vermelho e os pontos
fechados com um z.

Levando-se em conta esta classificacdo, e para se fazer a evolucao temporal de ¢ a t"1,
adota-se a seguinte convencao para o calculo do fluxo de fluido, em cada célula da malha
computacional.

e Se os quatro nos da célula sao abertos, ou passiveis de abertura, calcula-se o fluxo pela
formula do modelo reologico de poténcia (células marcada com a letra a na Figura 7).

e Se algum dos quatro nés da célula for um ponto fechado, considera-se o fluxo nulo em
tal célula (todas as células sem marca na Figura 7)

Com este critério, o modelo permite a abertura de, no maximo uma camada de células, em
cada passo de tempo.



3.3.2 Ajuste do Algoritmo de Newton

O principio do ajuste consiste em eliminar do calculo os noés onde a solugao é negativa.
Para isto, deve-se verificar, em cada iteragao do método de Newton, o valor da aproximacao
produzida. Caso ocorra, em alguma posi¢ao, um valor negativo, considera-se tal ponto fe-
chado,impondo a condi¢ao de contorno de Dirichlet nula, e ajusta-se a solu¢ao para a nova
configuracao. Desta forma, faz-se necesséario reconstruir a matriz de rigidez e o vetor de
carregamento para recalcular a solugao na nova configuracao. Este processo é repetido até
obter um residuo suficientemente pequeno.

Apos isto, toma-se o cuidado de verificar se na solucao encontrada, alguns nés que estao
fechados poderiam ser abertos. Um né somente abrird quando a quantidade de fluido trans-
portado para ele for superior & quantidade de fluido que ele pode absorver por leak-off. Para o
calculo do leak-off em noés fechados, calcula-se o vetor de carregamento, sem aplicar condi¢ao
de contorno. O leak-off ¢ entdo calculado baseado no valor do vetor de carregamento (fluxo
de Neumann). Quando o fluxo que chega no né é maior que sua capacidade absorgao ele é
designado aberto e as iteragoes de Newton sao reiniciadas.

O algoritmo termina quando a norma do residuo é pequena e nao existe nenhum né
passivel de abertura.

Detalhes Sobre a Implementagao Computacional

Para a implementagao computacional do método de Newton, levam-se em consideragao os
seguintes aspectos.

e apresentam-se os detalhes para as expressoes das componente matriciais K] e Kfj
para o caso de fluxos ndo-newtonianos de poténcia de interesse neste trabalho. As sub-
matrizes tangenciais K" e KP sdo esparsas, visto que seus elementos K e Iij se anulam
quando as fungdes bésicas ¥; e U; ndo se interagem (i.e. ndo possuem células comuns
em seus suportes). Por outro lado, para o caso do operador de acoplamento entre a
pressao e a abertura da fratura, por ser um operador integral, a matriz de discretizacao
T é de carater global. Ou seja, o valor da abertura em um determinado ponto influencia
o caclulo da pressao em todos os demais pontos da malha. No entanto, afastando-se
do ponto, ocorre um decaimento no grau de influéncia o qual pode ser desprezado, a
partir de uma certa distancia. Desta forma, a matriz 7 efetivamente implementada é

também uma matriz esparsa.

e Tendo em vista a relagdo matricial em (10) e o modelo discreto da lei de conservagao
em (13), poder-se-ia pensar em obter um esquema que combinasse ambas equagoes em
apenas uma, a qual envolveria somente os valores da abertura da fratura, como feito
em relatoérios anteriores. No entanto, um tal procedimento, acarretaria na perda de
esparsidade das novas matrizes tangenciais, prejudicando a eficiéncia computacional do
método. Portanto, com o objetivo de facilitar a implementagao computacional no am-
biente PZ, considera-se conveniente manter o modelo com as duas equagoes (13) e (10),
envolvendo explicitamente tanto a abertura quanto a pressao, como se fossem variéveis
independentes. Portanto, as varidveis importantes do problema sao os valores nodais
da pressao p;' e da abertura da fratura w]', que sao consideradas separadamente. Se

10



n o numero de pontos da malha computacional, entao utilizam-se vetores de dimensao
2n para armazenar os dados do problema.

Para a solugcao dos sistemas lineares que ocorrem na evolucao temporal do modelo
numérico o método iterativo GMRES é apropriado.

No caso especifico do sistema (?7?), a matriz de iteragdo ¢ da forma

Kw o Kr
K- ( kK ) |
em que todas as sub-matrizes K e KPe 7 sao esparsas. No ambiente PZ, as operacoes
com tais matrizes sao efetuadas por diferentes tipos de objetos. Observa-se também

que, no caso em questao, aquelas componentes do residuo referentes a pressao sao
sempre nulas. Desta forma, considera-se conveniente a utilizacado da seguinte estrutura

de dados.

— Considera-se o armazenado de dados em vetores [wp], de dimensao 2n, intercalando-
se as informacoes referentes a abertura e a pressao em cada ponto da malha. Este
efeito é produzido pela operacao de merge

[wp] = merge(w, p) = {wy, p1, w2, Pa, - - - }.

— Constroi-se-se uma matriz [K] de dimensdo 2n x 2n, intercalando-se linhas nulas
com linhas nao nulas, de tal forma que o efeito da multiplicacao

Kl lwp]

seja um vetor contendo os valores resultantes da aplicacao K”w+CPp intercalados
com componentes nulas. Precisamente, sendo /,,([K]) a m-ésima linha de [K], tem-
se que

1. 4,,([K]) é nula se m for par;
2. 0,,([K]) = merge((,,(K"), £,,(K?)), se m for impar.

— Dado um vetor [r] de dimensao 2n, considera-se também uma operagao reversa de
decimacao dec([r]) que remove de [r] as compondentes de indice par.

Sendo assim, em cada passo do método GMRES, faz-se o calculo do residuo executando
as seguintes operacoes .

1. Conhecendo-se wy, calcula-se
pr =7 (wi) + 2

2. Define-se [wp| = merge(wy, px) e [b] = merge(b, 0)

3. Calcula-se o residuo

[r] = [0] = [K][wplk
4. Define-se ry = dec(]r]).

11



4 Apéndice: Modelo Discreto da Relagcao Pressao-Abertura

Conforme indicado na descrigado do modelo 3D, a dependéncia entre os valores discretos da
pressao e os da abertura da fratura é dada pela formula

. 0 ow
Pi = Uj+ 7(1—v)m /*/ [axl (;)_ 3—< )821d$d2dmdz
G n
B Uj+47r(1—u)m—jzizﬂjwi’

. . .
em que m; = | R dxdy, o; sao os valores da pressao de confinamento e

DA (x,y) OB (z, 2)
com Lo
Al :/ ’ 1
(z,2) v 7 00 dxt d?', (16)
: 19w
Bilw,2) = [ - dat d, 1
(x,2) w7 02 dx' dz (17)

Para obter os valores 7};, integra-se o primeiro termo em (15) na variavel = e o segundo termo
na variavel z. Denotando R} = [u,v] x [s, ], tem-se que

T = /:[Ai(v,x) — A'(u, z)|dx + AU[Bi(x,t) — B'(z, s)]dx.

Denominando o suporte de ¥¥(x) por Supp(¥?), consideram-se dois casos.

1. R;N Supp(¥?) = P: Neste caso, ndo ocorre singularidade no termo % sobre as laterais
de R* e todas as integrais podem ser calculadas por uma regra de quadratura gaussiana
usual.

2. NS up(p¥?) # (): Neste caso, o termo < - pode ser singular. A idéia ¢ usar quadratura
gaussiana apenas na integral externa, calculando a integral interna exatamente, para
cada ponto de quatratura.

Descrevem-se, a seguir, os passos a serem seguidos no célculo de 7;; no caso singular.

Caso Singular

Considera-se primeiro a integral do tipo

o
/ A'(x, z)dz

As demais sao feitas de forma analoga.

12



Dada uma férmula de quadratura

[ 1@z X f(P),

$ Pes

considera-se a aproximagao

[ Al )z = X e i),

pPeS

em que

: 10v!
A'(P) = / ———da' d?.
Sup(¥i) T Ox!

Observa-se que r = r(P, P!)) = \/(3:* — a2 — (2 = 21)2 = ||P — PY|, em que P = (2%, 2%)
¢ um ponto de quadratura sobre a lateral de R* e P! = (2!, 2!) representam os pontos do
suporte de U,

Pela forma bilinear das funcoes da base, o supporte de ¥ ¢ formado por quatro retangulos
da malha M. Em cada um desses retangulos, suas derivadas parciais com relacao a uma das
varidveis ¢ um polindmio de grau 1, que depende apenas da outra varidvel. Por exemplo,
%‘i’f ¢ um polindémio de grau um na variavel z'. Portanto, no cilculo de A(P) consideram-se
integrais do tipo

1

J(l)(P) = R;dajl dzl (18)
Zl

Joy(P) = /R “da' d (19)

sobre os quatro retangulos R da malha M que formam o suporte de W',
Recorda-se que o caso de interesse aqui é o singular, em que o ponto P estd em R.
Consideram-se coordenadas polares com origem em P = (x*, z*)

l

a2t = a* + rcosf
Zz'=2z"+rsinf

Se P esta o interior de R, separam-se as integrais em (22) e (23) nos quatro tridngulos
Ay, k = 1,2,3 e 4, definidos pelas linhas diagonais que unem o ponto P aos vértice do
retangulo R. Como indicado na Figura 8, denota-se por 6; o angulo formado por estas
diagonais com o eixo z = z*. Para k = 1,2 e 3 toma-se o sentido anti-horario de tal forma
que 0 < 6 < 7/2 <0y <m <03 <3n/2. Para k = 4, considera-se o angulo —7/2 < 6, < 0,
no sentido horario. Valem as seguintes relacoes:

tgelzg tgﬁgz—g
tgﬁg:g tg¢94:—§

Restringindo J;)(P) no subdominio A;, obtém-se

13
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Figura 8: Regides de integragdo no elemento retangular R. (P = (z*,y*) é o ponto de
quadratura da lateral de R*)

91 r(6) 0
T = /A “dw dz = / / —rdrde— /9 r(6)d9,
1 4

em que 7(f) é o raio maximo em cada diregdo . Em A, tem-se que

r(0) =

a

cos 0

Consequentemente,

01 df
T = / .
Ly =@ 0, cosf

Pelas técnicas usuais de integragao, resulta que

o df 0
/94 =g = In |sec 0 +tg 0],
b 1 6]
—_— bl _ 2L
{ " cos 0 + a cosf; a }
Levando em consideracao que
cos 0 = ¢ cos 04 = ¢

VRN VRS

conclui-se que

Jon = { mm} (20)



Anéalogamente, para k = 2,3 e 4

1 Ok
ﬁLmzzjik;dxdz=:/“ r(0)d0,

Or—1
em que
sirll) 0 k=2
7"(9) = coz 0 k=3
_sif 0 k=4
Portanto, levando em consideracao que
02 O 0
= 0 — cotg 0],
/91 p— n |cossec cotg 0|],
i [ 51 e = 1)
= n —_ — [
sinf, b sind; bl)’
e que
- b - b
sin ) = —— sin g = ———,
Va1 LV
conclui-se que
VU +ao? +a
J(1,2) =bln |—m——— .
V2P +a?—a

Observa-se que esta formula pode ser obtida diretamente da férmula anterior, bastando em
Ja,1) fazer as substitui¢oes a = b, b = a, 3 = a. Seguindo o mesmo procedimento, para o
calculo de J 3) ¢ suficiente fazer em (20) as substituicdes a = o, b = 3, § = b para obter

T = / ldx dr=alln —‘M_M
W= fy g VT b|f
Por tultimo, fazendo as substituicoes a = 3, b = a, = «, conclui-se que

1 VB +a? +
J(1,4) == /A4 ;dmdx:ﬁ{ln \/5274_—;2_2} (21)

Em resumo,

Joy(P) = Jauny+Juz +Jas) +Jaa
B mﬂ
" VT -

i b{l ’\/m+a
Wm}

VRt @ —a
- on [ Y555
{ } (22

Lo VB +ad+a
VT aZ -«
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Observagao: Fazendo o ponto P aprorimar-se das laterais do retdngulo R, € necessdrio
considerar formulas assintdticas correspondentes. Por exemplo, seja P um ponto sobre a
lateral a direita, de tal forma que a = 0, 6, = w/2 e 0, = —m/2, Portanto, tem-se que
Jag) =0, Jaz3) fica da mesma forma e

V2 + a4+«
Jug = bln |
g
= fBln |—F————]|.
J01,0) pin JE LA —a

No caso da integral Ji9)(P), tem-se que

Joy(P) = R%dw dz
2r rr(0) 9 i
_ / / Yy +Tsmerdrd0
o Jo r

— (P)+1/2ﬂ' 6 r(6)2d6
= Y Ja 2 Jo S r .

Novamente, subdivide-se a segunda integral do lado direito da equagao acima nas sub-regioes
Ay. Para 04 < 60 < 6, tem-se que

91 91 1
/ sin 0 1(0)2d9 = a2/ Sin 6 g
0

04 , cos? 0

cos 61 ]
= —ad? / L du
cos 04 U2
1 1
- gl
cos #; cos 60,

= o{VaEE - o s )

Na segunda regiao tem-se que

02 92 ]_
in 0 r(0)°d) = b df
/ sin 6 r(6) /0

0, , sin 6

2l V2 + o+«
= n _—

Vb2 +a?—a
Procedimentos anélogos conduzem as formulas

03 s sin 6
in 0 r(0)2d) = o do
/ sin 6 r(0) « /9

0o , cosZ 6

= o {\/a2 +0? —/a? +62}

94 94 ]_
in 0 r(6)2%d0 = 3 do
/ sin 6 r(0) 16 /0

}

03 5 sin 6
_ 2l Va2 + 3% —a
Va4 52+«
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Portanto, conclui-se que
Jo(P) = v Ju(P)

1
+ 2{& \/a2+b2—\/a2+62]
+ b2l \/m‘i'ﬁ
V0 +a? —a

4 a[m_m}
R ] 2s)

VTP ra
O objetivo agora ¢ estabelecer formulas de conexao entre os valores de 7T;; quando diferentes
malhas sao geradas, a partir da malha de referéncia, por operacoes usuais de escalonamento.
Em primeiro lugar, considera-se a questao de relacionar os valores Tj;, associados com
0 i-ésimo ponto da malha, de coordenadas (mAx,nAz), com os valores Ty, dos coeficientes
associados ao ponto de referéncia (0,0). Primeiro, observa-se que as fungoes da base de ele-
mentos finitos ¥;(z!, 2!) sdo as transladadas da fungao basica de referéncia ¥,. Precisamente,

+ 321

4.0.3 Translagao e Escalonamento

Uy 1
‘I]z<x 7Z> - ‘IIO(‘T 72)7
em que considera-se a mudanca de coordenadas

=l l

T =z —mAx, 7

=l —nAz.

Adotando este novo sistema de coordenadas nas equagoes (16) e (17), e observando que

r= \/(x — a2+ (z =22 = \/((x —mAz) —T)2 + ((z — nAz) — 212,
resulta que

Ai(x,z) = Ag(x —mAx, z — nAz)
Bi(z,z) = By(r —mAx,z —nAz).

Portanto, substituindo essas expressoes em (15), e supondo que R} ¢ o retangulo centrado
no j-ésimo ponto de coordenadas (pAx,gAz), conclui-se que

Tij = Toe
em que /¢ é o indice correspondente ao ponto de coordenadas ((p — m)Az, (¢ — n)Az).

Conhecidos os valores T;; associados a uma certa malha M, com espagamentos Az e Az,
¢ de interesse saber relaciona-los aos valores Tz}\ correspondentes & malha re-escalonada M?,
com espacamentos Az/\ e Az/)\. Tendo em vistas as propriedades de translagdo descritas
anteriormente, ¢ suficiente conhecer tais relagdes no caso do ponto de referéncia (0, 0).
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Sabe-se que

Uy (2!, 2 = Wo(Aa!, A2).

Portanto o) 0w
0
Observa-se também que
r:\/(x—xl)2 (z — 2 :—\/)\x—)\x) + (Az — AzhH)2
Essas expressoes conduzem a que
19%;
AN _ / 1OV o0
O(x’ Z) supp\IlA r 8xl de’ dz
— )\2/ 3‘1’0 (/\xl /\Z) drt dz
supp¥y \/ A\x — )\xl + (Az — A\zt)?
= / (%l (:El ?) dat d2!
upp¥o \/ Ar — )2 + (Az — 21)?

= Ag(\x, \z).

Analogamente, tem-se que B} (z,2) = By(\z, \z). Consequentemente, se R)* é um re-
tangulo da malha dual M**, centrado no ponto de coordenadas (pAz/\,qAz/)\), tem-se
que

T, = / 043 — Yz, 2)dx d2+/ (x,z)dx dz
’ RM Oz
= A 38110 (Az, Az)dx dz + A . aazo (Az, Az)dx dz
— i\ - 8813:0 (x, 2)dx dz + p %(m, z)dxdz
_ i,

em que j é o indice associado ao ponto (pAz,¢Az) da malha M.
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