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Resumo
Em numerosas aplicagdes, € de interesse a respresentacao multiescala dos fendmenos

envolvidos. Neste sentido, consideramos representacdes em malhas diddicas em que
os valores discretos sdo médias nas células da malha. As principais transformagdes
sdo operadores de previsdo e restri¢do relacionando as informagdes entre niveis con-
secutivos de discretizacdo. As diferencas entre os valores exatos e os obtidos pelo
operador de previsao sdo codificadas e representam os detalhes entre os dois niveis.
Definimos esquemas adaptativos em que células sdo removidas da estrutura onde os
detalhes entre dois niveis sdo insignificantes. A estrutura de drvore bindria facilita a
codificacdo e permite operacdes eficientes neste tipo de representacao adaptativa.

1 Introducao

Em simulacdes computacionais de problemas fisicos, como em eletromagnetismo compu-
tacional, os campos sdo tradados em termos de valores discretos associados a uma malha.
Vérias maneiras podem ser usadas para fazer essa discretizacdo. Neste sentido, nosso in-
teresse € em representacoes em malhas diddicas do dominio espacial em que os valores
discretos sao médias nas células da malha.

Dizemos que uma malha hierdrquica € diddica se uma célula do nivel k£ é dividida
em duas células iguais no nivel k£ 4+ 1 por uma reta perpendicular ao eixo (k mod 2).
Atribuimos a cada célula da grade diddica um indice, que € um valor inteiro positivo. Esta
indexacdo € conhecida como c6digo Morton. Quando € necessario saber com mais detalhes
o comportamento de uma fun¢do em uma regiao do dominio, refina-se a malha apenas nesta
regido. Neste caso temos uma malha diddica irregular G.

Em representacdes multinivel, as principais transformagdes sdo operadores de previsao
e restri¢do relacionando as informagdes entre niveis consecutivos de discretizacdo. As



diferencas entre os valores exatos e os obtidos pelo operador de previsdo sdo codificadas
e representam os detalhes entre os dois niveis. Definimos esquemas adaptativos em que
células sdo removidas da estrutura onde os detalhes entre dois niveis sdo insignificantes. A
estrutura de arvore bindria facilita a codificacdo e permite operagdes eficientes neste tipo
de representacdo adaptativa.

Este relatdrio esta organizado da seguinte forma. Na Secao 2, s@o introduzidos concei-
tos basicos de estrutura de arvore bindria. Na Sec¢do 3 sdo introduzidas defini¢des principais
de malhas diddicas. A Secdo 4 € dedicada a constru¢ao de uma anélise de multirresolugao
para médias celulares em malhas diddicas. Sao definidos operadores de previsao e restricao
que sdo os ingredientes basicos para os algoritmos de andlise e sintese. Quando queremos
passar de um nivel mais grosso da malha para um nivel mais fino usamos o operador de
previsdo. Por outro lado, se queremos passar de um nivel mais fino para um mais grosso
usamos o operador de restricdo. Nossos operadores sdo construidos de maneira que sejam
exatos para polindomios até grau 2 em cada variavel.

2 Conceitos basicos

Nesta sec@o apresentaremos alguns conceitos necessarios para as secoes subsequentes.

Definicao 2.1. Uma drvore bindria é um conjunto finito 'I" de elementos denominados nés,
tais que:

1- ou o conjunto T = () e é dito drvore vazia;

2- ou existe um no especial R, chamado raiz de T' e os elementos restantes podem ser
divididos em dois subconjuntos disjuntos, T, e T,. T, é a sub-drvore a esquerda e Ty
€ a sub-drvore a direita de R, as quais também sdo drvores bindrias.

A Fig. 1 ilustra o conceido de 4rvore binéria.

Em qualquer n6 da arvore, as raizes das sub-arvores a esquerda e a direita sao os filhos
esquerdo e direito, respectivamente, do nd. Os nds que ndo t€m filhos sdo chamados de
folhas. Neste trabalho consideramos apenas drvores bindrias do tipo 0 — 2. Isto significa
que um né nado tem filhos ou tem 2 filhos.

A cada n6 da arvore pode ser atribuido um nimero inteiro positivo de maneira a ordené-
los. Cada um destes inteiros € denominado indice. A atribui¢do dos indices € feita da
seguinte forma recursiva:



Figura 1: Arvore bindria.

I(R) =1,

I(n.) =2I(n), ey
I(ng) =2I(n) + 1;

em que R € a raiz, n € um nod arbitrdrio da arvore bindria e n,. e ny sdo os nos filhos a

esquerda e a direita de n, respectivamente. A Fig. 2 ilustra esta enumeracdo de nés numa
arvore do tipo 0 — 2.

Figura 2: Distribuicao de indices na arvore bindria.



3 Malhas diadicas

Nesta sec¢do apresentamos a constru¢do de uma familia de grades diddicas. Para tal conside-
ramos uma regido R C R?, R = [0, 1] x [0, 1]. Comegando da raiz G, = R, obtemos uma
seqiiéncia de grades diddicas G,.,r > 0, fazendo divisdes sucessivas das células, sempre
pela metade e de maneira ciclica, segundo indicado na Fig. 3. Cada nova divisao € ortogo-
IE] a um eixo coordenado distinto, onde atribuimos com ¢ = 0 o eixo (ﬂ’) ecom? = 1 0eixo
0y. Cada grade G, é formada por componentes de dimensdes 0, 1 e 2. Assim uma com-
ponente de dimensao 0 € um vértice, de dimensao 1 € uma aresta e de dimensao 2 é uma
célula. Note que ao mudar da grade G, para G,,; dobramos a quantidade de componentes.

Go G G

Gs Gs Gs

Figura 3: DivisOes celulares.

Definicao 3.1. Uma multi-grade diddica (multigrid) é o conjunto G = U2 G,

Na pratica usamos uma grade diddica finita, em que o processo termina depois de um
nimero finito de divisdes.

Definicao 3.2. Uma malha diddica finita G' é um subconjunto de uma grade diddica finita

g.

Uma malha diddica pode ser associada a uma arvore bindria do tipo 0 — 2. Para este
fim, introduzimos os seguintes conceitos.

Definicao 3.3. Sejam a, b células da malha G,. Dizemos que a =; b se possuem a mesma
projecdo sobre o eixo i. Dizemos que a <; b se todo ponto da célula a tem a i1—ésima
coordenada menor que a i—ésima coordenada de qualquer ponto da célula b.
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Figura 4: Neste caso, a =g bmas b <; a.

Agora estamos prontos para indexar as células.

Definicao 3.4. O indice da célula raiz é 1. Os filhos da célula de indice I, digamos a e b,
com a <; b, possuem indices 21 e 21 + 1 respectivamente.

Figura 5: Distribui¢do dos indices numa grade finita.

As Fig. 5 e 6 ilustram este processo.
Definicao 3.5. O nivel ou profundidade de uma célula C é p se ela pertence a grade G,.

Por esta defingdo, vemos que se uma célula estd no nivel p entdo seus filhos estdo no
nivel p + 1.

Definicao 3.6. Sejam G uma malha diddica finita e C' € G,, 0 < r < k. Dizemos que C é
uma célula folha se ndo sofre divisdo.

Um outro conceito que € importante na codificacdo de uma malha diddica € a posi¢dao
de uma célula §(C) = (do, 91).

Dado o indice de uma célula podemos determinar tanto sua posi¢cao quanto a profun-
didade. Por outro lado, dado somente o vetor posi¢cao nao € possivel determinar a célula a
que fazemos referéncia, € necessario também que seja dada a sua profundidade.
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Figura 6: Indices na 4rvore e na malha.

A forma sistematica de calcular a profundidade a partir do o indice I de uma célula é

p=logy I].

A justificativa para esta escolha é que todo I estd entre 2" e 27!, para algum 7, isto é,
2" < I < 271, Como o log € uma fungdo crescente temos que 7 < log, I < r + 1. Deste
modo, a profundidade é tomada como sendo 7.

Para montar o vetor posi¢ao 6(C') fazemos o seguinte.

1. Calcula-se a representacao bindria de /.
2. Elimina-se o digito mais significativo.

3. Dos digitos restantes, da esquerda para a direita, escolhem-se, alternadamente, os
digitos que irdo formar a representacdo bindria de dy e 6.

4. Transformam-se essas respresentacdes para a base decimal.

Analogamente, dado o vetor posi¢do 6(C) e a profundidade P(C') é possivel recuperar
o indice da célula C'. Para isso, primeiro calculamos quantos bits bindrios ¢; devem ter cada
entrada 9; do vetor posi¢do. Para isso usamos a férmula

qz:{@J {1 se P(C) mod 2>, o

2 0 se P(C) mod2<i.
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A seguir, calculam-se as representag¢des binarias de ;, completando com zeros a esquerda
até obter ¢; digitos. A representacdo binaria de / € assim constituida:

1. Considera-se o primeiro digito igual a 1

2. De maneira alternada, da esquerda para a direita, fazemos a distribui¢cao dos bits de
(50 € (51

Mostramos essa relacdo indice < posicao e profundidade através do seguinte exemplo.

Exemplo 3.7. Suponha que é dada uma célula de indice I = 131 e queremos descobrir

sua posi¢do. Na base 2 temos I = 10000011. Note que nesta representagdo bindria temos

7 bits depois do bit mais significante, isso significa que a profundidade desta célula é 7.
Para montar o vetor §(C') fazemos o seguinte:

e Eliminamos o digito 1 mais significativo.
%0101010
o Alternadamente escolhemos os digitos para 6 e 01: 1 =100000112 . Na base 2 temos
dp = 0001 e 6, = 001 e entdo 6(C) = (1,1).

Analogamente, dados o vetor posi¢do §(C) = (119, 110) e a profundidade P(C) = 7
é possivel recuperar o indice da célula C. Para isso calculamos qo = 3+ 1 e ¢ =
3 + 0. Isto quer dizer que a componente &y do vetor posicdo § deve ter 4 digitos e a

componente &, tem 3 digitos. Dessa forma, na base bindria, 6(C) = (0001,001). Assim,

«0101010
temos I =100000112= 1314g.

4 Analise multirresolucao para médias celulares

Em andlise wavelet, fungdes sdo representadas por dois tipos de informagao [1]. Por um
lado estdo as informagdes da fung¢io no nivel de escala mais refinado. Por outro lado, estdao
as informag¢des em multinivel, que consistem das informacdes correspondentes ao nivel
menos refinado e das diferencas de informacao entre um nivel de escala e o seu consecutivo.
Neste contexto, que € conhecida como andlise de multirresolucao, as principais ferramentas
sdo transformacodes relacionando esses dois tipos de informag¢do. Por um lado temos o
operador de restri¢do P/ +1 que produz as informagdes do nivel £ a partir das informagdes
do nivel /+1. Outro operador importante € o de previsdo Pﬁl que, a partir das informagdes
do nivel ¢ fornece aproximagdes no nivel seguinte mais refinado. E importante que essas
transformacdes possam ser executadas de maneira eficiente, o que significa dizer que os
algoritmos devem ser rapidos e estaveis.



Nesta se¢ao apresentamos uma andalise de multirresolu¢ao para médias celulares em ma-
lhas diadicas que seja exata para polindmios de grau menor ou igual a 2 em cada varidvel.
Se GG € uma malha diddicae C' € G, para algum ¢, definimos a média celular da fun¢ao
f sobre C' por
- 1
=7 |, ey, ©)
e
em que |C| € a drea da célula C.
No processo de divisdo diddica de uma célula C', duas células de igual drea C, e C;; sdo
criadas. Na Fig. 7 sdo indicadas as duas possibilidades para esta subdivisdo. Da aditividade

Ce

Figura 7: Divisao de uma célula C'

da integral, segue que

rl 1 1 041 l+1
fo =17 |, fowixdy = 5 (7 + 7). @

Esta formula define o operador de restrigao.

Para definir o operador de previsdo, vamos considerar primeiro o caso em que a subdi-
visdo da c€lula € feita perpendicularmente ao eixo (YE), como indicado na Fig. 8. A questao
importante € saber como obter aproximagdes fc, ~ fcd, a partir dos valores f., fo- €
fo+.emque C~ e C* sdo as células vizinhas 2 esquerda e & direita de C' do mesmo nivel
¢. Sem perda de generalidade, podemos assumir que C', e C; estdo separadas pelo eixo O_y>
e que o vértice inferior esquerdo de Cy estd na origem do espaco euclidiano R2. No texto
que se segue consideramos as longitudes Ax e Ay, das arestas de C, e dx = %, oy = %,
das arestas de Cy (ver Fig. 9).



Figura 8: Ilustragdo de uma célula C, seus vizinhos e filhos.

Propomos um esquema de refinamento interpolatério da forma

F& = foalflr - 12 (5)

em que « deve ser escolhido de modo que a aproximacao seja exata para polindomios de até
grau 2. Basta testar o esquema de refinamento para os mondmios 1, z, y, zy, 22, 3%

Figura 9: Posi¢do de uma célula C; em R2.



e Para f = 1 temos,

Z—i—l dd 6

74 =g | [ s - ©
Ay 36z Ay Ay

“1 dxd — dxd / / dxdy| = 1.

e, |0|/ / X”“Lcﬂ o / VT s =

(7)
f€+1 _ f-l—l

Portanto, para uma fun¢do constante = , € a formula é sempre exata, para

qualquer valor de .

e Para f =y,
Ay =
fo)' == = 1o} (8)
Logo, fngl “1 e a formula também € exata para qualquer valor de o
e Analogamente, se f = y?
Ay?
f€+1 3 éjl (9)

e a formula também € exata para f = 32, independentemente do valor de c.

e Para f = x aparece a primeira restri¢ao sobre . Neste caso temos
5x

ferl — (10)
34:2aAm (11)

K—l—l

Mas para termos f¢’ far = temos que escolher o de forma que

ox

5 = 2aAx. (12)
Lembrando que dz = %, temos
)
L — dasu, (13)
2
que nos fornece a relagao
1
= —. 14
a=g (14)

Logo, para f = x temos que fZJrl f”l — o= %,
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e No caso em que f = zy, temos

=212, (15)
“1 = 2aAyéz, (16)
Mais uma vez, para termos fZJrl ”1 temos que escolher « tal que
Mfy — 2aAydr, (17)
ou seja,
= (18)

3

Logo, para f = xy temos que f&!' = fe+1 <= a = i. Note que essa é a mesma
20, p: y temos q - Note g

exigéncia do caso em que f = z.

e Para f = 2% também ndo h4 restri¢des sobre «, pois

f€+1 — A ff+1. (19)
Logo, para f = 2% vemos que f¢ = ”1 , ndo implicando em restrig¢do sobre a.
Assim, a formula
- - - 1
& = fe+alfes = e | a=g3, 0)

éexatapara f = 1,2, y, 2y, 22, 3%
. . . . ~ . _>
Por simetria, no caso em que a divisdo ocorre paralelamente ao eixo Ox, como repre-
sentado na Fig. 10, a férmula

i o 1
e fg+oz[fé+ - fg,}, a=z, @1)

¢ exata para todos os polindmios de grau menor ou igual a 2.
Como sabemos aproximar f”l, podemos falar também em erro de aproximacao. Este
erro é medido pelo coeficiente Wavelet, que € definido por

f€+1 f€+1- (22)
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Figura 10: Posi¢io de uma célula C; em R2.

Ou seja, os coeficientes wavelet sdo definidos como erro de previsao.

Com os operadores de restricao e previsdo podemos fazer os algoritmos de anélise e
sintese entre dois niveis de refinamento. Na andlise passamos de uma malha mais fina para

uma mais grossa. Na sintese passamos da malha mais grossa para a mais fina.

Analise:
J?é — [f£+1 +f€+1]
0 SO+l pO+1
di = f + C: )
Sintese:

fﬁ-‘rl dﬁ +f€+1
Z—‘rl — 2fC + f£+1.

O algoritmo de analise pode ser apresentado em multinivel pelo diagrama

NN

e o de sintese se expressa como
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(25)
(26)

27)



]?O . J?Zfl ]FZ ]?Hl
d / / é—l/ dZ/

0 dZ—2 d

(28)

5 'Trabalhos futuros

Neste relatorio descrevemos uma estrutura de malhas diddicas e uma andlise de multirresolugao
para médias celulares definidas nas células dessa malha. O proximo passo consiste na
defini¢do de algoritmos adaptativos que permitam reduzir a malha pela eliminacdo de nds
associados a células em que o coeficiente wavelet possa ser desprezado. A implementa¢ao
computacional requer uma codifica¢do cuidadosa.
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