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1 Introducao

O Método FDTD (Finite-Difference Time-Domain) é o
mais popular na area de eletromagnetismo computacio-
nal [3]. No FDTD os campos elétrico e magnético sao re-
presentados por vetores contendo suas amostras em pon-
tos de malhas entrelacadas, uniformemente distribuidos
no dominio espaco-tempo, e os operadores diferenciais
sdo aproximados por diferencgas finitas de segunda ordem.
Para melhorar o desenpenho do esquema FDTD, esque-
mas de ordem superior podem ser aplicados, reduzindo o
ntimero de células por comprimento de onda necessario
para alcangar um dado grau de precisao, como descrito
em [3].

Os esquemas estudados no presente trabalho baseiam-
se em malhas no dominio temporal x espacial para os
campos H e E que podem ou nao estarem entrelagadas.
Com relagao & discretizagao temporal, os esquemas tam-
bém podem ser explicitos ou implicitos. No caso dos
esquemas implicitos, considera-se a estratégia de Crank-
Nicolson. Em todos os casos, os esquemas podem ser
formulados pelo método de colocagao espacial utilizando
espagos aproximantes definitos em termos de uma fun-
¢ao basica ®(x), que é escolhida entre as fungdes de es-
calonamento de Dubuc-Delauriers [1] e que satisfazem &
condicdo de interpolgdo ®(k) = 0. Essas funcgdes de es-
calonamento estao associadas a esquemas de refinamento
interpolantes. Identifica-se a ordem dos diferentes esque-
mas por 2p em que pardmetro p indica uma interpolagao
polinomial centrada de grau 2p — 1,p > 1 dos diferentes
esquemas de refinamento interpolantes que dio origem a
O(x) .

Na sequéncia, apresentam-se os diferentes esquemas a
serem tratados. A anéilise de estabilidade e dispersao
integram a terceita parte deste artigo e a seguir os ca-
sos de p = 1,2,3 e 4 sao detalhados. Na ultima parte,
apresentam-se as conclusoes do presente estudo.
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2 Esquemas Numéricos

As equagoes de Maxwell se expressam em coordenadas
cartesianas como

OH® OE* OEY dE® _ 9H®  9HY
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Bt = oz~ oy’ ot or Oy

em que E = (E®, EY, E*) denota o vetor campo elétrico,
H = (H®,HY,H") é o vetor campo magnético, € é a
permitividade elétrica e p é a permeabilidade magnética.

Esquema Explicito na Malhas Entrelagadas
Como no classico esquema FDTD (Finite-Difference

Time-Domain) [3], consideram-se amostras das compo-
nente de E e H na malha de Yee
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A partir desses valores discretos, definem-se aproxima-
¢oes das componentes de E e H por operadores de inter-
polacdo em espagos aproximantes definidos em termos do
escalonamento de uma fun¢do bésica ®(z) e suas trans-
lagoes aos pontos das mallhas. Utilizando o esquema
de colocacao para as derivadas espaciais dessas aproxi-
magoes e diferencas finitas centradas para as derivadas
temporais chega-se ao seguinte modelo
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em que a(k) = ® (k + 1/2). Essa formulacio é seme-
lhante ao esquema MRTD (multiresolution time-domain)
na sua versao S-MRTD proveniente de uma formulagao
do tipo Galerkin em espagos aproximantes similares [2]

Esquema Explicito em Malhas Coincidentes

Tanto para as componentes de E quanto para as de H,
consideram-se agora amostras em uma, Gnica malha

E:,znm = E%(kAx,lAy,mAz,nAt),
Eg:lnm = EY(kAz,lAy,mAz,nAt),
Z:?m =  E?(kAz,lAy,mAz,nAt),
Z”ﬁm = H*(kAz,lAy, mAz,nAt),

Hg:l’;n = H*(kAz,lAy, mAz,nAt),
= H*(kAz,lAy,mAz,nAt).
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Procedendo de forma similar ao caso de malhas entrela-
cadas, obtem-se as seguintes equagoes discretas
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em que (k) = @ (k).
Crank-Nicolson em Malhas Coincidentes

Como no caso anterior, utilizam-se todos os campos
nos mesmos pontos, tanto no tempo quanto no espaco.
Mas na integracao temporal, o pricipio é aproximar as
derivadas espaciais pela média entre os seus valores do

tempo t" e t"t1. O resultado é o sistema implicito de
equacoes
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Crank-Nicolson em Malhas Entrelacadas

Neste caso, utilizam-se os mesmas células entrelacadas
de Yee na discretizacao espacial, mas para a discretiza-
¢ao temporal, todos os campos sdo tomados nos mesmos
niveis de tempo. Como no caso anterior, na integragao
temporal aproximam-se as derivadas espaciais pela média
entre os seus valores do tempo t" e t"*!1. Por exemplo,
no caso da componente E* tem-se a equagao
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Verificam-se féormulas andlogas para as demais compo-
nentes dos campos elétrico e magnético.

3 Estabilidade e Dispersao

Consideram-se solugdes das equacoes de Maxwell na
forma de ondas planas

H.’E

H(z,y,z,t) = ( HY )ei(ézx+€yy+§zzwt)
HZ
E(E

E(Z‘,y,Z,t) — ( EY )ei(gzx+£yy+§zzwt)
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Substituindo essas expressdes no sistema analitico
verifica-se que a frequéncia de fase w e numeros de
onda &, &y e &, devem satisfazer a relagao de dispersdo

wlue = €2+ & + €2

Modelo Explicito em Malhas Entrelagadas

Substituindo as expressoes das ondas planas nas equa-
coes do modelo explicito em malhas entrelagadas obtém-
se a relacao de dispersao numérica
B (&({xA:c))2 N (&(@Ay))z N (d(szz))z
- Az Ay Az ’

sin? (wAt/2)
(cAt)?

em que ¢ = 1/ /€ e a(n) = 3,5 a(k)sin((k +1/2)n).

Se o0s espacamentos forem iguais Ar = Ay =
Az = h, usando frequéncias normalisadas
Q = wAt, Sy = &h, Sy = &h, S, = &h, e
definindo o parametro de CFL s = \/ﬁfzh = %‘t,
as relagdo de dispersao numérica se expressa

sin2(%) = s%[(&(Sx))?* + (a(Sy))? + (&(S))?]. Sendo as-
sim, é preciso ter s?(&(Sy))? + (&(Sy))? + (a(S:))? <1,
o que implica a conhecida condi¢do de estabilidade
s < \/—3;[(@, em que K, = max, | &(n) |.

Modelo Explicito em Malhas Coincidentes

Substituindo as expressoes das ondas planas nas equa-
¢oes do modelo explicito em malhas coincidente obtém-se
a relagao de dispersao numeérica

~ 2 ~ 2 ~ 2
Blg=Ax) Bl&yAy) Ble=02)
() () - (05)

em que define-se a funcio 3(2) = 3o, B(1)sin[l2].
Considerando uma malha com espacamento uniforme
e as frequéncias normalisadas definidas anteriormente,
esta relacdo de dispersdo numérica se expressa como

sin?(2) = 2[(B(S,))% + (B(S,))? + (B(S.))?]. Neste

caso, & preciso que s*(3(S;))* + (B(5y))* + (8(S:))* < 1,
o que implica a condicdo de estabilidade s < #Kﬁ’ em

sin?(wAt/2)
(cAt)2

que K3 = max, | B(n) |.
Modelos Implicitos de C-N

Prova-se que esses esquemas sdo incondicionalmente
estaveis. No caso de malhas entrelacadas, a relacao de
dispersao tem a forma
B (a(gxm))? N (&(gyay))Q N (d(szz))z
- Az Ay Az '

tg?(wAt/2)
(cAt)?

e no caso de malhas coincidentes é
_ (Besn)\ | (Bean), (e
- Az Ay Az '

4 Exemplos Numéricos

tg?(wAt/2)
(cAt)?

A fungdo ®(z) satisfaz uma rela¢do de escalonamento
®(z) =2), h(n)®(2z —n) em que os valores h(n) cor-
respondem aos coeficientes de interpolacao do esquema
de refinamento. Derivando a relacdo de escalonamento,
os coeficientes 3(k) podem ser obtidos a partir da solucio



Figura 1: Analise de estabilidade para malhas entrelaca-
das (acima) e coincidentes (abaixo)

do problema de auto-valor G(k) =4 h(n)B(2k —n),
com uma relagdo de normalizacdo apropriada. Os va-
lores ndo nulos de §(k), k£ > 0 sdo indicados na Ta-
bela 1. Os valores de 3(k),k < 0 sdo obtidos da re-
lacdo de anti-simetria 3(—k) = —pB(—k). Os valores
ndo nulos de «(k), & > 0, sdo indicados na Tabela
2. Os valores de a(k), k < 0, s@o obtidos pela re-
lagdo de simetria a(—k) = —a(k —1). Parap = 1
os coeficientes a(k) derivam-se diretamente da formula
a(-1) =& (=1/2) =1, a(1) = ®'(1/2) = —1 e a(0) = 0
nos demais casos. Sendo assim, para p = 1, o sistema
discreto de equacoes explicitas para malhas entrelacadas
corresponde ao tradicional esquema FDTD.
Apresentam-se na parte superior da Figura 1 os
graficos de | &(z) |,0 < z <, para diferentes ordens de
interpolacdo. Observa-se que K, = K,(p) é assumido
em z = 7 e que este valor cresce & medida que p aumenta.
Ou seja, a condicdo de estabilidade do esquema em
malhas entrelacadas fica mais restritiva & medida que se
aumenta a ordem do esquema. Apresentam-se na parte
inferior da Figura 1 os graficos de | 4(z) |,0 < z < m,
para diferentes ordens dos esquemas. Observa-se que
Kp = Ks(p) também cresce & medida que p aumenta.
No entanto, esses valores sdo superiores aos seus corres-
pondentes no caso de malhas entrelacadas. Ou seja, a
condicao de estabilidade é menos restritiva para malhas
coincidentes. Apresentam-se os pardmetros de estabili-
dade K'e K 5 ! na Tabela 3 para diferentes valores de p.

k|lp=2 p=3 p=4

1| -2/3 | -272/365 | -1747/2203
2 | 1/12 | 53/365 1483/7724
3 -16/1095 | -3999/11882
4 -1/2920 | 73/32823

5 128/743295
6 -1/1189272

Tabela 1: Coeficientes ndo nulos 5(k), k > 0

p=2 p=3 p=4
-1.2291666667 -1.29181 -1.3110340443
0.0937500000 0.137134 0.1560100710
-0.0104166667 -0.0287618 -0.0419957460
0.00347014 0.0086543236

-8.02654x10~6

-0.0008308695

-0.0000108999

0.0000000041

Tabela 2: Coeficientes ndo nulos «(k),k >0

p=1|p=2|p=3 | p=4
lggl 2.0 | 1.4575 | 1.2713 | 1.1697
K;'| 1.0 0.75 | 0.6844 | 0.6585

Tabela 3: Parametros de estabilidade




Dispersao Numeérica: Caso Unidimensional

Uma forma comum de visualizar o efeito de disper-
sao numérica considera a velocidade de fase normalizada
T = vp/c em funcdo do tamanho de célula normalizada
d = Azw/c27, para diferentes valores do nimero de CFL
s = cAt/Az, dentro do limite de estabilidade, em que
v =Y c= \/157 Definindo o comprimento de onda
A =cT em que T = 27 /w é o periodo temporal, verifica-
se que se 6 = 1/N, entdo N = A\/Az & o ntmero de
células por comprimento de onda. Ou seja, o pardmetro
0 mede a densidade relativa da malha. No caso analitico,
observa-se que a velocidade de fase normalizada é cons-
tante v,/c = 1. Para os modelos numéricos, verifica-se
que WAt = 276 e {Ax = 2%_5. Sendo assim, pode-se
expressar a relacao de dispersao numérica do modelo em
malhas entrelagadas em termos dos parametros ¥ e § na
forma sin(smd) = s@(222), do que se deduz a férmula

2mo
a1 |:sin(s7r5):| '

U=

S

Como a fungao @~ !(z) esta definida para 0 < z < S,, a
variacdo de ¢ deve ser de tal forma que 0 < sin(s7d) <
$5,.

A Figura 2 mostra os graficos de T em func¢éo do nu-
mero de células por comprimento de onda para valores
do parameto de CFL variando no dominio de estabili-
dade dos esquemas explicitos em malhas entrelagadas de
diferentes ordens. Para s = 0.5, esses graficos mostram
que com p = 1 (FDTD) e 10 células por comprimento de
onda é possivel obter uma precisdo de 98,8% enquanto
que para ordens superiores 8 células por comprimento de
onda sdo suficientes. No entanto, observa-se que para
p =1 as curvas de dispersdo numeérica se aproximam da
constante 7 = 1 do modelo analitico quando se aproxima
do limite de estabilidade s = 1. No caso de ordens supe-
riores p > 1 a tendéncia é contraria. Ou seja, a precisao
aumenta & medida que o s tende a zero. Nesse sentido,
uma comparacio justa dos esquemas de diferentes ordens
nao pode ser feita para um valor fixo do parametro de
CFL.

Analogamente, para o modelo em malhas coincidentes,
tem-se a relacdo sin(smd) = 36(@). Isto é,

210

que é valida para valores de § de tal forma que 0 <
sin(smd) < sSg. A Figura 3 mostra os graficos de T em
fun¢do do nimero de células por comprimento de onda
para valores do pardmeto de CFL variando no dominio
de estabilidade dos esquemas explicitos em malhas coin-
cidentes de diferentes ordens. Nesse caso, para s = 0,5 e
p = 1 a precisao de 98% requer mais do que 24 células por
comprimento de onda. No entanto, para p > 2 essa pre-
cisao pode ser alcangada com 8 células por comprimento

v =

p=1

1.04fF — s=1.0 |4

\ — =07

1.5} : : : : . s=06

5=06 {4

0.95f

Figura 2: Dispersdao de esquemas explicitos em malhas
entrelacadas: efeito do CFL
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Figura 3: Dispersdo de esquemas explicitos em malhas
coincidentes: efeito do CF'L

de onda, 0 mesmo resultado do caso de malhas entrela-
cadas. Como no caso anterior, observa-se que para p = 1
as curvas de dispersao numérica se aproximam da cons-
tante 7 = 1 do modelo analitico quando se aproxima do
limite de estabilidade s = 2, e no caso de ordens superi-
ores p > 1 a tendéncia é a precisao aumentar & medida
que s tende a zero.

No caso do método de Crank-Nicolson em malhas en-
trelagadas, a relagdo de dispersdo tem a forma tg(€2/2) =
5&(Z) ou tg(smd) = sa(222). Isto é

v

278 <6 arctg(sSy) .

T=—"—— 0 =
O~é_1 (tg(swts)) ST

A Figura 4 mostra os graficos de 7 em func¢do do niimero
de células por comprimento de onda do método de CN
em malhas entrelacadas, para valores do parameto de
CFL variando no intervalo 0.5 < s < 4. Observa-se
que o preco por usar um CFL elevado é o aumento do
numero de células por comprimento de onda nesserario.
Por exemplo, com s = 4 e 50 células por comprimento
de onda se consegue menos de 98% de precisdo para os
esquemas de todas as 6rdens analisadas. Com 20 células
por comprimento de onda, obtém-se 98% de precisdo com
p = 2 mas ao prec¢o de reduzir o CFL para s = 1,5. Com
essa mesma densidade e s = 1, pode-se obter 99% de
precisao com p = 2,3 e 4.

Para malhas coincidentes, tem-se que tg(Q2/2) =
sB(2), ou tg(smd) = sﬁ(@) Isto &

2o < arctg(sSg)
B-1 (@) ’ - ST

A Figura 5 mostra os graficos de 7 em func¢do do niimero
de células por comprimento de onda do método de CN
em malhas coincidente, para valores do parameto de CFL
variando no intervalo 0.5 < s < 4. Observa-se que para
o esquema de ordem inferior p = 1 o preco é ainda mais
elevado em termos de nimero de células por comprimento
de onda em comparacdo com o esquema CN em malhas
entrelacadas de mesma ordem. No entanto, quase nao se
nota essa diferenca nos esquemas de ordem superior.

v =

Caso Bidimensional: Efeito do Angulo de Propa-
gacao na Dispersao

Supondo que a direcao de propagacao é definida pelo an-
gulo 6 de tal forma que, em coordenas polares, os ndme-
ros de ondas se expressam por {, = rsinf, & = rsiné,
consideram-se a velocidade de fase normalizada v = v, /c,
em que v, = w/r, a densidade relativa 6 = hw/c2m, em
que h = Ax = Ay, de tal forma que o nimero de CFL é
dado por s = cAt/h.

No caso analitico, observa-se que v,/c = 1. Verifica-
se que wAt = s2m§ e Eh = ZHEmb gy — 2mocosh
e wAt = 27wds. Desta forma, as férmulas de dispersao
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Figura 4: Dispersao do método CN em malhas entrela- Figura 5: Dispersio do método CN em malhas coinci-
cadas: efeito do CFL dentes: efeito do CFL
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Figura 6: Dispersdo de esquemas explicitos em malhas
entrelacadas: efeito do angulo de propagacao

numérica podem ser escritas em funcdo dos pardmetros
7,0ef

sin(67s) = s\/d(&;in%p + (d(2ﬂ5cose))2.

sin(dms) = 5\/3(@))2 + (5(27r55cos€))2'
o(6ms) — s\/d(2w6;in0))2 . (d(zms;os(?))g.

tg(oms) = S\/B(27r6 Sine))2 + (B(ﬂ;os@)y

v

para os esquemas explicitos em malhas entrelagadas, ma-
lhas coindientes, CN em malhas entrelacadas e CN em
malhas coincientes, respectivamente. A Figura 6 mostra
a variacdo da velocidade de fase com o angulo de propa-
gacao para esquemas explicitos em mallhas entrelacadas
com p =1 (acima) e p = 2 (abaixo) para s = 0,5 e dife-
rentes densidades da malha. Para p = 1 o erro méximo
ocorre em 6§ = 0 e § = 7/2 e é minimo para § = /4.
O efeito do angulo de propagacgao torna-se imperceptivel
para densidades elevadas, especialment para p = 2. Para
esquemas de ordem superior o comportamento é similar.

5 Conclusoes Finais

Nesse artigo é feita uma anélise detalhada da estabilidade
e dispersao numérica de uma variedade de esquemas nu-
méricos para as equagoes de Maxwell. Consideram-se
malhas entrelagadas para a amostragem dos campos elé-
trico e magnético e também analisam-se os casos em que
ambos campos sdao colocados na mesma malha. Discreti-
zagoes temporais podem ser explicitas ou implicitas em
cada um dos casos. Os resultados apresentados condu-
zem 3s seguintes conclusoes

e Por causa da estabilidade, os equema implicitos exi-
gem restricdes na escolha do passo de tempo, o que
é determinado pela condicdo de CFL. A regido de
estabilidade diminui & medida que a ordem do es-
quema aumenta, e é mais restritiva no caso de ma-
lhas entrelacadas.

e Esquemas implicitos sdo incondicionalmente esté-
veis. Permitindo o uso de parametros CFL elevados,
a escolha do passo de tempo pode ser arbitraria, fi-
cando limitada apenas por restri¢cdes de precisao. No
entanto, a implementacdo de esquemas implicitos é
mais complicada, impondo a resolucdo de sistemas
nao lineares em cada passo de tempo. Essa desvan-
tagem se acentua em dimensoes superiores.

e Do ponto de vista de dispersao numérica, o uso de
malhas entrelacadas poder ser favoravel do que com
malhas coincidentes. No entanto, aumentando a
densidade das malhas, esse efeito é menos signifi-
cativo, principalmente em esquemas de ordem alta.
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