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k,l,m

−
∆t

µ∆y

∑

l
′

Ez,n+1

k,l
′
,m

β(l − l
′

)

+
∆t

µ∆z

∑

m
′

Ey,n+1

k,l,m
′
β(m − m

′

)

Hy,n+1
k,l,m

= Hy,n
k,l,m

−
∆t

µ∆z

∑

m
′

Ex,n+1

k,l,m
′
β(m − m

′

)

+
∆t

µ∆x

∑

k
′

Ez,n+1

k
′
,l,m

β(k − k
′

)

Hz,n+1
k,l,m

= Hx,n
k,l,m

−
∆t

µ∆x

∑

k
′

Ey,n+1

k
′
,l,m

β(k − k
′

)

+
∆t

µ∆y

∑

l
′

Ex,n+1

k,l
′
,m

β(l − l
′

)

¢�¨EÑ?²§¢
β(k) = Φ

′

(k).

}�l<Z5e%�8����b�azd�_;S�d�e�X9Y|giZ5_�k&Z5S~}�d�b;e'azb�n&X	e8c�X	S

ÝÒ�ª¨��:�¡�%¦�«ª°��:«ª�F��¢�¥¶�­�ª¥eÆc²����­³­� Óe«¬¨Ê£m°�¢��������?°Ê�F°Ê¦9«¬¨�±Z�?°
�§�?°�¨�¢9°�¨��?°�±Z�ª�F���F°�Æ0�¶«ª�?�¶�Ï�¡�Ï��¢9¨Ê±Z�xÑF²§«ª�?�¶�Ï�¡� ¢9°�±§«ªÅ��§¾
�x«ª°��¯«8�­�?�¶¢�·?¥¶«?Å�Á¬�Ï�¶¢�¨�±Z�ª¥¹«¬³gÆ$�:±¡¥¶�­¦�Ì ±¡�­�x��«¬±¡¥¶�yÍ�� ¨@«ª¥�«ª°
�¡¢�¥¶� Â½«ª�§«ª°�¢e°¸±§«?¦
�´«¬�´°�±¯¢9³­«x¨��9���´« ¢��F�¶¥�¢P�F°�°�¢�²§°�Ây«ª³ �?¥�¢e°����
�¶¢�¨�±Z�

tn
¢

tn+1
¾:�-¥�¢e°¸²§³È�¹«ª��� ���x°¸�´°¸��¢�¨@« �­¨�±¡³­Ì­¦��È�¶�:��¢

¢eÑF²§«ªÅ�åF¢e°

Ex,n+1
k+1,l,m

= Ex,n
k+1,l,m

+
∆t

ε∆y

∑

l
′

Hz,n+1

k,l
′
,m

+ Hz,n

k,l
′
,m

2
β(l − l

′

)

−
∆t

ε∆z

∑

m
′

Hy,n+1

k,l,m
′
+ Hy,n

k,l,m
′

2
β(m − m

′

)

Ey,n+1
k+1,l,m

= Ey,n
k+1,l,m

+
∆t

ε∆y

∑

l
′

Hx,n+1

k,l
′
,m

+ Hx,n

k,l
′
,m

2
β(l − l

′

)

−
∆t

ε∆z

∑

m
′

Hz,n+1

k,l,m
′
+ Hyz,n

k,l,m
′

2
β(m − m

′

)

Ez,n+1
k,l,m

= Ez,n
k,l,m

+
∆t

ε∆x

∑

k
′

Hy,n

k
′
+1/2,l,m

β(k − k
′

)

−
∆t

ε∆y

∑

l
′

Hx,n+1

k,l
′
,m

+ Hx,n

k,l
′
,m

2
β(l − l

′

)

y



Hx,n+1
k,l,m

= Hx,n
k,l,m

−
∆t

µ∆y

∑

l
′

Ez,n+1

k,l
′
,m

+ Ez,n

k,l
′
,m

2
β(l − l

′

)

+
∆t

µ∆z

∑

m
′

Ey,n+1

k,l,m
′
+ Ey,n

k,l,m
′

2
β(m − m

′

)

Hy,n+1
k,l,m

= Hy,n
k,l,m

−
∆t

µ∆z

∑

m
′

Ex,n+1

k,l,m
′
+ Ex,n

k,l,m
′

2
β(m − m

′

)

+
1

∆x

∑

k
′

Ez,n+1

k
′
,l,m

+ Ez,n

k
′
,l,m

2
β(k − k

′

)

Hz,n+1
k,l,m

= Hx,n
k,l+1/2,m

−
∆t

µ∆x

∑

k
′

Ey,n+1

k
′
,l,m

+ Ey,n

k
′
,l,m

2
β(k − k

′

)

+
∆t

µ∆y

∑

l
′

Ex,n+1

k,l
′
,m

+ Ex,n

k,l
′
,m

2
β(l − l

′

)

}�l<Z5e%�8����b�azd�_;S�d�e�X9Y�giZ5_;k'Z5S�ÚTe8c>l<X	_�Z5mzZ5n&Z5S
¿Ù¢e°è�¶¢�¦�«?°¸�¯Æ¬²��¶� ³­� Óe«¬¨Ê£©°¸¢&�F°�¨Ê¢e°¸¨@«?°c¦
�9³ ²¡³´«ª°c¢��F��¥¶¢�³´«ªÅ9«ª�¡«?°

�¡¢�oc¢9¢��§«��¡�­°¶¦
¥¶¢
�¶� Óe«ªÅ�Áª�P¢9°�±§«?¦
�´«¬³gÆ�¨�«?°D±§«¬¥¹«V«����´°�¦�¥�¢����­Ó9«½£
Å9Á¬����¢�¨�±Z�ª¥¹«¬³gÆª�¶�����?°Ò�?°�¦�«ª¨Ê±Z�?°Ò°�Áª�����?¨@«ª���F°)�¡�F°c¨�¢9°�¨��?°
�§Ì Â?¢��´°���¢���¢9¨Ê±Z�§¾VÝÒ�?¨Ê�Ï�¡� ¦9«ª°���«ª�?�¶¢�¥¶� �?¥9Æ��¯«��­�F��¢9·ª¥¹«ªÅ�Áª�
�¶¢�¨�±Z�ª¥¹«¬³?«ª±¡¥¶�yÍÕ�­¨@«¬¨Ê£©°¸¢�«ª°'�¡¢�¥¶� Â½«ª�§«ª°s¢9°�±§«?¦
�´«¬�´°s±¯¢9³­«&¨��e���­«
¢9�F��¥¶¢Ö�F°2°�¢�²§°2Â½«¬³­�ª¥¶¢9°D���P�¶¢�¨�±Z�

tn
¢

tn+1
¾ Ð �ª¥D¢
Í�¢�¨�±¡³­�§Æ

�§�P¦�«ª°����¡«�¦
�ª¨�±Z�ª�¡¢9�F��¢
Ex
��¢9¨Ê£m°�¢�«Ö¢eÑF²§«ªÅ9Á¬�

Ex,n+1

k+ 1
2

,l,m
= Ex,n

k+ 1
2

,l,m

+ ∆t
ε∆y

∑

l
′

H
z,n+1

k+1
2

,l
′
+ 1

2
,m

+H
z,n

k+1
2

,l
′
+ 1

2
,m

2
α(l − l

′

− 1)

− ∆t
ε∆z

∑

m
′

H
y,n+1

k+ 1
2

,l,m
′
+1

2

+H
y,n

k+1
2

,l,m
′
+1

2

2
α(m − m

′

− 1)

� ¢9¥�� Î¯¦9«¬¨Ê£m°�¢�Ç#�ª¥¶¨�²¡³´«ª°@«ª�§µ¬³­�ª·F«ª°Ö±§«¬¥¹« «ª°@��¢9¨@«¬�´°@¦
�ª¨�±Z�¬£
�§¢��F��¢e°Ù���?°&¦9«¬¨�±Z�?°<¢�³­�
�¶¥��´¦
�Ê¢�¨@«¬·?�¡�
�¶�­¦��§¾

� @BA'�'H$��N3�3N
�EH��ED�D���N>A��hD<�OA0���
ÝÒ�?�§°��­��¢9¥¶«ª¨Ê£m°�¢À°��ª³­²§Å
åÕ¢9°á�¡«ª°á¢9ÑF²§«?Å
åÕ¢9°_��¢N�8«½ÍRQ�¢�³­³��§«
ÇÉ�?¥�¨@«���¢��?�§�¡«ª°�±¡³´«¬�¯«ª°

�
(x, y, z, t) =

(

Hx

Hy

Hz

)

ei(ξxx+ξyy+ξzz−ωt)

�
(x, y, z, t) =

(

Ex

Ey

Ez

)

ei(ξxx+ξyy+ξzz−ωt)

u�²¡Ë§°¸��� ��²¡�­�§��� ¢e°�°¶«ª°L¢
Í�±¡¥¶¢9°¶°¸åÕ¢e°��¡� °��­°¸��¢9¨�«�«¬�¯«¬³­ÌÈ�¶�­¦��
Â?¢�¥¶�ÈÎZ¦�«½£©°�¢àÑ?²§¢À« ÇÉ¥¶¢9ÑF²¡ì��¯¦
�´«î��¢IÇç«?°¸¢

ω
¢À�FÔ§¨Ê¢9¥��F°o��¢

�?�§�¡«
ξx, ξy

¢
ξz

��¢�Â?¢�¨�°¶«½�¶�­°¸Çç«¬Ó9¢�¥2«V¥�¢9³­«?Å�Áª�V��¢����­°�±Z¢�¥¹°�Áª�
ω2µε = ξ2

x + ξ2
y + ξ2

z

¾

gid�n&X	_�d:Ú�\W^O_�`;a�b#c�dfX9Y|giZ5_�k&Z5S@ÚTe8c>l<X	_�Z5mzZ5n&Z5S
uÕ²¡Ë¯°è�¶�È�¶²¡� �¯����«ª°c¢
Í�±¡¥¶¢9°¶°¸åÕ¢9°��§«ª°��?�§�¡«ª°c±¡³­«ª�§«ª°��¯«ª°c¢eÑF²§«½£

Å��Õ¢9°c����¨Ê����¢9³ ��¢
Í�±¡³­Ì­¦��È�¶��¢�¨Ã¨@«¬³­Ä§«ª°)¢��F��¥¶¢�³´«ªÅ9«ª�¡«?°��ªË��¶��¨Ê£
°�¢�«Ê¥�¢9³­«?Å�Á¬�Ê��¢����´°¸±Z¢�¥¹°¶Á¬�Ê�F²§¨Ê�9¥��´¦�«

sin2(ω∆t/2)

(c∆t)2
=

(

α̃(ξx∆x)

∆x

)2

+

(

α̃(ξy∆y)

∆y

)2

+

(

α̃(ξz∆z)

∆z

)2

,

¢9¨QÑF²¡¢
c = 1/

√
µε
¢

α̃(η) =
∑

k≥0 α(k) sin((k + 1/2)η).u�¢ �?°#¢e°¸±§«?Å�«ª¨Ê¢9�F���?°EÇÉ�?¥�¢9¨ �­·ª²§«ª�­°
∆x = ∆y =

∆z = h
Æ ²¯°�«ª�§��� ÇÉ¥¶¢9ÑF²¡ì��¯¦
�´«ª° �¡�?¥�¨@«¬³­�´°�«?�¡«ª°

Ω = ω∆t, Sx = ξxh, Sy = ξyh, Sz = ξzh,
¢

�¡¢
Î§�¡�­�§���-��±§«¬¥¹ë¬¨�¢
�¶¥�����¢ÞÝ��&�
s = ∆t√

µεh
= c∆t

h

Æ
«?° ¥�¢9³­«?Å�Áª� ��¢ ���´°�±¯¢9¥¶°¶Á¬� �Õ²¡¨���¥¶�­¦9« °�¢ ¢
Í�±¡¥¶¢9°¶°�«
sin2(Ω

2 ) = s2[(α̃(Sx))2 + (α̃(Sy))2 + (α̃(Sz))
2]
¾�u�¢��§���@«?°è£

°��­¨�Æ§�D±§¥�¢e¦
�´°¸�Ê��¢9¥
s2(α̃(Sx))2 + (α̃(Sy))2 + (α̃(Sz))

2 ≤ 1
Æ

�EÑ?²§¢î� ¨�±¡³­�´¦�«-«-¦
�ª�§Ä¡¢9¦��­�¡«�¦��ª�§�¡�­Å9Á¬�-��¢ê¢9°¸�¶«¬Ë§� ³­�­�§«ª��¢
s ≤ 1√

3Kα

Æ�¢9¨EÑF²¡¢
Kα = maxη | α̃(η) | ¾

gid�n&X	_�d:Ú�\W^O_�`;a�b#c�dfX9Y|giZ5_�k&Z5Sx}�d�b�e&a�b�n&X	e8c�X	S

uÕ²¡Ë¯°è�¶�È�¶²¡� �¯����«ª°c¢
Í�±¡¥¶¢9°¶°¸åÕ¢9°��§«ª°��?�§�¡«ª°c±¡³­«ª�§«ª°��¯«ª°c¢eÑF²§«½£
Å�åÕ¢9°0�¡�2¨�����¢�³­��¢�Í�±¡³ Ì´¦
� ���2¢�¨Û¨@«¬³­Ä§«?°0¦
�?� �¯¦
�´��¢��F��¢Ò�ªË��¶��¨Ê£©°¸¢
«Ê¥¶¢�³´«ªÅ9Á¬�Ö�¡¢����­°�±Z¢�¥¹°�Áª�Ö�Õ²¡¨���¥¶�´¦�«

sin2(ω∆t/2)

(c∆t)2
=

(

β̃(ξx∆x)

∆x

)2

+

(

β̃(ξy∆y)

∆y

)2

+

(

β̃(ξz∆z)

∆z

)2

,

¢9¨ ÑF²¡¢Û��¢
Î§�§¢
£©°¸¢ «îÇÉ²§�§Å�Áª�
β̃(z) =

∑

l≥1 β(l) sin[lz].ÝÒ�?�§°��­��¢9¥¶«ª�§���6²¡¨@«6¨@«ª³ Ä§«N¦
�?¨ ¢9°�±§«?Å�«¬¨�¢9�?�¶�6²§�¡�ÈÇÉ�?¥�¨�¢
¢ «ª°VÇÉ¥¶¢9ÑF²¡ì��¯¦
�´«ª°��¡�ª¥¶¨@«¬³­�­°¶«ª�§«ª°P��¢�Î§�¡�´�¡«ª°Ï«ª�?�¶¢�¥¶� �?¥�¨�¢9�?�¶¢ªÆ
¢e°è�¹«À¥¶¢�³´«ªÅ9Á¬�N��¢I���­°�±Z¢�¥¹°�Áª�À�Õ²¡¨���¥¶�­¦9«6°�¢_¢
Í�±¡¥¶¢9°¶°�«N¦
�?¨Ê�
sin2(Ω

2 ) = s2[(β̃(Sx))2 + (β̃(Sy))2 + (β̃(Sz))
2].
¿�¢9°¸��¢

¦9«ª°��§Æ¬��±¡¥�¢e¦
�´°¸��ÑF²¡¢
s2(β̃(Sx))2 +(β̃(Sy))2 +(β̃(Sz))

2 ≤ 1,��ÑF²¡¢��­¨�±¡³ �´¦�«�«V¦��ª�§�¡�­Å9Á¬���¡¢�¢9°¸�¶«ªË¡�­³ �´�¡«ª�¡¢
s ≤ 1√

3Kβ
,
¢9¨

ÑF²¡¢
Kβ = maxη | β̃(η) | ¾

gid�n&X	_�d�S��3Y[^&_;`�a�b�c�d�S�n&Xh}J�0�

Ð ¥¶�½Â½«½£©°¸¢ ÑF²¡¢x¢e°�°�¢9°V¢9°¶ÑF²¡¢�¨@«ª°V°�Áª�o� �¯¦
�ª�¯���­¦�� �?�§«¬³­¨�¢��F��¢
¢e°è�¹µyÂª¢9�­°9¾�¿��x¦�«?°¸�8��¢V¨�«ª³ Ä¯«ª°�¢9�?�¶¥�¢9³­«?Å�«?�¡«ª°9Æk« ¥¶¢�³´«ªÅ9Á¬� ��¢
�¡�­°�±¯¢9¥¶°¶Á¬�Ö��¢9¨E«ÖÇÉ�ª¥¶¨@«

tg2(ω∆t/2)

(c∆t)2
=

(

α̃(ξx∆x)

∆x

)2

+

(

α̃(ξy∆y)

∆y

)2

+

(

α̃(ξz∆z)

∆z

)2

.

¢��¡�@¦�«?°¸�@��¢�¨@«¬³­Ä§«ª°&¦��ª�­�§¦
�´��¢9�?�¶¢9°<�
tg2(ω∆t/2)

(c∆t)2
=

(

β̃(ξx∆x)

∆x

)2

+

(

β̃(ξy∆y)

∆y

)2

+

(

β̃(ξz∆z)

∆z

)2

.

� @��~DGF��E���JA�KA�EFIM<�ON3P��JA
í�ÇÉ²¡�§Å9Á¬�

Φ(x)
°�«¬���´°èÇç«ªÓ8²¡¨@«o¥¶¢�³´«ªÅ9Á¬�o��¢:¢9°¶¦�«¬³­�ª�¯«¬¨�¢��F���

Φ(x) = 2
∑

n h(n)Φ(2x − n)
¢�¨QÑF²¡¢��?°<Â½«¬³­�ª¥¶¢9°

h(n)
¦��ª¥�£

¥¶¢9°�±Z�ª�§��¢9¨L«ª�?°�¦
�Õ¢�Î¯¦
�­¢��F��¢e°���¢P�­�F��¢9¥�±Z�ª³´«ªÅ9Á¬� ��� ¢9°¶ÑF²¡¢�¨@«
�¡¢Ö¥¶¢
Î§�¯«¬¨�¢��F���¯¾��2¢�¥¶� Â½«¬�¯����«�¥¶¢�³´«ªÅ�Áª����¢�¢e°�¦9«¬³­�ª�§«ª¨Ê¢9�F���§Æ
�F°0¦��F¢�Î¯¦
�­¢��F�¶¢9°

β(k)
±¯����¢9¨î°¸¢9¥0�?Ë����´���?°$«Ù±¯«¬¥����­¥k�¡«2°¸�?³ ²§Å9Á¬�

»
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�$�­·ª²¡¥¹«@æz��í��§µ¬³­�´°¸¢��¡¢�¢9°¸�¶«ªË¡�­³ �´�¡«ª�¡¢�±§«ª¥¶«�¨@«¬³­Ä§«?°)¢9�?�¶¥�¢9³­«?Å�«¬£
�§«ª°��ç«?¦
�­¨@«?®�¢�¦
�?� �§¦��­�¡¢��F��¢e°��ç«¬Ë¯«¬� ÍÕ�Õ®

�¡��±§¥��?Ë¡³ ¢9¨@«���¢@«ª²����ª£gÂ½«¬³­�ª¥
β(k) = 4

∑

n h(n)β(2k − n),¦��ª¨"²¡¨@« ¥�¢9³­«?Å�Á¬�%��¢ �§�ª¥¶¨�«ª³ �­Ó9«?Å�Áª�:«¬±§¥��?±¡¥��´«ª�§«¡¾6�D°�Â½«½£
³­�ª¥¶¢9°��§Áª�o�Õ²¡³ �F°��¡¢

β(k), k > 0
°¶Á¬�á� �¯���­¦9«ª���F°P�§«á�k«¬£

ËZ¢�³´«àæ?¾Ã�D°�Ây«ª³ �?¥�¢e°P��¢
β(k), k < 0

°�Áª�o�ªË��¶�­�¡�?°V�§«%¥�¢�£
³´«ªÅ9Á¬�à��¢o«ª�F��� £m°�� ¨�¢���¥¶�­«

β(−k) = −β(−k)
¾ �D° Â½«ª³ �?¥�¢e°

�¯Á¬�À�Õ²¡³­�?°:��¢
α(k), k ≥ 0

ÆÖ°¶Á¬�à�­�§���´¦�«?���?°x�§«À�$«¬ËZ¢�³´«
y¡¾ �D°ÏÂ½«ª³ �?¥�¢e° ��¢

α(k), k < 0
Æ�°�Áª� �ªË��¶�­���F° ±Z¢�³´« ¥�¢�£

³´«ªÅ9Á¬�I��¢o°�� ¨�¢���¥¶�­«
α(−k) = −α(k − 1)

¾ Ð «¬¥¹«
p = 1�F°Ö¦��Õ¢
Î¯¦�� ¢9�?�¶¢9°

α(k)
��¢9¥��­Â½«¬¨Ê£©°¸¢V�¡� ¥¶¢
�¹«¬¨�¢��F��¢��¡« ÇÉ�?¥�¨Ö²¡³­«

α(−1) = Φ
′

(−1/2) = 1
Æ
α(1) = Φ

′

(1/2) = −1
¢

α(0) = 0�§�?°Ê��¢�¨@«¬�´°�¦9«ª°��?°9¾huÕ¢9�§���x«?°�°�� ¨ÏÆ�±§«ª¥¶«
p = 1,

�x°¸�´°¸��¢�¨@«
�¡�­°¶¦
¥¶¢
�¶�Ö��¢2¢9ÑF²§«ªÅ�åÕ¢9°c¢�Í�±¡³ Ì´¦
� �¶«?°)±¯«¬¥¹«�¨�«ª³ Ä¯«ª°Ò¢��F��¥¶¢�³´«ªÅ9«ª�¡«?°
¦��ª¥¶¥�¢e°¸±Z�ª�¯��¢D«ª�Ê��¥¹«ª���´¦
�­�ª�§«ª³s¢9°¶Ñ?²§¢�¨@«��$�D�&�Ö¾
íÙ±§¥�¢e°¸¢9�?�¹«¬¨Ê£©°¸¢Þ�§«=±§«ª¥¸�¶¢Ü°¸²§±¯¢9¥��­�ª¥î�¡«#�$�­·ª²¡¥¹«Aæ��?°

·?¥¶µ¬Î¯¦
�F°&��¢ | α̃(z) |, 0 ≤ z ≤ π
Æ¯±¯«¬¥¹«Ê�¡�ÈÇÉ¢9¥�¢9�?�¶¢9°��ª¥¹��¢��§°&�¡¢

�­�F��¢9¥�±Z�ª³´«ªÅ9Á¬�§¾%�2Ë§°�¢�¥¶Ây«¬£m°�¢VÑF²¡¢
Kα = Kα(p)

�Ï«ª°¶°�²¡¨��­���
¢9¨

z = π
¢�ÑF²¡¢Ò¢e°è�¶¢)Â½«¬³­�ª¥�¦
¥¶¢9°¶¦
¢ÒßÙ¨�¢9���´�¡«2Ñ?²§¢

p
«¬²¡¨�¢��F�¹«¡¾

�2²Ü°�¢��¸«§Æ�«î¦��ª�§�¡�­Å9Á¬�Û��¢à¢e°è�¹«¬Ë¡�­³ �´�¡«?��¢À���Û¢e°�ÑF²¡¢9¨�« ¢9¨
¨@«ª³ Ä§«?°<¢��F��¥¶¢�³´«ªÅ9«ª�¡«?°cÎZ¦�«Ê¨@«¬�´°Ò¥¶¢9°¸��¥¶� ���­Ây«�ßÊ¨�¢9���´�¡«�ÑF²¡¢�°¸¢
«ª²¡¨�¢��F�¶«�«V�?¥¶�¡¢�¨#���V¢e°�ÑF²¡¢9¨@«¡¾�íÙ±¡¥¶¢9°�¢��F�¹«¬¨Ê£m°�¢��§«V±§«¬¥���¢
�­��ÇÉ¢9¥��­�ª¥Ê�¡«8�$� ·?²¡¥¹«%æP�?°�·ª¥¹µ½Î¯¦��?°���¢ | β̃(z) |, 0 ≤ z ≤ π

Æ
±¯«¬¥¹«á��� ÇÉ¢�¥¶¢��F�¶¢9°Ï�ª¥¹��¢9�§°Ï���?°�¢9°¶ÑF²¡¢�¨@«?°�¾��2Ë§°�¢�¥¶Ây«¬£m°�¢:ÑF²¡¢
Kβ = Kβ(p)

�¶«ª¨�ËZ��¨;¦�¥�¢e°�¦�¢Vß8¨�¢9�¡�­�¡«:ÑF²¡¢
p
«¬²¡¨�¢��F�¹«¡¾

¿��P¢��F�¹«¬�F���¯Æ§¢9°¶°�¢9°&Â½«¬³­�ª¥¶¢9°�°�Áª�P°¸²¡±Z¢�¥¶�­�ª¥¶¢9°&«¬�F°Ù°�¢�²§°2¦
�ª¥¶¥¶¢9°¸£
±Z�ª�¯��¢��F��¢e°Ê�¡�:¦9«ª°��:��¢�¨�«ª³ Ä¯«ª°Ö¢��F��¥¶¢�³´«ªÅ9«ª�¡«?°�¾%�2²á°�¢��¸«¡Æc«
¦��ª�§�¡�­Å9Á¬�P��¢Ö¢9°¸�¶«¬Ë§� ³­�­�§«ª��¢���¨�¢9�¡�?°�¥�¢e°è�¶¥�� ���­Â½«�±§«¬¥¹«�¨@«¬³­Ä§«ª°
¦��ª�­�§¦
�´��¢9�?�¶¢9°9¾8íÙ±¡¥¶¢9°�¢��F�¹«¬¨Ê£m°�¢@�?°�±§«¬¥¹ë¬¨�¢���¥¶�?°���¢P¢e°è�¹«¬Ë¡�­³­�È£
�§«ª��¢

K−1
α

¢
K−1

β

�§«2�k«ªË¯¢9³­«�»Ù±§«ª¥¶«Ù�¡�ÈÇÉ¢9¥�¢9�?�¶¢9°0Ây«ª³ �?¥�¢e°0��¢
p
¾

k p = 2 p = 3 p = 4

1
£�yz�¬» £�y9 7y9�½»�¡9¢ £¹æ
 <£	 z�7y�y�¤ª»

2
æ
��æ�y ¢¬»9�¬»�¡9¢ æ�£z¥ª»	�� z 7y<£

3
£¶æ�¡9��æ�¤�¦9¢ £©»�¦z¦�¦	�Õæªæ�¥�¥9y

4
£¹æ
�7y�¦zy�¤  ¬»9�¬»zy7¥9y¬»

5
æ�y�¥9�z 
£?»9y7¦9¢

6
£¹æ
��æªæ�¥�¦zy9 7y

�$«¬ËZ¢�³´«�æz�ÒÝÒ�Õ¢
Î¯¦�� ¢9�?�¶¢9°<�§Áª�Ö�Õ²¡³­�?°
β(k), k > 0

k p = 2 p = 3 p = 4

0
£¹æª¾�y�y�¦¡æ�¡�¡�¡z¡�¡	  £¹æª¾�y7¦§æ�¥§æ £¹æª¾ »¡æªæ�¤ª»�£z¤7£z£?»

2
¤§¾ ¤z¦ª»9 �¢7¤z¤�¤�¤z¤ ¤¡¾­æ9»	 Õæe»7£ ¤¡¾­æ�¢�¡�¤¡æ�¤�¤	 Õæ�¤

3
£�¤¡¾ ¤¡æ�¤7£¯æ�¡�¡z¡�¡	  £�¤¡¾ ¤zy�¥9 <¡§æ�¥ £�¤¡¾ ¤7£§æ�¦�¦9¢z 
£9¡�¤

4
¤¡¾ ¤�¤?»7£	 7¤¡æ�£ ¤¡¾ ¤�¤z¥�¡z¢7£?»9y¬»�¡

5
£§¥§¾ ¤9y7¡9¢<£ ×10−6 £�¤¡¾ ¤�¤�¤z¥ª»z¤�¥�¡z¦z¢

6
£�¤¡¾ ¤�¤�¤z¤¡æ�¤�¥�¦z¦�¦

7
¤¡¾ ¤�¤z¤�¤�¤z¤�¤z¤7£§æ

�k«ªË¯¢9³­«)y5�ÒÝÒ�F¢�Î¯¦
�­¢��F�¶¢9°<�§Áª�Ö�Õ²¡³­�?°
α(k), k ≥ 0

p = 1 p = 2 p = 3 p = 4

K−1
β

y�¾ ¤ æª¾ £9¢z �¢ æª¾�yz �æ9» æª¾­æ�¡z¦9 

K−1
α

æª¾ ¤ ¤¡¾¨ 7¢ ¤¡¾ ¡�¥�£�£ ¤¡¾ ¡z¢�¥z¢

�$«¬ËZ¢�³´«�»5� Ð «¬¥¹ë¬¨�¢
�¶¥��F°<��¢�¢9°¸�¶«¬Ë§� ³­�­�§«ª��¢

£



© b�S�^ªX9l
S�«5df��V&Y[¬9l
b;a�ZW­J}�Z5S�d{®Ee&b�n&b�Y[X	e&S�b;d�e&Z5_

qÙ¨@«oÇÉ�ª¥¶¨�«%¦��ª¨Ö²¡¨5�¡¢8ÂÕ�­°�²§«¬³­�­Ó9«¬¥V�o¢
ÇÉ¢9�È�¶�t��¢x���´°�±¯¢9¥¸£
°¶Á¬���F²§¨Ê�9¥��´¦�«�¦
�ª�¯°¸�´��¢�¥¹«�«�Â?¢�³­�Õ¦��­�§«ª��¢��¡¢&Çç«ª°�¢��¡�?¥�¨@«ª³ �­Ó9«?�¡«
v = vp/c

¢�¨�ÇÉ²¡�§Å�Áª� �����¶«¬¨@«ª�¡Ä¡� ��¢P¦
�9³ ²§³­«��¡�?¥�¨@«¬³­�­Ó9«ª�§«
δ = ∆xω/c2π

Æª±§«¬¥¹«����ÈÇÉ¢9¥�¢9�F��¢9°�Â½«ª³ �?¥�¢e°$�¡�D�ÕÔ¡¨�¢9¥�����¢�Ý��O�
s = c∆t/∆x

Æc��¢��F��¥¶�x���:³ �­¨��È�¶¢���¢�¢9°¸�¶«ªË¡� ³­�´�¡«ª��¢?Æ�¢�¨ ÑF²¡¢
vp = ω

ξ
c = 1√

εµ
.
�2¢
Î§�¡�­�§��� � ¦
�?¨Ê±§¥��­¨�¢��F��� ��¢��ª�§�¡«

λ = cT
¢9¨ÜÑF²¡¢

T = 2π/ω
����±Z¢�¥¶Ì­�Õ�¡����¢9¨�±¯�?¥¶«ª³]ÆFÂª¢9¥�� Î¯¦�«¬£

°�¢xÑF²¡¢8°�¢
δ = 1/N

ÆÒ¢9�F�¶Á¬�
N = λ/∆x

� �%�ÕÔ¡¨�¢�¥¶� �¡¢
¦���³­²¡³´«ª°&±Z�ª¥Ù¦��ª¨�±¡¥¶� ¨�¢��F�¶���¡¢��ª�§�¡«§¾Ò�2²�°�¢��¸«§Æ¡�@±§«ª¥¶ëª¨Ê¢���¥¶�
δ
¨�¢9�¡¢Ù«D�¡¢��§°��­�§«ª��¢&¥¶¢�³´«½�¶� Â½«��¡«D¨@«¬³­Ä§«¡¾�¿Ù��¦9«ª°��D«ª�§«¬³­ÌÈ�¶�­¦��§Æ
�?Ë§°�¢�¥¶Ây«¬£m°�¢�ÑF²¡¢Ö«PÂª¢�³­��¦
�´�¡«ª�¡¢���¢�Çç«?°¸¢Ö�¡�ª¥¶¨@«¬³­� Óe«ª�¡«��Ê¦
�?�§°è£
�¹«¬�F��¢

vp/c = 1
¾ Ð «¬¥¹«��F°�¨��Õ�¡¢�³­�?°��Õ²¡¨���¥¶�­¦��?°9Æ0Â?¢�¥¶�ÈÎ¯¦9«½£©°¸¢

ÑF²¡¢
ω∆t = s2πδ

¢
ξ∆x = 2πδ

v

¾¯uÕ¢9�§���%«ª°¶°�� ¨ÏÆc±Z����¢
£©°¸¢
¢�Í�±¡¥�¢e°�°¶«¬¥Ò«�¥¶¢�³´«ªÅ�Áª����¢����­°�±Z¢�¥¹°�Áª���F²§¨Ê�9¥��´¦�«Ö����¨�����¢9³ ��¢9¨
¨@«ª³ Ä§«?°<¢��F��¥¶¢�³´«ªÅ9«ª�¡«?°�¢�¨Ü�¶¢�¥¶¨��?°&���F°<±§«¬¥¹ë¬¨�¢
�¶¥��F°

v
¢

δ
�§«

ÇÉ�?¥�¨@«
sin(sπδ) = sα̃( 2πδ

v
),
���PÑF²¡¢�°�¢���¢9��²§Ó�«ÖÇ#�?¥�¨Ö²¡³­«

v =
2πδ

α̃−1
[

sin(sπδ)
s

] .

ÝÒ�?¨��P«ÊÇÉ²¡�§Å�Áª�
α̃−1(z)

¢e°è�¹µ@��¢
Î¯�¡�­�§«�±§«¬¥¹«
0 ≤ z ≤ Sα

Æ¯«
Â½«ª¥��´«ªÅ9Á¬�V��¢

δ
�¡¢�Âª¢�°�¢�¥���¢��¹«¬³$ÇÉ�ª¥¶¨@«�ÑF²¡¢

0 ≤ sin(sπδ) <
sSα

¾
íÞ�$� ·?²¡¥¶«vy@¨��?°¸��¥¹«P�F°�·?¥¶«¬Î¯¦
�F°���¢

v
¢9¨=ÇÉ²¡�§Å9Á¬���¡���ÕÔ�£

¨�¢9¥��8��¢�¦
��³­²¡³´«ª°�±Z�ª¥Ö¦
�ª¨�±¡¥¶�­¨Ê¢9�F���8��¢P�?�§�¡«Ï±§«ª¥¶«�Â½«¬³­�ª¥¶¢9°
�¡��±¯«¬¥¹ë¬¨�¢
�¶����¢:Ý��O�NÂ½«¬¥¶�­«ª�§�����¡�%���ª¨�Ì­�¡�­� �¡¢�¢e°è�¹«¬Ë¡�­³­�È£
�§«ª��¢D���?°Ò¢9°¶ÑF²¡¢�¨@«ª°)¢
Í�±¡³­Ì­¦��È�¶�?°Ò¢�¨Þ¨@«¬³­Ä§«ª°Ò¢��F�¶¥�¢9³­«?Å�«ª�§«ª°���¢
�¡�ÈÇÉ¢9¥�¢9�?�¶¢9°D�ª¥¹��¢9�§°�¾ Ð «ª¥¶«

s = 0.5
Æs¢9°¶°�¢9°2·ª¥¹µ½Î¯¦��?°2¨Ê�F°è�¶¥¶«ª¨

ÑF²¡¢D¦
�?¨
p = 1

�ç���D�&�D®Ò¢
10
¦
��³­²¡³´«ª°)±¯�?¥�¦��ª¨�±¡¥¶� ¨�¢��F�¶����¢

�?�§�¡«��@±Z�?°¶°¸Ì­Âª¢9³$�?Ë���¢9¥�²¡¨@«Ï±¡¥¶¢9¦
�´°¶Á¬�Ï��¢
98, 8%

¢��¯Ñ?²¯«¬�F���
ÑF²¡¢�±§«¬¥¹«D�ª¥¹��¢��§°�°�²¡±Z¢�¥¶� �?¥�¢e°

8
¦
�9³ ²¡³´«ª°c±¯�?¥)¦
�?¨Ê±§¥��­¨�¢��F������¢

�?�§�¡«%°¶Á¬�%°�²�Î¯¦
�­¢��F�¶¢9°9¾à¿Ù�%¢��F�¹«¬�F���¯ÆÒ�?Ë§°¸¢9¥�Â½«¬£m°�¢�ÑF²¡¢ ±¯«¬¥¹«
p = 1

«ª°�¦
²¡¥¶Â½«ª°&��¢����´°�±¯¢9¥¶°¶Á¬���Õ²¡¨���¥¶�­¦9«�°¸¢�«ª±¡¥��yÍ��­¨@«¬¨Ü�¡«
¦��ª�§°¸�¶«ª�F��¢

v = 1
����¨�����¢�³­��«¬�¯«¬³­ÌÈ�¶�­¦���Ñ?²¯«¬�§����°�¢�«ª±¡¥��yÍ��­¨@«

�¡�Ö³­� ¨�� ��¢���¢�¢9°¸�¶«ªË¡�­³ �´�¡«ª�¡¢
s = 1

¾�¿Ù��¦�«?°¸�Ê��¢D�ª¥¹��¢��§°<°�²¡±Z¢
£
¥¶�­�ª¥¶¢9°

p > 1
«Ê��¢��¯��ì��§¦��­«���¦��ª�F��¥¹µ¬¥¶�´«¡¾Ò�2² °¸¢!�¸«¡Æ§«Ê±¡¥¶¢9¦��­°¶Á¬�

«ª²¡¨�¢��F�¶«�ßP¨�¢9�¡�­�¡«�ÑF²¡¢��
s
��¢9�§��¢�«PÓ�¢9¥��¯¾D¿�¢9°¶°¸¢Ê°¸¢9�F���´���§Æ

²§¨�«D¦
�?¨�±§«¬¥¹«ªÅ9Á¬�O�è²§°¸�¶«D���?°k¢9°¶ÑF²¡¢�¨@«?°k��¢<��� ÇÉ¢�¥¶¢��F��¢e°$�ª¥¹��¢��§°
�¯Á¬�8±Z����¢V°�¢�¥�ÇÉ¢9�È�¹« ±§«¬¥¹«Ï²¡¨AÂ½«¬³­�ª¥�Î¡Í��8���x±§«¬¥¹ë¬¨�¢
�¶¥��Ï��¢
Ý��O�)¾
íÙ�¯«¬³­�ª·?«ª¨�¢��F��¢?Æ½±§«¬¥¹«Ù�D¨��Õ�¡¢�³­�2¢9¨î¨@«¬³­Ä§«ª°$¦
�?� �§¦��­�¡¢��F��¢e°�Æ

�¶¢�¨Ê£©°¸¢�«Ê¥¶¢�³´«ªÅ�Áª�
sin(sπδ) = sβ̃( 2πδ

v
)
¾�éè°è�¶���ªÆ

v =
2πδ

β̃−1
[

sin(sπδ)
s

]

ÑF²¡¢ ��Â½µ¬³­�­�¡«á±§«ª¥¶«tÂy«ª³ �?¥�¢e°��¡¢
δ
��¢��¶«¬³DÇÉ�?¥�¨@«_Ñ?²§¢

0 ≤
sin(sπδ) < sSβ

¾�íÃ�$� ·?²¡¥¹«P»P¨��?°¸��¥¹«P�F°�·?¥¶«¬Î¯¦
�F°Ù��¢
v
¢9¨

ÇÉ²§�§Å�Áª�8��� �ÕÔ¡¨�¢�¥¶�Ï�¡¢P¦
��³­²¡³´«ª°�±Z�ª¥�¦��ª¨�±¡¥¶� ¨�¢��F�¶�Ï�¡¢@�ª�§�¡«
±¯«¬¥¹«VÂ½«¬³­�ª¥¶¢9°����Ï±§«ª¥¶ëª¨�¢
���Ï��¢�Ý��O�_Â½«¬¥¶�­«ª�§�����¡� ���ª¨�Ì­�¡� �
�¡¢D¢e°è�¹«¬Ë¡�­³­�­�¡«?��¢����?°�¢e°�ÑF²¡¢9¨�«?°�¢
Í�±¡³­Ì­¦��È�¶�?°�¢�¨Ü¨@«ª³ Ä§«?°<¦
�ª�­��£
¦��­�¡¢��F��¢e°Ò��¢���� ÇÉ¢�¥¶¢��F��¢e°)�?¥¶�¡¢��§°9¾$¿�¢9°¶°¸¢2¦�«ª°��§ÆF±§«ª¥¶«

s = 0, 5
¢

p = 1
«Ù±§¥�¢e¦
�´°�Áª�Ù��¢

98%
¥¶¢9ÑF²¡¢9¥'¨@«¬�´°k�¡��ÑF²¡¢

24
¦
��³­²¡³´«ª°0±¯�?¥

¦��ª¨�±¡¥¶� ¨�¢9�?�¶�P��¢��ª�¯�¡«¡¾)¿��P¢��F�¹«¬�F���¯Æ�±§«¬¥¹«
p ≥ 2

¢e°�°¶«Ê±¡¥¶¢
£
¦��­°¶Á¬�Ö±¯����¢D°¸¢9¥�«ª³­¦9«¬�§Å9«ª�¡«�¦��ª¨

8
¦���³­²¡³´«ª°Ò±¯�?¥�¦��ª¨�±¡¥¶� ¨�¢��F�¶�

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

1.06

1.08

1.1
p=1

N

v

s=0.2
s=0.3
s=0.4
s=0.5
s=0.6
s=0.7
s=0.8
s=0.9
s=1.0

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

p=2

N

v

s=0.2
s=0.3
s=0.4
s=0.5
s=0.6
s=0.7

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

p=3

N

v

s=0.2
s=0.3
s=0.4
s=0.5
s=0.6
 

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

p=4

N

v

s=0.2
s=0.3
s=0.4
s=0.5
s=0.6
 

�$�­·ª²¡¥¹«tyR���2�­°�±¯¢9¥¶°¶Á¬�8�¡¢V¢9°¶ÑF²¡¢�¨@«?°�¢
Í�±¡³­Ì­¦��È�¶�?°�¢�¨A¨�«ª³ Ä¯«ª°
¢9�F��¥¶¢�³´«ªÅ�«?�¡«ª°��0¢�ÇÉ¢�� ���P���

CFL

¢



2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

p=1

N

v
s=0.2
s=0.4
s=0.6
s=0.8
s=1.0
s=1.2
s=1.4
s=1.6
s=1.8

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

p=2

N

v

s=0.2
s=0.4
s=0.6
s=0.8
s=1.0
s=1.2
s=1.4
 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

p=3

N

v

s=0.2
s=0.4
s=0.6
s=0.8
s=1.0
s=1.2

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

p=4

N

v

s=0.2
s=0.4
s=0.6
s=0.8
s=1.0

�$�­·ª²¡¥¹«8»j�Ê�2�­°�±Z¢�¥¹°�Áª�8��¢V¢e°�ÑF²¡¢9¨�«?°�¢
Í�±¡³­Ì´¦
� ���?°�¢�¨A¨@«¬³­Ä§«ª°
¦��ª�­�§¦
�´��¢9�?�¶¢9°���¢
ÇÉ¢9�È�¶���¡�

CFL

�¡¢��ª�¯�¡«¡Æs��¨Ê¢e°¸¨���¥�¢e°¸²¡³ �¶«?�����¡��¦�«?°¸����¢Ê¨�«ª³ Ä¯«ª°2¢��F��¥¶¢�³´«½£
Å9«ª�¡«?°�¾�ÝÒ�ª¨����¡��¦9«ª°���«¬�F��¢9¥��­�ª¥eÆ¬�ªË¯°¸¢9¥�Â½«½£©°�¢<ÑF²¡¢�±§«¬¥¹«

p = 1«?°Ù¦
²§¥�Â½«ª°2��¢����´°�±¯¢9¥¶°¶Á¬�@�Õ²¡¨���¥¶�´¦�«P°�¢�«¬±§¥��yÍ��­¨�«ª¨-�¡«�¦
�ª�¯°è£
�¹«¬�F��¢

v = 1
���@¨�����¢9³ �V«ª�§«¬³­Ì ���´¦
�PÑF²§«¬�¯���P°¸¢Ö«¬±¡¥¶�yÍ�� ¨@«����

³­�­¨Ê� ��¢��¡¢�¢9°¸�¶«ªË¡� ³­�´�¡«ª��¢
s = 2

Æ¡¢��¡�P¦9«ª°��@��¢��ª¥¹��¢9�§°&°¸²§±¯¢9¥�� £
�?¥�¢e°

p > 1
«@��¢9�§��ì9�§¦
�´«��Ê«V±¡¥�¢e¦
�´°�Áª��«ª²¡¨�¢��F�¶«ª¥Dß�¨�¢9���´�¡«

ÑF²¡¢
s
��¢��¯��¢�«ÊÓ�¢�¥¶�§¾

¿Ù�P¦9«ª°��@���@¨��
�������P�¡¢ÖÝÒ¥¶«ª�¡âF£m¿��­¦��ª³´°¸�?�V¢�¨E¨@«¬³­Ä§«ª°&¢9��£
�¶¥�¢9³­«?Å�«?�¡«ª°9Æ½«�¥¶¢�³´«ªÅ9Á¬�2�¡¢<�¡�­°�±¯¢9¥¶°¶Á¬����¢9¨ê«2ÇÉ�ª¥¶¨�«

tg(Ω/2) =
sα̃(Ξ)

�ª²
tg(sπδ) = sα̃( 2πδ

v
)
¾�éè°¸�����

v =
2πδ

α̃−1
(

tg(sπδ)
s

) δ ≤ δmax =
arctg(sSα)

sπ
.

íÀ�k�­·ª²§¥¶«$£�¨Ê�F°è�¶¥¶«��F°c·?¥¶«¬Î¯¦
�F°���¢
v
¢�¨ÃÇÉ²¡�§Å9Á¬�����Ö�FÔ§¨Ê¢9¥��

�¡¢�¦���³­²¡³´«ª°�±Z�ª¥�¦��ª¨�±¡¥¶� ¨�¢��F�¶�Ï�¡¢@�ª�§�¡«Ï��� ¨���������� ��¢�Ý�¿
¢9¨�¨�«ª³ Ä¯«ª°P¢9�F��¥¶¢�³´«ªÅ�«?�¡«ª°9Æ&±§«ª¥¶«%Â½«ª³ �?¥�¢e°V���á±§«¬¥¹ë¬¨�¢
�¶�t��¢
Ý��O�pÂ½«¬¥¶�­«ª�§���t�§�á�­�F��¢�¥¶Â½«¬³­�

0.5 ≤ s ≤ 4
¾Q�2Ë§°�¢�¥¶Ây«¬£m°�¢
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