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Consideremos f : M — M é um difeomorfismo e M é uma variedade Riemanniana compacta.
Apesar das duas primeiras propriedades valerem para um caso mais geral, para f continua e M
simplesmente um espago topoldgico.

Propriedade 0.1 O conjunto dos pontos nao errantes Q(f) € fechado e f-invariante (f(Q(f)) =
Q(f))-

Demonstragao: Por simplicidade denotemos Q(f) = Q. Seja x € M\, entao existe uma viz-
inhanga U de z tal que para todo n > 0 tem-se U N f"U = (. Note que U C M\, dado
y € U tome uma vizinhanga de V de y pequena o suficiente de forma que esteja em U, assim
VN fV)cUn f*U = § para todo n > 0, o que significa que todo ponto de U nao é um nao
errante. Portanto, () é fechado desde que é o complementar de um conjunto aberto.

Agora, seja x € Q. Considere uma vizinhanga V de f~1(x). Note que f(U) é uma vizinhanca de
x, assim existe ng € N tal que f™(f(U))N f(U) # 0, o que implica que f™ (U)NU # @ e portanto
f(x) € Q. Logo, f~1(2) C Q. Para ver que f(Q2) C Q, fixe z € Q e seja V vizinhaga de f(x),
temos que f~1(V) é uma vizinhanca de , entdo existe ng > 0 tal que f™(f~1(V))n f~1(V) #0,
isto é, f (V) NV # 0. Logo, f(z) € Q. O

Propriedade 0.2 Se p € M € um ponto periddico de f entao p € Q(f), isto é o conjunto dos
pontos periddicos de f, Per(f) estd contido no conjunto dos pontos nao errantes de f. Além disso,

Per(f) C Q(f).

Demonstragao: Seja p um ponto periédico de perfodo m (f™(p) = p). Dada uma vizinhanca V' de
p, temos p € VN f™(V). Portanto, p € Q (com ng = m). Como  é fechado (pela propriedade
anterior), entdo Per(f) C Q = Q.

A partir de agora suponhamos que f : M — M é um difeomorfismo e M é uma variedade
Riemanniana compacta.

Definigao 0.3 Um conjunto fechado A C M invariante por f é dito hiperbdlico se existe C' > 0,
A€ (0,1) e para todo x € A existem E*(z), E¥(x) C T, M tais que

1. T,M = E*(z) & E*(z);

2. ||dfrvs| < CAllv®||, ¥ v* € ES(x) en > 0;

3. |ldfsmvt || < CAJo]l, ¥ v* € E*(z) e n > 0;
4. df.B* (@) = E*(f(2) e dfoEB"(x) = B*(f(2)).

E possivel mostrar usando os itens da defini¢do acima que os subespagos F*(z) e E"(z) variam
continuamente com relagao a x € A.

Se M é um conjunto hiperbdlico, f leva um nome especial, dizemos que é um difeomorfismo
de Anosov. Faremos agora um exemplo classico de um difeomorfismo de Anosov.
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Exemplo 0.4 Considere a matriz A = ( 11

>. A aplicagio Ty : T? — T? dada por Ta([z]) =

[Az] € um difeomorfismo de Anosov.

De fato: os autovalores de A sdo A\ = 3+T‘/5 e Ay = 3_2‘/5. Logo, todo ponto de T? é um ponto

hiperbdlico de Ty. O autoespago gerado pelo autovetor correspondente ao autovalor A1 cuja norma



€ mais que 1 serd o E* e o autoespaco gerado pelo autovetor correspondente ao autovalor \s cuja
norma € mais que 1 serda o E°.

Note que se A € autovalor de A e v € seu autovalor associado, entdo A" € autovalor de A™ e v
¢ seu autovalor associado. Assim, se Dfy : T,M — Ty)M € a aplicagio de f no ponto x, entao

Df"v = A™v.

e Para v® € E*. Temos
[Df ()| = [AZ]llvll < 2[A2]™[J0%]]-

e Para v* € E*. Temos

IDF ()l = AT ot = AT o] = el o] < 2] [lo"],

pois |xa] = |AT"].

Tomando, A = |\a| e C = 2 na defini¢do 0.3, temos que T? é um conjunto hiperbélico.

Definicao 0.5 Dado um ponto hiperbolico x € M por um difeomorfismo f : M — M de classe
C" definimos:

o Wé(z)={ye M|d(ffz, ffy) = 0, k — o} a variedade estavel por z;
o W) ={ye M|d(f "z f*y) =0, k= 00} a variedade instavel por x.
E dado € > 0 denotamos por W2 (z) a variedade estdvel de x de raio €, ou seja,
o Wi(z) = {y € M| d(f*a, f*y) < £ Vk € N}

e por W*(z) a variedade instdvel de x de raio €, ou seja,
o Wh(z)={ye M|d(f "z, f*y) <eVk €N}

Quando estamos trabalhando com difeomorfismos de Anosov, podemos em cada ponto de M
definir as suas variedades instavel e estdavel, obtendo folheacoes instavel e estavel de M que costuma-
se denotar por F*“ e F° respectivamente. Entao entender a dinamica em M, é estudar o que
acontece nas folhas W* e W*, as quais podemos mostrar que variam continuamente com z e pela
defini¢cdo podemos dizer que f contrai folhas estaveis e expande folhas instaveis, devido a isso
os difeomorfismos de Anosov viraram um interessante objeto de pesquisa entre matemaéticos, até
mesmo pelo desafio de desvendar as muitas perguntas em aberto que ainda existem.

A partir de agora, estaremos assumindo f : M — M difeomorfismo de Anosov e M variedade
Riemanniana compacta e conexa.

Definigao 0.6 Dizemos que uma sequéncia {xz;} em M € uma §-pseudo-6rbita para [ se d(f(x;),x;11) <
5. Um ponto y € M e-sombreia a sequéncia {z;} se d(f'(y),z;) <e.

Lema 0.7 (Lema do sombreamento) Para todo 8 > 0 existe um « > 0 tal que toda a-pseudo
orbita {x;}o_, em Q é B-sombreada por um ponto x € .
Demonstra¢ao: Dado 8 > 0.

Afirmacao: Para qualquer € > 0 pequeno existe um § > 0 tal que para todo z,y € Q) com
d(z,y) < § tem-se a intersegdo W2 (x) N W(y) consiste de um unico ponto e este ponto estd em
a(f).

Considere € > 0 satisfazendo =22

T—x
tao grande de forma que A\Ve < §/2 e entdo tome « > 0 tal que:

+ 2 < Besejad € (0,e) como na afirmacdo acima. Tome N

e Se {y;}V, é uma a-pseudo-6rbita em €2, entdo d(f’yo,y;) < §/2, V j € [0, N].
Considere uma a-pseudo érbita {z;}7™ com r > 0. Defina 2/, recursivamente para k € [0, 7]

por T = T € T(hp1)N = Wg‘(sz;cN) NW2(xx+1)n) € Q2.
Isto faz sentido, ou seja, x'(kH)N existe para todo k:

d(fNazhy, fNaen) < AVd(zhy, zen) < AVe < 6/2



d(fokN,x(kH)N) < 0/2 pela escolha de a,

entao

)
+§—5.

Agora, seja x = f~"Nz/ . Parai € [0,7N] tome s com i € [sN, (s + 1)N] entdo

1)
d(fNon, 2ernyn) < ANl N arn) + AN 2y, T ) < 3

d(fll‘, ifsN / )<d(fl rN / 7.]” (r— 1)N$(r 1)N)+d(fZ (r— 1Nx/(7_1)N’fifsNx;N)

s

Sg Z (fz tN / fz tM+M /t 1)N Z 6A)&N i

t=s+1 t=s+1

esta dtima desigualdade segue de

(fz tN / fz tN+N

(fz tN / fl tN(fN-'L'(t—l)N))'

AN zd(JUtNaf x(tq)N) < NN—ig

Tt 71)N)

IA I

j& que zyy € Weu(foztfl)N)‘
Pela escolha de a temos que d(f*~*Nx,n,z;) < §/2.
Usando varias vezes a desigualdade triangular, obtemos

d(f'z,z;) < (flx FoNa )+ d(f N )
S (fz i— sN / )+d( i—sIN ISN?fZ SN.’ESN)—Fd(Z'ZfZ sN mstx’L)
g : ) § e 3¢
< AN 6/2 < —— A N
_t:;le +6+/_1_>\+5+2<1_)\+2<,8,

isto é, x é um B-sombreamento de {x;}7%.

Assnn toda a-pseudo érbita {z;}7, em  estende para {z;}!, quando rN > n fazendo

= fi="x, parai € (n,rN]. Um x € Q sombreando esta extensao sombreia a pseudo érbita
original.

Se {z;}?_, é uma a-pseudo érbita finita entdo também é {xHa}?;g e x sombreando esta,
produz f~%x sombreando a original.

Portanto o lema vale para pseudo 6rbitas finitas. Se {z;}32__ é uma pseudo érbita em €2,
entdo encontra x(™ € Q B-sombreando {x;}™
Entao x € Q S-sombreia {x;}5°

e seja  um ponto limite da sequéncia z(™).
|

i=—m

1=—00"

Observagao 0.8 Dizemos que uma f: M — M é §-expansiva se x,y € M, x # y, entdo existe
N € N tal que d(fNa, fNy) > 6, § assim sendo é chamado constante de expansividade da f.
Pode-se mostrar que se f € Anosov, entao f € dg-expansiva, para algum dg.

Seja dp a constante de expansividade da f.

Teorema 0.9 Se a = —00, b = 00 ¢ 8 < §/2 entdo existe o > 0 tal que o S-sombreamento da
a-pseudo orbita {z;}2_, € unico.
Demonstracio: A existéncia de a é garantida pelo Lema do Sombreamento. Seja {z;}32_ . uma
a-pseudo érbita. Suponhamos que y, z sdo dois S-sombreamentos de {z; }2_ ., assim

d(f'(y), ['(2)) < d(f*(y), i) + d(wi, f'(2)) < B+ B =28 < &, Vi€ L,
pela expansividade de f, y = z. (|

Corolario 0.10 Dado qualquer 8 >0 com § < §p/2 existe a > 0 tal que a vale:
sex € Q ed(f"r,x) < a entdo existe um ' € Q com frz’ =z’ e d(fFz, fFa') < B, Vk € [0,n].
Demonstragdo: Seja x; = fFx, i =k (mod n), k € (0,n]. Entdo {x;}3°__ é uma a-pseudo érbita.

Seja 2’ € € seu B-sombreamento. Entdo d(fiz’, fif"a’) < d(fia’,x;) + d(z;, fitma’) <28 < o e
pela expansividade [z’ = x'. O



Lema 0.11 (Lambda Lema) Seja p € M um ponto fizo hiperbdlico para f. Se D é um disco
transversal a variedade estdvel, W*(p), em uma ponto g € W*(p), entdo dado R e ¢ reais positivos
existe Ny tal que V n > Ny a componente conexa de f™(D) N V.(Wg(p)) que contém f™(p) estd
e —C* prézimo de Wh(p). Onde WE(p) € a variedade instdvel de p de raio R e V-(W§(p)) é uma
vizinhanga de distincia € de WH(p).

Teorema 0.12 Seja f: M — M um difeomorfismo de Anosov. Entao sao equivalentes:

1. Q(f) = M;

. Per(f) = M;

. F% € minimal, isto €, a variedade instdvel de todo ponto € densa em M ;

2
3
4. F° € minimal, isto €, a variedade estdvel de todo ponto € densa em M ;
5. f € transitiva;

6

. [ € topologicamente mixing.

Demonstragao:

1= 2: Sejaxz € M = Q(f). Dado gy > 0 queremos encontrar um ponto periédico €¢ préximo
de z. Do Lema do sombreamento, tome 3 = €(/2, existe portanto o a. Considere a bola B de raio
r < min{j3, a/2} centrada em x. Como x é ndo errante, existem y € B e k € N tal que f*(y) € B.
Completamos esta sequéncia para obter a seguinte a-pseudo 6rbita periddica:

{7 W) F W), PP W), T W)y )

e pelo Corolario do Lema do sombreamento existe yg € ) que (-sombreia e é periédico. Das
escolhas feitas, segue que

d(yo,x) < d(yo,y) +d(y,z) < B+71 <eo/2+4¢e0/2 = ep.

2=1: M =Per(f)CQ= M =Q.

2 = 3,4: Pela hipdtese, temos Per(f) = M. Seja p um ponto periédico de f e considere o
conjunto A, = {x € M | z ligado a p por finitos W* e W*}. Vamos mostrar que A, é aberto
e fechado e entao podemos concluir que este conjunto é toda a variedade, ja que M é conexa.
Dado = € A, existem pontos periédicos pi,...,py tal que ligamos = a p por W* e W*" desses
pontos.Temos duas situagoes:

e W#(x) intersecta transversalmente W*(p1): pela continuidade das folhas instdveis, existe
um ¢ > 0 tal que para todo y d-préximo de z, W*(y) intersecta transversalmente W"(p;), e
assim A, é um conjunto aberto.

e W*(x) intersecta transversalmente W*(p;): existe um § > 0 tal que para todo y J-préximo
de z, W"(y) intersecta transversalmente W?*(p;), e assim A, é um conjunto aberto.

Agora, seja {z;};eny uma sequéncia de pontos em A,,. Seja z um ponto limite desta sequéncia,
entdo as variedades instaveis dos x]s estdo convergindo para a variedade instédvel de z. Como
os pontos periédicos sao densos em M, existe um p’ periddico préximo de z, tal que a variedade
instdvel de x intersecta a variedade estével de p’, e assim vai existir um ng € N tal que para todo
x, com n > ng, W¥(z,) também intersecta W*(p'). Para algum ny > ng fixo, W*(z1) intersecta
W (p') e x,, € Ap, basta fazer o caminho por W), W¥(x;) e seguir pelas variedades instéveis
e estaveis que ligam x,, a p. Logo, € A, e portanto A, é um conjunto fechado.

Agora mostraremos que se ¢ é um ponto periédico (digamos de periodo m, f™q = q), entdo
W(q) é densa em M. Dado ¢ ponto peridédico de f de periodo m e dado V um aberto qualquer
de M, queremos ver que W"(q) intersecta V. Como os pontos periédicos sao densos em M, existe
p € V periddico, digamos de periodo n. Sejam x1, ..., ki pontos de ligagao das variedades instaveis
e variedades estdveis que ligam p a ¢. Pela densidade dos pontos periédicos, existem py, ..., p*
pontos peridédicos tais que p; estd tao proximo quanto eu queira de z; e seja m; o periodos de
pi, 1 =1,...k. Note que, p;,p e ¢ sdo pontos fixo de g = f™™1"™+™ para todo i € {1,...,k}.



Para p € V existe € > 0 tal que a bola de centro p e raio €, B-(p), estd em V. Considere a bola
na variedade instdvel centrada em p; e raio r1 B} (p1) de tal forma que B.(p) "W*"(p) C B} (p1),
pelo \-Lema para g, para 7, existe do tal que ao iterarmos Wy (p2) fica préxima a Wi (p1) e
consequentemente proxima a W2 (p). Agora para dz seja r3 > 0 de tal forma que a bola By, (p2)
esteja contida By (p3), pelo A-Lema, vai existir d4 tal que ao iterarmos W' (p4) fica préxima a
W}t (ps) e consequentemente proxima a Wi (p2) e mais ainda, proxima a W (p) intersectanto assim
a bola B.(p). Fazendo isto recursivamente (basta um niimero finito), obtemos que a variedade
instdvel de ¢ intersecta B.(p) e consequentemente intersecta V. Assim, obtemos que as folhas
instaveis de pontos periédicos sao densas.

Da mesma maneira que fizemos acima, podemos mostrar que as variedades estaveis de pontos
periédicos sdo densas, mas agora ao invés de olharmos para f, estaremos olhando para f~!, j4 que
para x € M Wi(z) = Wil ().

Para provar que um ponto qualquer de M tem folheacoes instdaveis densas, vamos provar a

seguinte afirmacao:
e Dado g > 0 existe ng € N tal que para todo x € M, f™"(W*(x)) é eg-denso para n > ny.

De fato: Sejam pq, ..., p; pontos periddicos €9 densos em M. Fixe z € M. Como as variedades
estaveis de pontos periédicos sao densas em M a variedade instéavel de x intersecta as variedades
estaveis dos p;’s. Usando o A-Lema para ™! _iterando a variedade instavel de x conseguimos n,,
tal que f=W*(z) estd g9 préoxima das variedades instdveis dos p;’s, isto é, f™=(W*"(xz))NB(p;, &) #
() para todo i. Entao vai existir L, > 0 grande tal que f™ (W} (x)) intersecta as £o-bolas centradas
em p;, i = 1,...,k e pela continuidade das folhas, existe um §, > 0 pequeno tal que se y € M
estd §, préximo de x entdo fm=(W(y)) N B(pi,e0) # @ para todo i. Fazendo isto para cada z,
obtemos {B(x, d,)} uma cobertura aberta de M, como M é compacta, existem x1, ..., T, tais que
M = Ule B(z;,05,). Tomando N = max{ng,,...ng e L = max{Ly,,...L;,}, obtemos que
para qualquer z € M, fN(W¥(z)) é go-denso em M.

Note que fN(W(z)) = W¥(fN(x)), assim, para qualquer z € M sua variedade instdvel é
densa em M.

Podemos mostrar de maneira analoga que para qualquer ponto tem variedade estavel densa.

3 = 6: Dados U e V abertos, seja € > 0 tal que V contenha uma bola de raio €.

Afirmagao: Para este ¢, existe L > 0 grande tal que W} (z) é denso para todo x € M.

De fato: Fixadoe > 0. Sejaxz € M, como W*(x) é denso em M, existe L, grande o suficiente de
tal forma que W} (z) é £/2- denso, pela continuidade das variedades instédveis, existe d, > 0 tal que
para todo y &, préximo de x, WE (y) é e-denso. Assim, obtemos {B(z,d;)}zenm uma cobertura

aberta de M, pela compacidade de M, existem x1,...,2; € M tais que M = ngl B(x;,0z,)-

i

Tomando L = max{Ly,,...L.,} obtemos que para qualquer z € M, W} (z) é e-denso em M.

Esta afirmacao, nos garante que tomando um segmento de variedade instavel dentro de U e
iterando pela f até que tenha comprimento maior que L, ele deverd necessariamente intersectar
V. Logo, existe k > 0 tal que f*(U)NV ## 0.

Analogamente 4 = 6.
E claro que 6 = 5.

5 = 2: Seja x € M, dado U vizinhanca de z, tome V = U, como f ¢é transitiva, existe ng € N
tal que f™(U) N U # 0, isto significa que = € Q(f). Portanto, M = Q(f).

Desta forma, provamos 1 <= 2 =—> 3,4 =— 6 =—> 5 = 1, ou seja, temos a equivaléncia das
afirmagoes. O

Teorema 0.13 Seja f: M — M um difeomorfismo de Anosov. Entao existe vizinhanga V¢ de f
na topologia C* tal que para g € Vy existe um homeomorfismo h : M — M que satisfaz, hof = goh.

Demonstragao: Tome £ < dp/3, onde §p é a constante de expansividade de f. Para este € seja ¢
dado pelo Lema do sombreamento. Com isso considere uma d-vizinhanga, V¢ de f na topologia
Cl. Isto quer dizer que se g € Vy, entdo para x € M temos que {f"(z)} é uma d-pseudo 6rbita
para g:

Ag(f" 1 (@), (@) = dlg(F"~ @), £ (a))) < 6.



Definimos a fungao

onde h(z) é um ponto que e-sombreia {f"(z)}. Podemos definir a inversa h~! analogamente a
definicdo de h. Provaremos que h~! é continua, o que implica que h é homeomorfismo,dado que
uma bijecao contiinua em um compacto é um homeomorfismo.

Dado € > 0, seja N tal que se d(f™(z), f*(y)) < o, V|n| < N entdo d(z,y) < & (este N
existe pela expansividade da f). Tome & tal que se d(z,y) < 4, entdo d(g"(z), g"(y)) < 0/3 para
[n| < N. Seja z,y € M com d(x,y) < ¢

d(f™(h=1 (@), fH (b (y))) d(f™(h=(x)), g"(x)) + d(g"(x), g™ (y)) + d(g"(y), f* (P (y))
£+ 50/3+€ < (50/34‘(50/34‘50/3
do

A A

usamos que d(g"(z), f*(h=(z)) e d(g™(y), f*(h~'(y)) sdo menores que &y/3, pois como definimos
acima h~!(z) e-sombreia {g"(z)} por f. Portanto d(h=*(z),h"1(y)) < &.
Logo, h é um homeomorfismo. Por fim note que h é a conjugacao entre f e g. O

Definigcao 0.14 Dizemos que um difeomorfismo f : M — M ¢é robustamente transitivo se [ €
transitiva e existe uma vizinhanca Vy de f na topologia C! tal que para toda g € V; € transitiva.

Corolério 0.15 Se f € Anosov transitiva, entdo f é robustamente transitiva.

Demonstracao: Pelo Teorema 0.13 em uma vizinhanga Vy de f para toda g € V; existe a con-
jugacdo h : M — M. Como f é transitiva, entdo por 0.12 Per(f) = M entao pela conjugagao,
dado qualquer aberto existe um ponto periédico de g neste conjunto. Implicando Per(g) = M e
novamente por 0.12 g é transitiva. (]
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