3* Lista de Exercicios de MM-720

Andlise no R"

. Seja f : U — R harmonica no aberto U C R? | isto é f € C? e

gzéf + g J; = 0 em todos os pontos de U. Suponha que os pontos criticos

de f sao todos nao-degenerados. Mostre que f nao possui maximos
nem minimos locais.

. Sejam f,g : U — R duas vezes diferenciavel num aberto conexo U C
R™. Prove que se f (a) = g(a), f'(a) = ¢'(a) e f"(z) = ¢" (x) para

todo x€ U entao f = g.

. Seja f : R? = R de classe C°°, com f(x,0) = f(0,y) = 0 para quais-
quer xz,y € R. Mostre que existe g : R*> — R de classe C™ tal que
f(z,y) = g(z,y) -z -y para quaisquer (z,y) € R*.

. (Unicidade da férmula de Taylor) Seja f : U C R™ — R™ uma aplicagao
k vezes diferencidvel. Sejam ¢; € LIR" x ... xR"), 7 =1,2, ..., k
transformacoes j-lineares e simétricas tais que

flat+h)=f(a)+¢1(h)+ds(hh)+ ...+ ¢p (B*) + 74 (h),

onde

11m d <hl)€ =
0 [

7)

Entdo ¢; = L.

. Seja f : U C R? = R duas vezes d1ferenc1av2el no aberto U Dado
20 € U, um ponto critico de f, ponha a = g b (20), b = 6m8y L (z) e

c= 27’; (z0) . Exprima, em termos de a, b e ¢ a condi¢ao para que zy seja
nao degenerado. Admitindo-a satisfeita, obtenha condigoes adicionais
para que zg seja um maximo, um minimo ou um ponto de sela.

. Seja f : R — R uma fungdo de classe C' tal que |f'(t)] < k < 1
para todo t € R. Defina uma aplicagao ¢ : R? — R? pondo p(x,y) =
(x+ f(y),y+ f(x)). Mostre que ¢ é um difeomorfismo de R? sobre
si mesmo.



10.

11.

12.

Seja f : U — R™ diferenciavel no conjunto convexo U C R™. Se
(f' (x)-v,v) >0parax € Uel# v e R™ quaisquer entao f é injetiva.
Se f € C' entao f é um difeomorfismo de U sobre um subconjunto de
R™. Dé um exemplo em que U = R™ mas f nao é sobrejetiva.

Seja f : R™ — R™ de classe C! tal que para todo x € R™ temos que
/' (x) é uma isometria (isto é, || f’ (z) - v|| = ||v|| ) na norma euclidiana.
Entao f é uma isometria (isto é, ||f () — f (y)|| = ||z — y|| ). Conclua
que existem uma transformacao linear 7" : R™ — R™ e a € R™ tais que

f(x)=T(z)+a.

. Verifique que toda imersao ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem.

E toda submersao é uma aplicacao aberta, i.e. imagem de aberto é
aberto.

Dé exemplos, em R?, de uma aplicacdo C™ aberta que nao é uma
submersao e de uma aplicacao C'*° injetiva que nao é uma imersao.

Se f: U — R3¢ de classe C' e tem posto 3 em todos os pontos do
aberto U C R* entao |f ()| ndo assume valor méximo para x € U.

Se f : U — R™ é uma submersao de classe C*, (k > 1), definida no
aberto U C R™P e g: f(U) - R* étal que go f : U — R" é de
classe C* entdo g é de classe C*.



