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Dados os subconjuntos 4, B C R mostre que se A C B entdo A° C B° e
ACB.

. Para um subconjunto A C R, mostre que A° C (4)° e (4°) c 4. Ds

exemplos de subconjuntos tais que essas inclusdes ndo sejam igualdades.

. Mostre que A° = 0 se e s6 se A° é denso.
. Mostre que (A°)° = (A)° e que (A°) = (4°)°.
. Sejam A e B abertos de R. Mostre que o conjunto A+ B ={z+y€eR:

z € A e y € B} é aberto.

. Prove que a uniao de dois fechados é fechada e que a intersecao de dois

abertos é aberta. Que acontece com a unido de fechados e a intersecéo de
abertos em general?. '

. Dé, se possivel, exemplos de

(a) um subconjunto A C R tal que A° # @ mas A néo é aberto;

(b) um conjunto A tal que A° # @o;

(¢) um conjunto A tal que (4°) # 4;

(d) um conjunto A # R que é ao mesmo tempo aberto e denso;

(e) um conjunto A # R que é ao mesmo tempo fechado e denso;
(f) um conjunto denso cujo interior ¢ vazio; )

(g) conjuntos que nao sdo nem abertos nem fechados.

. Seja F C R um conjunto fechado e limitado. Mostre que sup F,inf F' € F'.

. Mostre, usando a definicio, que as seguintes funcdes f : R — R sao

contfnuas nos pontos e indicados:

(a) f(z)=|zlema=0ea=1.

(b) f(z)=2zema=0ea=3.

(c) f(x):-iema:l.

(d) f(z) ==zsin(L)sez #0e f(0) = 0 no ponto a = 0.

Sejam as funcdes f,g: A C R — R e a € A. Suponha que f e g sejam
continuas em @ e mostre, diretamente a partir da definicdo de fungéo
contfnua num ponto, que f + g e f - g sdo contfnuas em a.

Mostre que toda fungio polinomial f (z) = ag+a1z+- - +a,z" é continua
em R.
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Sejam as fungdes f,g : R — R e denote por A, B e C respectivamente
os conjuntos dos pontos em que f, g e f + g sdo continuas. Mostre que
AN B c C. Dé exemplos de fungdes em que ANB # C.

Para a fungao f : R — R seja A o conjunto dos pontos em que f é continua
e B o conjunto dos pontos de continuidade de | f |. Mostre que A C B. Dé
exemplo de uma fungdo f em que A # B.

Seja f : (a,b) — R. Prove que o conjunto dos pontos de descontinuidade
simples de f é enumersvel.

Dado um conjunto compacto C C R, seja f : C — R uma funcao contfnua
nesse conjunto. Denote por f(C) a imagem de f. Mostre que f (C) é
um conjunto limitado superior e inferiormente em R. Mostre que existem
e,y € C tais que sup f (C) = f (z), inf £ (C) = £ (¥).

Dé exemplo de uma funcdo continua f : R —» R eum subconjunto fechado
tal que f (F) ndo é fechado. (Compare com o exercicio anterior.)

Seja f : R — R uma fungéo continua. Mostre que o conjunto das solugdes
da equagdo f (z) = 0 & fechado e que o conjunto das solugdes da inequacao
f (z) > 0 é um conjunto aberto.

Sejam f : R — R uma fungéo contfnua e zo € R tal que f (zo0) # 0. Mostre
que existe € > 0 tal que para todo z € (zo — &, %0 + g) vale f (z) #0. (Use
o exercicio anterior.)

Sejam f,g : R — R funcdes continuas e zo € R tal que f(z0) # g(z0).
Mostre que existe £ > 0 tal que para todo z € (zo — &, 70 +€) vale f (z) #
g(z). (Use o exercicio anterior.)

Sejam f,g : R — R fungdes continuas. Mostre que o conjunto {zeR:
f(z) = g(z)} é fechado

Seja f : R — R uma fungdo continua tal que f(0) = —1e f(10) =1
Considere o conjunto A = {z € [0,10] : f(z) < 0}. Mostre que sup A
existe e que f (sup A) = 0.

Sejam f, g : R — R fungdes contfnuas. Mostre que se Vg € Q, f(¢) = 9(g)
entso f = g (isto é, Vz € R, f (z) = g(=))

Prove que se f,g: R — R séo funges continuas e D C R um subconjunto
denso tal que f|D = g|D, entao f = g.

Sejam f,g : R — R fungdes contfnuas tais que f(0) = -1, F(10) = 2m,
9(0) = 7 e g(10) = —10. Prove que existe z € (0,10) tal que f(z) = g(x).

Prove que a imagem de um compacto por uma fungao continua é compacto.
Prove que a imagem de um conexo por uma funcdo continua € conexo.

Seja f : R — R a fungio definida por f(z) = O se z é irracionale f(7) = L
se mdc(m,n) = 1. Prove que f é continua em todo mimero irracional e
que tem uma descontinuidade simples em cada nimero racional.



