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Espacos Métricos: lista de exercicios 8

. Seja (X, d) um espaco métrico e F': X — X uma funcdo tal que para algum k € N, F¥ = Fo-..0F ¢

uma contragao. Provar que F' é uma contracao.

Sejam (X,d) e (X’,d’) espagos métricos e F' : X — X*‘ uma contragdo. Se X’ é discreto, que pode
concluir sobre F'?

Seja Cy([0,1]) € C(][0,1]) o subconjunto das fungdes continuas tais que em zero valem zero, Prove que
Co([0,1]) é fechado. Definimos

Tf) = [ Ir(oat
0
Prove que T é uma contragio. Logo existe uma unica solucao de f' = |f| em Cy([0, 1]).

Seja R={(x,y):a<z<bec<y<d} CR?e F:D — R com derivadas continuas. Entao existe
uma unica g : [a,b] — R tal que para todo = € [a, b],

F(a,g(x)) = 0.

DICA: Sejam m < %—g(x, y) < M para todo (z,y) € R. Considere

1
T(p)(2) = p(z) = 37 F(x, 9(2)).
Mostre que T' é uma contragao em C([a, b]).

Um conjunto é dito genérico, se seu complementar é uma uniao enumeravel de conuntos magros. Prove

que em um espago métrico completo, um conunto genério é denso.

Existe alguma métrica equivalente a métrica usual tal que Q é completo com essa métrica?
Prove que R™ nao é uma uniao enumeravel de subspacos de dimensao menor que n.

Prove que Z é magro em R.

Seja (X, d) um espaco métrico completo e f, : X — X e f: X — X contragdes com lim, o fr, = f
uniformemente. Sejam z, € X e x € X os pontos fixos de f,, e f respectivamente. Provar que

lim,, o0 T, = .

Provar que existe uma e s6 uma fungéo continua limitada y; [0,00) — R tal que
t S
y(t) = e™st —|—/ e2y(s)ds.
0

Provar que a bola unitaria de ! é fechada e tem interior vazio em 2.

Sejam F e F espacos normados e f, : E — F aplicacoes lineares e continuas para todo a € A. Suponha
que E é um espago de Banach e que para todo x € E, temos que sup{||fo(z)|| : @ € A} < co. Prove
que sup{||fal|l : @ € A} < co. DICA: Considere

E,={x € E:|fo(x)] <n para todo a € A}

observe que os F, sao fechados e £ = U, F,.
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Sejam E um espaco de Banach, F' um espacgo normado e f,, : E — F aplicagbes lineares e continuas

tais que para todo x € X, existe lim, o fn(z). Prove que f = lim, o fn é linear e continua,

17l < liminf, e fn € que sup, ||fx|| < oco.

Sejam 7, = {£ : 0 < k < 2"} a familia das particdes diadicas do intervalo [0,1] e z € C([0,1]).
Definimos as aplicagoes lineares T, : C(]0, 1]) — R por

Tah) = Y b (2D — a2

k

Prove que para todo h € C([0,1]) existe

n—oo

/ 1 h(t)dz(t) = lim T,(h)
0

se e somente se z ¢ de variagdo limitada (i.e. sup, > [z(5E) — 2(£)| < oo).

DICA: |T,,(h)| < ||hllso Sop [2(5EL) —2(£ )| e para cada n € N, existe h,, € C([0,1]) tal que ||k [0 = 1

e
k+1 k

5 ) 25

() = sign(a ).

2’IL
Sejam (X, d) um espago métrico completo e {F}, : n € N} uma familia enumerdvel de conjuntos fechados

tal que X = U, F,,, Prove que Uint(F,,) é um aberto denso. (Sugestao, ver ELL, Prop. 18, paragrafo
7, Cap.7)

Prove que nao existe uma func¢ao continua F': R — R tal que F(R— Q) C Qe F(Q) CR - Q.

Sejam (X, d) um espago métrico completo e (Y, d') um espago métrico, FX x Y — X continua tal que

existe ¢ € (0,1) tal que para quaisquer z, ' € X e y € Y temos que
d'(F(a,y), F(z',y)) < c-d(z,2").
Entéo existe uma unica g : Y — X continua tal que g(y) = F(g9(y),y).
Mostre que a imagem de um compacto por uma aplicagao continua é compacto.

Mostre que um espaco métrico M é compacto se e somente se toda funcdo real continua e positiva

possui infimo positivo.

Defina espago métrico separdavel. Verifique que todo espago métrico compacto é separdvel porque

verifica a propriedade de Lindelof.
E L Lima, Capitulo 8, exercicios 1-4-6-9-15-17-27-29-30-36-52.

E L Lima, Capitulo 8, exercicios (mais interessantes e mais trabalhosos, portanto opcionais) 31-32-33-
34-35-46-47.

E L Lima, Capitulo 9, exercicios 1-2-3-4-5(mais trabalhoso)-15.



