Espacos Métricos: lista de exercicios 5

. Seja C([0,1]) = {f : [0,1] = R : continuas} o conjunto das func¢oes de [0, 1] a valores reais continuas,

com a métrica
doo(f; ) = sup{|f(2) — g(2)| : x € [0,1]}.
Calcular a distancia entre f(t) =t e g(t) = t.

. Seja X o espacgo das sequéncias reais {(x, )nen : T, € R} provido da métrica
=1

d((Zn)nen, (Yn)nen) = Z:l ) min{|z, — ynl,1}.
n—

Prove que (X,d) é um espago métrico. Provar que uma sequencia ((xﬁ))neN)ieN em X converge a
(Zn)nen € X see para todo n € N,

lim a:g) =Tn.

1—00
. Provar que a sequencia (,)neny em [? definida por (z,)nen = (1, %, oo &
(1,4,1,... 1 1

2
13030 g ) em

0,0,--+) converge a x =

. Seja (X, d) um espago métrico, (2, )neny uma sequencia em X e x € X. Prove que lim,_, , = = see
lim z9, = lim 22,41 = lim z3, = .
n— oo n— oo

n—oo

. Seja (X, d) um espago métrico e z,y € X. Se x y sao elemetos de X, entdo existem r,,r, > 0 tais que
B(z,r,) N B(y,ry) = ¢.

. Sejam A C [0,1], A#¢e F={feC(0,1]) : f(t) =0 para todo t € A}.
1) Provar que F é fechado na topologia da convergencia uniforme.

2) Mostrar que F' nio é fechado na topologia da norma L!. DICA: Considere A = {0},

fn(t){nt SeOStS%, (1)

1 caso contrario

Provar que f,, € C([0,1]) e que lim,,_,o, d1(1, f,) = 0, onde 1(¢) = 1 para todo t € [0, 1].
. Seja X o conjunto das sequencias limitadas de niimeros reais com a métrica,

d((zn)nen, (Yn)nen) = sup{|zn — yn| : n € N}.
Prove que o subconjunto das sequencias convergentes é fechado.
. Considere em R? com a métrica ususal o conjunto A = {(z,y) : y = sin(z),0 < = < 1}. Prove que
A=AU{0,y): -1 <y <1}
. Seja (X, d) um espaco métrico e A C X. Definimos o diametro de A como
diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}.

Prove que se A C B entao diam(A) < diam(B).
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Seja (X, d) um espago métrico, z € X e A C X. Definimos o a distancia de x a A como
dist(x, A) = inf{d(z,y) : y € A}.
1) Prove que se z,y € X entao

|dist(x, A) — dist(x, B)| < d(z,y).

2) Prove que z € X — A é um ponto de acumulagao de A see dist(z, A) = 0.
3) Sejam A, B C X e x € X. Provar que

dist(A, B) < dist(xz, A) + dist(z, B).

Seja (X, d) um espago métrico. Provar que o espago métrico (X, e) definido por

d(z,y)
€(I7y) - 1+d($,y)
tem os mesmos abertos que (X, d).

Seja (X, d) um espago métrico, A e B conjuntos fechados disjuntos de X. Provar que existem abertos
disjuntos U e V de X tais que A C U e B C V. Isto implica que dist(A, B) > 07.

Seja (X, d) um espago métrico e (z,)neny uma sequencia em X. Provar que existe uma subsequencia

de (zp)nen que converge a z € X see dist(z,{x, :n € N} =0.
Constroir uma métrica em R tal que a sequencia (%)neN converge a um valor diferente de zero.

Provar que toda sequencia limitada em R tem uma subsequencia convergente. DICA: Ver limite

superior e inferior.

Uma sequencia de pontos em um espago métrico discreto converge see existe um n € N a partir do

qual a sequencia é constante.



