Espagos Métricos: lista de exercicios 1

. Seja (X, d) um espaco métrico. Prove que para quaisquer x1,--- ,z, € X temos que:
$1,$n Zd xl7xl+1

. Seja f :]0,00) — [0,00) uma funcdo concava, isto é para quaisquer z e y em [0,00) e s € [0, 1] temos
que
flsz+ (1 —=s)y)) > sf(x)+(1-5)f(y)

Prove que se f(0) =0, f concava e crescente com d uma métrica entdo f o d também é uma métrica.

. Prove que uma fungéo f : [0, 00) —— [0, 00) duas vezes derivével tal que f”/(x) < 0 para todo = € [0, c0)

é concava.

. Prove que se (X,d) é um espago métrico entao (X, d;), (X,ds), (X,d3) sdo espagos métricos. Onde

dl (l‘, y) = min{l, d(.’L’, y)}
d(z, y)

d2($7y) 1+d($,y)

ds (I, y) = d(I, y)

. Prove a desigualdade de Hélder. Use-a para provar que (R",d,) é um espago métrico, onde 1 < p < oo

com a métrica
1

dp(z,y) = (|21 = 1" + -+ [on —ynl”)?
e para p = 00,

doo(llf,y) = max{|xi - yz| ES 17 e 7”}'
. Seja X um conjunto ndo vazio e Fy(X) = {f : X — R : limitadas} o conjunto das fungoes de X a
valores reais limitadas. Definimos do, : Fp(X) x Fp(X) — [0, 00) por

doo(f,9) = sup{|f () — g(2)| : = € X}.

Provar que (Fp(X),ds) é um espago métrico.
. Seja (E,| - ||) um espago normado. Prove que d(z,y) = ||z — y|| define uma métrica em E.

. Seja (X, d) um espago métrico e Y C X. Provar que dy = d|]yxy é uma métrica (chamada métrica

induzida por d em Y como subespaco).

. Sejam (X1,d1),-- -, (Xn,d,) espagos métricos. Prove que ¢; : IIT_ 1 X; x II7_, X; — [0,00) (j =1,2,3)
definidas por,

¢ (z,y) max{d;(z;,y;) :i=1,---,n}

q@(r,y) = Zdz(xuyz)

1
§ dz x'm yz 2
1=1

Q3($, y)
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sao métricas para II7_; X;. Provar que
a1 (z,y) < g3(z,y) < g2(,y) < na(,y).

Sejam {(X;d;) : i € N} uma sequéncia de espacos métricos. Prove que d : II2; X; x II$2, X; — [0, 00)
definida por,

& di(w, )
d(z,y) = ; 201+ d; (x4, y;)

é uma métrica.

Seja d : R™ x R™ — [0, 00) definida por

d(z,y) lz =yl se x e y sio LD, "
x’ - Y
Y ]| + [yl caso contrario,

Provar que (R, d) é um espago métrico.

Seja p € [1,00) e L% ([a,b]) o conjunto de todas as fungoes f : [a,b] — R integraveis segundo Riemann

tais que existe
/b |f(2)|Pdz < 0.
Provar que ,
dir9) = ([ 1) = glo)Pdo)?
define uma métrica em L% ([a, b]).

Em aula mostramos a desigualdade de Holder no espago de dimensao finita R™. Mostre que ela também

vale nos espacos lp, i.e. se (z,) €1, e (yn) € Iy com zl) + % =1 entdo

o0

Z [Znyn| < [[(@n)llp [ (Yn)llq-

n=1
Mostre que a desigualdade de Minkowski falha se p < 1.
Moste que todo espago métrico é reuniao enumeravel de subconjuntos limitados.
Dé exmplos de dois subconjuntos discretos X,Y C R tais que X UY nao é discreto.

Seja X um conjunto infinito enumeravel. Mostre que se pode definir em X uma métrica em X, relativa

a qual nenhum ponto de X é isolado. Idem, com todos os pontos de X isolados, i.e. X é discreto.

Estabelega uma isometria entre os espagos C([0, 1];R) e C([0, 1]; R) (ambas com a métrica do supremo).

Idem entre C([0, 1];R) e C(]a, b]; R).Existe isometria entre C([0, 1];R) e Cp((0,1); R) ? (Sugestao: qual

a imagem pela isometria de f(z) = sen (1)?)



