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Prof. Ricardo Miranda Martins
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Q1. Mostre que a equagao dada abaixo é exata e encontre sua solugao geral.

(x2 + y2) dx + (ny — 623’) dy = 0.

Solucao:
Neste caso,
M=z>+y>?e N=2ry—e¥ = M, =2y e N, = 2y.
Como M, = N,, a equagao dada é exata. 0,5 ptos
Logo, existe uma funcao ¥(zx,y) tal que
U, =M=2"+y*e ¥, =N =2zy — e*.
0,5 ptos
Entao,
3
x
U(z,y) = /M(x,y)dx = / (¢* + %) do = = +2y” + g(y).
0,5 ptos
Derivando ¥(x,y) em relagao a y e igualando a N(z,y), temos
2zy — ® = N(z,y) = Vy(2,y) = 22y + ¢'(y)
/ 2y 1 2y
gy)=—e¥ = gly) = —g5e”
Logo,
3
1
U(x,y) = % + xy? — §e2y.
0,5 ptos
De onde a solucao da equagao dada é dada implicitamente por
3 1
% + zy® — 5629 =C.
0,5 ptos
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Q2. Encontre a solugao geral da equagao linear homogénea abaixo:

sabendo que
=25 £ 3% — 4t £ 3 — 2t = (r — D2(r? + 12

Solugao: Como a equagao caracteristica associada a equagao dada é
=2 3 — 4t 431 — 222 4 r =0,

entdo r(r — 1)2(r2 +1)2 = r7 — 2r° + 3r> — 49t + 313 — 202 4 r = 0, temos que as raizes
da equacao caracteristica sao:

7"1:07
7‘2:7"3:1,
ry =Ty =1,
re = T7 = —1.

1,0 pto

De onde temos as sete solugoes linearmente independentes da E.D.O.
=1, yo = €', y3 = te', ys = cost, ys =sen t, yg = tcost, y; =t sen t.
1,0 pto
Logo, a solugao geral da equacao dada é
Yy = c1 + coe’ + cste! + cqcost + cgsen t + cgt cost + cqt sen t.

0,5 pto
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Q3. Considere a E.D.O.
y" — 6y 4+ 10y = 22% + 3 4 € + 2e** cos .

(a) Determine a solugao da equagao homogénea associada.

(b) Usando o método de coeficientes indeterminados apresente e justifique a forma da
solucao particular. Nao calcule os coeficientes!

Solucao:

(a) Como a equagao caracteristica da equagdo homogénea associada é dada por
r? —6r +10 = 0.

segue que

r=3+iour=3-—i

0,5 ptos
Assim, temos as seguintes solugoes:
e associada a raiz r = 3 + i, temos as solucoes e3* cosx e 3% sen x.
Portanto, a solugao geral da equacao homogénea associada é dada por
yn(x) = c1€3® cos T + €3 sen x
0,5 ptos

(b) Portanto uma solucao particular é dada por

yp(z) = Az? + Bx 4+ C + De¥ + ze3*(E cosz + F sen x).

Note que

o " — 6y + 10 = 222 + 3 admite uma solucdo da forma Ax? + Bz + C. 0,5 ptos
o " — 6y + 10 = €3* admite uma solucao da forma De3*. 0,5 ptos

e Y — 6y +10 = 2¢3* cos r admite uma solugao da forma xe3*(FE cos z + F sen x)
(observe que 3% (E cos x+ F sen x) possui parcelas que sido solugoes da equagao
homogénea associada). 0,5 ptos
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Q4. Utilize a transformada de Laplace para encontrar a solucao do PVI abaixo.

{ y'+y=u(t)(t—1)
y(0) =1, %'(0) = 0.

Solucgao: Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da E.D.O., temos
L{y"} + L{y} = L{wm ()t = 1)}.

Denotando por Y (s) = L{y(t)} e usando que y(0) =1, y'(0) = 0, temos

e
s*Y(s) —s+Y(s) = R
2 e’
(s°+1)Y(s) =s+ R
S e’
Y(s) = .
(5) (s241) * s2(s2+ 1)
0,5 ptos
Aplicando a transformada inversa de Laplace
s
£ = cost.
{ (2 +1) }
0,5 ptos
Agora observemos que
1 _A+B+C's+D_As3—|—As+B32—I—B+C’33+D32
s2(s2+1) s 82 241 s2(s2+1)
Temos entao o sistema
A+C =0,
B+ D=0,
A=0,
B =1,
cuja solucao ¢ A=0,B=1,C=0e D = —1. Portanto,
1 1 1
s2(s2+1) 82 2417
0,5 ptos

Retomando o célculo da transformada, temos:

c {@} = {Z;} o {;:1} — ()t — 1) — un () sen (£ — 1).

0,5 ptos

Logo,
y(t) = cost +uy(t)(t — 1) —uy(t) sen (t —1).

0,5 ptos
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