NOTAS DE AULA

Forma de Jordan e Equacoes Diferenciais Lineares

Aloisio Freiria Neves!

1. PREFACIO

O objetivo deste texto é desenvolver de maneira completa a Forma de Jordan e os Sistemas
de Equacoes Diferenciais Lineares. A redacao busca utilizar a relacdo entre esses temas
como forma de motivar e facilitar o aprendizado. Os conceitos e as demonstracoes sao
apresentadas de maneira rigorosa e detalhada.

O texto ¢ dirigido a alunos de Graduacao, que ja cursaram as disciplinas de célculo e que
tenham nocoes de Algebra Linear, especificamente nogoes de bases do IR" e de matrizes de
transformacoes lineares. O texto trata em detalhes tépicos como: multiplicidades algébrica
e geométrica de auto valores, polinomio minimal, exponencial de matrizes, teorema de ex-
isténcia e unicidade, entre outros, topicos que, em geral, sao cobertos superficialmente nos
cursos de graduacao. O texto é 1util para leitores que pretendem aprofundar-se um pouco
neste topicos e também para aqueles interessados em areas como: Sistemas Dinamicos,
Equagoes Diferenciais de Evolucao e Teoria de Semi Grupos de Operadores Lineares.

A bibliografia, no final do texto, contem trés livros que foram escolhidos cuidadosamente
com o objetivo de direcionar o leitor.

2. INTRODUCAO

O tipo mais simples de equacao diferencial linear que podemos considerar é a equacao
do crescimento exponencial: a taxa de crescimento é proporcional a quantidade presente

T =ax, a= constante. (2.1)

Quando nos deparamos pela primeira vez com uma equacao diferencial as perguntas
que aparecem naturalmente sao: Existe solucao? A solugao é tnica? O que podemos
afirmar sobre as solugoes? Para a equagao acima é fdcil ver que a funcao x(t) = e é
uma solugao, bem como qualquer de seus multiplos x(t) = e*¢, onde ¢ é uma constante
arbitraria. Podemos mostrar que todas as solucoes sao desta forma. De fato, dada uma
solucao qualquer z(t) de (2.1), diferenciando a expressao e~z (t) e usando a equagao (2.1),
obtemos:

d —at _ —at —at _ —at —at o
pr (e7%x(t)) = —ae™%x(t) + e "&(t) = —ae""x(t) + e “ax(t) =0
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o que mostra que e “x(t) = ¢, ou seja x(t) = e*c. A expressio e*c é chamada de
Solugao Geral da equacao diferencial (2.1). Para termos unicidade de solugao precisamos
especificar uma condicao inicial, neste caso temos o que chamamos de Problema de Valor

Inicial (P.V.I.) .
{ +(0) = . (2:2)

Como (2.1) tem uma solugao geral, temos, conseqiientemente, que a solugao deste P.V.I.
deve ser da forma e*c. Utilizando-se da condigao inicial determinamos a constante c:

2(0) = e®c=c
e assim a solugao do problema é nica e dada por

z(t) = e”x(0).
Observe que as solugoes sao fungoes definidas para todo t € IR. Demonstramos, desta
forma, um Teorema de Existéncia e Unicidade para o problema (2.2).

Para o problema nao homogeéneo:

{ &= ax + h(t) (2.3)

x(0) = xo.
também temos existéncia e unicidade de solucao. Neste caso a solucao é dada pela Formula
de variagao da Constantes, isto é, se x(t) é solugao de (2.5), entao

d
dt

integrando esta igualdade de 0 a t, obtemos

(e™x(t)) = —ae™"x(t) + e "(az(t) + h(t)) = e “h(t),

t

e x(t) —x(0) = / e ®h(s)ds

0

e portanto a solucao é dada por
t
2(t) = e (0) + [ e In(s)ds. (2.4)
0

Esta expressao é conhecida na literatura como Férmula de variagao das Constantes. FEs-
tamos supondo que a fungao h(t) estd definida e é continua num intervalo que contém
o ponto t = 0, de modo que, a féormula de variagao das constantes garante a existéncia
e unicidade da solugao definida, e mostra ainda que a solucao esta definida no mesmo
intervalo que a fungao h(t).

Um dos objetivos deste texto é generalizar estes resultados para Sistema de Equacoes

Diferenciais Lineares
l'l(t)
s To(t
{ T = Ax _ 2'( ) (2.5)

2a(t)



onde A é uma matriz constante n X n e r é uma funcao diferenciavel de IR em IR"™. Neste
caso nao temos uma solugao que salta aos olhos como no caso escalar (2.2). A intuicdo
nos sugere definir a exponencial e de uma matriz At, e verificar se as propriedades desta
exponencial nos permite generalizar o caso escalar para sistemas. Este e outros resultados
serao obtidos através da teoria de Jordan para classificacao de matrizes. O texto esta
dividido da seguinte forma: o capitulo 2 desenvolve a Forma de Jordan e o capitulo 3
estuda os sistemas de equacoes diferencias lineares.

3. A FORMA DE JORDAN

Neste capitulo desenvolveremos a teoria de Jordan para classificacao de matrizes quadradas.
O objetivo é determinar uma base no IR" na qual a matriz A seja a mais simples possivel,
tenha o maior niimero de zeros.

Definicao 3.1 Se existir um interio r > 0 tal que A" =0, entao a matriz A € chamadas

de Nilpotente e 0o menor valor de r tal que A™ = 0 é chamado de indice de nilpoténcia
de A.

Vamos a um exemplo de matriz nilpotente, considere

00 O 0 0
1 0 0 00
01 O 0 0
o0 0 --- 10

kxk

que é uma matriz formada por zeros com excecao da diagonal abaixo da diagonal principal,
que é formada por 1’s. Quando calculamos A? (faga como exercicio) a diagonal de 1's
escorrega para a diagonal imediatamente abaixo, quando calculamos A% a diagonal de 1’s
vai mais uma para baixo e assim por diante. Como a matriz é de tamanho (ou ordem)
k temos que AF~! possui zero em todas as posicoes exceto na posicao k1 (tltima linha
com primeira coluna), que tem 1 (a diagonal de 1’s estd quase saindo fora da matriz),
finalmente A* = 0, isto é, a matriz acima é nilpotente de indice k.

A pergunta que se coloca é a seguinte: Serd que podemos transformar uma matriz
qualquer (através de uma mudanga de base) numa expressao que envolva somente matrizes
diagonais e matrizes nilpotentes? Com esta pergunta queremos motivar o leitor a estudar
o objeto central deste capitulo que é a Forma de Jordan. E obvio que s6 o fato da
existéncia de uma forma canonica envolvendo matrizes com estas propriedades ja é por
si s6 motivador e cativador. Além disso, como veremos a seguir, a matriz na Forma de
Jordan possui muitos zeros o que certamente é muito mais operacional.



Proposicao 3.1 Se A ¢ nilpotente de indice r, entdo:
i) A =0 € o tnico auto valor de A.
ii) Se A"ty #£ 0, entdo {vg, Avg, -+, A" tug} é LL

Demonstragao: i) Se Av = Av, com v # 0, entdo 0 = A™v = Av, logo A = 0.

ii) Sej A Ay =0. S h ist lar na lo, ch

i) Seja apug + ayAvg+ - - - + g Vo . Suponha que exista escalar nao nulo, chame
de a4 o primeiro desses escalares, de modo que a soma acima possa ser escrita como

asA%vg + -+ a,_1 ATy = 0

portanto, como a4 # 0, podemos escrever

At Qp—1
ASUO — —57145+1U0—"‘—T7AT 17}0
Qs A
(6 (67
_ s+1 s+1 r=1 4r—s-2
= AT AT
s s

portanto A%vy = A*Tlv, onde v é o vetor escrito entre parénteses na expressao acima, logo
temos que

Ar—lvo — Ar—l—s(AsUO) — Ar—l—s(As—i—lU) =A"v=0

que é uma contradicao, logo nao existe escalar nao nulo, e portanto os vetores sao linear-
mente independentes.

Proposicao 3.2 Dada uma transformacao linear A : V. — V existem subespacgos vetoriais
H e K, invariantes por A, tais que

V=HoK

com Ay, : H — H nilpotente e A, : K — K inversivel

Demonstracao: Temos que
KerA C KerA*cC ---,

como V é de dimensao finita, estas inclusoes nao podem ser préprias, logo existe um menor
interio k tal que
k_ k+1
KerA® = KerA

e é facil verificar que (use indugao sobre j)
KerA* = KerA*J  com j=1,2,3,---

Colocamos
H=KerA* ¢ K =ImA*

temos que HNK = {0}, pois se v € HNK entdao A¥v = 0 e existe w € V tal que A*w = v,
portanto A¥(A*w) =0 = w € KerA?* = KerA* = v = Akw = 0.
Como dim(KerA¥) + dim(ImAF) = dimV | temos que V = H & K.
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A verificacao que HeK sao A-invariantes, A,y ¢ nilpotente de indice k e A,k inversivel
pode (e deve) ser feita como exercicio.

A Forma de Jordan de um operador A pode ser obtida através das sequintes observacoes:

1) O ndmero k dado acima satisfaz
k <dimH.

O caso k = 0 acontece quando A é inversivel (KerA° = KerA), logo H = {0}. Quando
k > 0, basta notar que a sequéncia KerA, KerA?, KerA3, ..., cresce de pelo menos 1 em
dimensao até k, portanto k < dim(KerAF).

2) Se B é uma base de V formada pela uniao de bases de H e K, temos que a matriz de A

na base B é do tipo
[A/m] 0
Al —
[ ]B ( 0 [A/K]

det[Alp = det[A/y] det[A/k].

Como det[A/k] # 0, pois Ak ¢ inversivel, temos que a multiplicidade algébrica do zero (a
multiplicidade do zero como raiz do polinémio caracteristico de A), é igual a multiplicidade
algébrica do zero como raiz do polinomio caracteristico de Ay, que ¢ igual a dim H, pois
A € nilpotente e portanto sé possui o zero como auto valor, isto é

portanto

ma(0) = dimH = dimKerAF.

3) Se \; é auto valor de A com multiplicidade algébrica, ma(\;) = m;, usando a proposicao
3.2 e as observagoes anteriores a (A — A1) : V — V, temos que V = H; & K, com

dimH, = m; = dimKer(A — A\ I)"
onde ki é o primeiro inteiro tal que
Ker(A— I = Ker(A— M\I)" T

e ainda mais, (A — A1), g, € nilpotente de indice k; com ky < my.

Como A : Ky — K nao possui A; como auto valor, pois det[(A — A1) k,| # 0, podemos
repetir o argumento acima para A : K; — K; tomando um segundo auto valor Ay de
A e obtendo um segundo subespaco Hs; no qual a restricaio de A — Aol é nilpotente.
Assim sucessivamente, temos para o caso geral em que A1, \o, ..., A\, s2o os auto valores de
AV — V com multiplicidades algébricas respectivamente my, mao, ..., my, € portanto seu
polinomio caracteristico ¢ igual a

PQA) = (A =A)™ - (A= A)™ (3.1)
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que, existem subespacos invariantes Hy, - -- H, tais que:

V=H & - ®H, (3.2)
(A — N\iI),p, nilpotente

Definicao 3.2 Os sub espacos H; sao chamados de auto-espacos generalizados.

4) Com base nestes resultados basta analisarmos as transformagoes nilpotentes, pois se
dada uma transformacao nilpotente, soubermos encontrar uma base na qual a matriz da
transformagao é bastante simples, temos usando (3.2) que a matriz de uma transformacao
qualquer sera formada por esses blocos bastante simples, em diagonal.

Suponhamos entdo que A : V' — V é nilpotente de indice k, sabemos que {v, Av, ..., A¥"1v}
¢ LI, para algum vetor v. Se k = dimV entao estd 6timo porque esses vetores formam
uma base de V' e a matriz de A nessa base é do tipo Bloco de Jordan:

00 O 0 0
10 0 0 0
01 O 0 0
00 O 10

kxk

Figure 1: Bloco de Jordan

Observe que os numeros 1’s podem aparecer abaixo ou acima da diagonal, basta inverter
a ordem da base.

Para o caso em que k < dimV usaremos o seguinte resultado cuja demonstracao daremos
logo apds as observagoes:

Proposicao 3.3 Se A : V. — V ¢ nilpotente de indice k e A*¥ 1vy # 0, entdo existe um
subespaco M, invariante por A, tal que

V=NoM

onde N = [vg, Avg, - - -, A¥ ]

Logo, quando k < dimV, consideramos a restricao de A ao subespaco invariante M,
A: M — M, que tambem serd nilpotente com indicie de nilpoténcia k&' < k, portanto



com o mesmo raciocinio obtemos um novo conjunto de vetores linearmente independentes,
/ . .
W', A - AF =1} Se k' = dimM 6timo, encerramos o processo e

J— /_
{v,Av, - AF" Yy 0/ AV - AV T

é uma base na qual a matriz de A é formada por dois blocos de Jordan em diagonal.
Utilizando-se desse procedimento podemos concluir, de modo geral, que se A é nilpotentes
de indice k, existe uma base na qual sua matriz é bastante simples, formada por blocos de
Jordan em diagonal, do tipo:

ffffff

-~ /

Figure 2: Forma de Jordan de um Operador Nilpotente

onde k > k' > -, isto é, os blocos em diagonal vao decrescento (em ordem) e sdo todos
do tipo figura 1.

5) Conforme (3.2), temos que o operador (A — A\;1),p, € nilpotente, logo sua matriz é do
tipo da figura 2, com indice de nilpoténcia k;. Como a matriz de Ay, é a soma dessa
matriz com a matriz diagonal \;I, temos que a matriz de Ay, ¢ do tipo figura 2, mas com
A; na diagonal em vez de zeros.
Agora, como V é a soma direta dos subespacos H;, temos que a matriz de A é uma matriz
formada por blocos em diagonal

onde cada bloco é do tipo figura 2 com o respectivo auto valor \; na diagonal e sua ordem
¢ a multiplicidade algébrica de \;, m;.

A forma matricial assim obtida é chamada de Forma de Jordan do operador A. Para
completarmos a sua justificativa falta apenas a demonstracao da proposi¢ao 3.3. Daremos
uma demonstracao dessa proposi¢ao logo a seguir e encerraremos essas notas com algumas
aplicagoes e mais algumas propriedades que certamente lhe serao muito tteis



A,

A,

A/He
o _J

Figure 3: Forma de Jordan

Demonstracao da proposi¢ao 3.3: Demonstraremos por inducao sobre o indice k de
nilpoténcia do operador A :V — V.
Se k=1, entao A =0 e o resultado é imediato.
Suponhamos a proposicao verdadeira para k — 1 e vamos demonstréa-la para k. Temos que
ImA é um subespaco invariante e A/, 4 ¢ nilpotente de indice k£ — 1, pois

A AY) = Afu =0 e AR Av) = AF g £0
portanto pela hipdtese de inducgao
ImA:Nl@Ml com N1 = [Avo,"',Ak_IU()] :A(N)

Colocando
MQZ{'UGVZAUGMl}

temos que
V =N+ M, onde N = [vy,Avy,--, AF ] (3.3)

de fato, v € V. = Av € ImA = N1 ® M; = Av = ny + m; com ny € Ny e my € M,
portanto n; = An para algum n € N, logo Av = An+my; = A(v —n) = my € M; donde
concluimos que (v —n) € M; e claramente v =n + (v —n) € N + M.

A soma em (3.3) nao é direta ja que

NN M, = [A* ) € Ny
Observe que M; C Ms, e logicamente N N My C M, portanto
(NmM2)@M1 C M,

logo podemos completar esse subespaco (N N Ms) & M; com um subespago M;z de modo
a obter My, isto é,
My = (NN M,y) @ M; @ Ms. (3.4)



Colocamos entao
M = M, ® M

e temos:
i) M C My, logo A(M) C A(M,) C M; C M donde concluimos que M ¢ invariante.
ii) NNM = {0}, poisseve NNM=veN e velMCM,=ve NN DM, portanto

veMn(NNM)={0}

por (3.4).
iii) V=N&M porque V= N+ My e My = NN My® M, logo v =n+ (h+m) com
ne N, he NNM,em e M, mas entao

v=(n+h)+m com (n+h)eN, meM

0 que completa a prova.
Comentadrios e propriedades complementares sobre a Forma de Jordan:

O objetivo aqui é como determinar a forma de Jordan de um operador arbitrario A.
Para cada auto valor )\;, de A vamos calcular a forma de Jordan do operador nilpotente
(A= N\I)/u,, onde H; = Ker(A — \I)*. Essa matriz possui o primeiro bloco de Jordan
de tamanho (ordem) k; x k;, e possivelmente outros blocos menores ou iguais em diagonal;
a quantidade desses blocos e seus respectivos tamanhos depende logicamente do operador
A. A questao que queremos discutir aqui é: Como determinar essa quantidade e esses
tamanhos (ou ordens)?

Observe primeiramente que os ntimeros k; sao indices de nilpoténcia de (A — \;1), isto
é, o menor inteiro tal que (A — A\ )k =0em H; e k;, < m;. Portanto considerando o
polinomio

PA) = (A=A = Xg)*= - (A = A"
temos que p(A) tem coeficiente principal igual a 1, tem grau menor ou igual ao polinémio
caracteristico (3.1) e p(A) =0, porque se v € V, v = vy + -+ - + v, com v; € H; veja (3.2),

=0
——
p(A) = (A=XD)*2. (A= NDF (A= X" +--
A= NDF (A= N DF =0
—_——
=0

observe também que se diminuirmos um desses k; nao temos mais essa propriedade p(A) =
0, portanto p(A) é o polindmio minimal de A, isto é, o polindmio de menor grau com

coeficiente principal = 1 e tal que p(A4) = 0.
Uma outra observacao importante é que na ”"diagonal” abaixo da diagonal principal da



Forma de Jordan do operador nilpotente (A — A\;J),m, os 0’s aparecem exatamente na
posicao de interseccao dos blocos de Jordan, veja a figura 2, logo se olharmos para as
colunas nulas dessa matriz (figura 2), temos tantas colunas nulas quantos forem os seus
blocos (a tltima coluna dessa matriz é nula, que corresponde ao iltimo bloco), portanto
para determinarmos o nimero de blocos correspondentes a A; devemos calcular o niimero
de colunas nulas, mas esse nimero é exatamente a dimensao de Ker(A — \;1).

Defini¢ao 3.3 A dimensdo de Ker(A — \I) é chamada de multiplicidade geométrica de
i

Temos portanto informacoes sobre a ordem do maior bloco de Jordan e sobre o nimero
de blocos existentes para cada \;. Falta somente informagoes sobre a ordem desses blocos.
Para isto chamaremos de N a dimensao do espaco V' e colocaremos:

T=(A-N\I),
d;j = dimKerT? = dimKer(A — \I)’

n; = numero de blocos de Jordan de ordem j X j.

Observe que devemos calcular as dimensoes d; até obtermos o primeiro inteiro k tal que
d; = dgy1, que é o indice de nilpoténcia do auto valor \;, a partir desse indice temos,
d; = di, j > k. Observe ainda que

dy = dimKerl = 0.
Sabemos que o numero de blocos é igual a multiplicidade geométrica, logo
dl =ni+no+---+ny

que sao todas as ordens possiveis.

Agora, quando calculamos T2 a ”diagonal” de 1’s escorrega para a "diagonal” imediata-
mente abaixo, veja figura 2, isto significa que nos blocos de Jordan de ordens > 2 aumenta
uma coluna de zeros em cada um, logo

dg :n1—|—2n2—|—-~-—|—2nN.
Com o mesmo raciocinio concluimos para os subsequentes, isto é,

d3 = n1—|—2n2—|—3n3+---—|—3nN:n1+2n2+3(n3—|—---+nN),

del = n +2n2+"'+(N_2)nN72+ (N_ 1)(”]\771 +nN>7

dN+1 = dN.
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Os d;’s sao conhecidos (ja foram calculados), vamos resolver para os n;’s. Subtraindo cada
equacao da anterior obtemos:

dl—do = n1+---+nN
dg—dl = n2+---+nN

dy —dn—1 nn

dyy1 —dy = 0.
Subtraindo cada equagao da subsequente, vem

—d0+2d1 —d2 = N

—dy_1+2dy —dny1 = nn.

Obtemos portanto a relacao

nj = —0aj-1 + Qd] - dj+1, 1 S] S N (35)

que fornece o numero de blocos de Jordan de ordem j x j correspondentes ao auto valor
i

Vamos a um exemplo: Suponhamos que \; = 5 seja auto valor de um operador A que
satisfaz as seguintes condigoes:

e multiplicidade algébrica = 10
e multiplicidade geométrica = 6, isto é, d; = dimKer(A —5I) =6
e 1ndice de nilpoténcia = 3, isto é, d; = d3 = 10 para j > 3

e cdy=09.
portanto podemos tirar as seguintes conclusoes

e O bloco tem o valor 5 na diagonal (5 ¢ o auto valor).
e A ordem do bloco é = 10 x 10 (10 é a multiplicidade algébrica).
e O maior bloco de Jordan é 3 x 3 (3 é o indice de nilpoténcia).

e Possui 6 blocos de Jordan (6 é a multiplicidade geométrica).
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Falta somente as ordens dos blocos e a quantidade de cada um deles. Para isto usamos a
férmula (3.5), e obtemos:

ny = —d0+2d1—d2:0+12—9:3,
No = —d1+2d2—d3:—6+18—10:2,

Logo, o bloco correspondente ao auto valor 5 é:
5
15
1

S Ot
— Ot
S Ot
= Ot
S Ot
S Ot

S ot
ot

Quando o operador A possui auto valores complexos, A = a+ 1 a forma de Jordan obtida
pelo processo descrito acima ¢ complexa e os auto valores sao complexos conjugados. Nesse
caso o operador A deve ser considerado sobre CV e a forma de Jordan pode ser utilizada
normalmente com os mesmos objetivos. Agora se isto lhe importunar e vocé deseja obter
também nesse caso uma matriz real, podemos proceder da seguinte forma:

Vamos denotar por A o auto valor com parte imaginaria positiva e por A seu conjugado.
Se

{vi,---, v} onde v; =x;+ 1y,

denota a base do auto espago generalizado correspondente a A, temos que
{v1, -+, 0k}, ~= conjugado

¢ a base correspondente a A, logo esses 2k vetores sao linearmente independentes sobre o
corpo dos nimeros complexos C, e portanto

v, 1,y T}
sao 2k vetores linearmente independentes sobre IR. Isto segue das seguintes igualdades:

a1z + by + - -+ arxy + bryg

a b a b
B TN T L T
B a bl Qg bk
=G Tyt TG g
aq bl 3 Qg bk
(G —g)n (5 — )%



Agora como {vy,---,v,} é a base do auto espaco generalizado na qual A estd na forma de
Jordan, temos, para 1 < 5 < k, que

Avj = Axj + 1Ay, = Mj+ v
(axj — By; + j41) +i(Br; + ay; + yj1)

portanto
Ay; = ay; + B+ lyj + 0rjpy
Azj = —Pyj+axj+ 0yjp + 1z,

podemos concluir portanto, que a matriz de A na forma de Jordan real (na base formada
por blocos de vetores do tipo {yi,z1, - - - Yk, Tx }, nessa ordem), é uma matriz formada por
blocos em diagonal da forma (Verifique):

D
I D

ou D

onde

4. SISTEMAS LINEARES 2 X 2

Podemos utilizar a Forma de Jordan que acabamos de justificar para classificar os sis-
temas 2 X 2 de equagoes diferenciais. Como vimos as matrizes 2 X 2 sao das seguintes

formas:
A0 A0 A0 a —0
(o) (a3) (13) = (50)

portanto resolvendo os sistemas correspondentes as estas matrizes estaremos conhecendo
todas as possiveis solucoes. Faremos esta andlise de maneira detalhada para que tenhamos
a nocao exata do comportamento dessas solugoes.

No primeiro caso temos A e u reais e distintos; as equacoes na base de Jordan ficam
desacopladas e sao dadas por
T=A\r
Y=y

e portanto z(t) = cieM e y(t) = cae, ¢; e ¢y 530 constantes arbitrarias, sdo as solucoes. As
curvas (z(t), y(t)), parametrizadas pelo parametro ¢, sao denominadas érbitas. Observe
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que (z(t), y(t)) sdo as coordenadas das solugoes na base de Jordan, que neste caso é
formada pelos auto vetores vy e v, da matriz A correspondentes aos auto valores A e p.
Portanto as solugoes em relagao a base canonica sao dadas por

crore™ + cwue“t.

Esta expressao justifica o método do auto valor e auto vetor utilizado para obtencao de
solugoes e estudado nos cursos de célculo.

A representacgao grafica das érbitas, usualmente chamada de retrato de fase, é obtida
facilmente, depende dos auto valores e dos auto vetores. Quando os auto valores sao ambos
negativos, temos que as solugoes tendem a origem quando ¢ — 400, neste caso dizemos
que a origem é um ponto nodal estavel, e quando sao ambos positivos as solucoes tendem
a zero quando t — —oo e a origem é chamada de ponto nodal instavel. Nestes dois casos
o retrato de fases tem a forma

N
ZaR

Ponto Nodal

Na figura acima as curvas tangenciam o eixo horizontal, que é o eixo que estd na diregao
do auto vetor vy. Para identificarmos esse eixo, isto é, se vy corresponde ao maior ou ao
menor auto valor da matriz A, podemos analisar o que ocorre com o coeficiente angular
das tangentes as drbitas. Supondo que x = x(t) pode ser invertida, de modo que

dy yt)  ylt) ¢ BNt

de  @(t)  x(t) ’
onde ¢ representa constantes arbitrarias. Quando os auto valores sao ambos negativos,
para dy/dx tender a zero quando t — 400 como estd na figura, é preciso que g — A < 0
ou |[A| < ||, ou seja, o eixo de tangencia das solugdes é o eixo na dire¢do do auto vetor
correspondente ao menor auto valor (em valor absoluto). Esta conclusdo vale também
para o caso em que os auto valores sdo ambos positivos (verifique).

Desta forma podemos obter o retrato de fases do sistema somente conhecendo seus auto
valores e auto vetores, veja o exemplo a seguir

FExemplo: Considere o sistema 2 x 2
i = —Sx+ly
y = 3r—13y
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Neste exemplo temos
-3/2 1/2
A=
/2 =3/2

que possui auto valores —1 e —2, com auto vetores (1, 1) e (1, —1), respectivamente.
Portanto, o retrato de fase tem a forma abaixo; o eixo de tangencia é o eixo na direcao do
auto vetor associado ao —1, ou seja, o retrato de fases em relacao a base canodnica, tem a
seguinte forma

%

=

Ponto Nodal

Quando os auto valores tém sinais distintos é facil ver que as o6rbitas sao da forma

\
=

I\

Ponto de Sela

Dizemos neste caso que a origem ¢ um ponto de sela

No segundo caso A tem multiplicidade algébrica e geométrica igual a dois. A Analise do
plano de fases é analogo ao caso anterior, as érbitas sao semi retas.
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No terceiro caso A tem multiplicidade algébrica 2 e geométrica 1. Neste caso as equacoes

sao
T = \z
y=z+ \y.

At

Podemos resolver a primeira equagao x(t) = cie e substituir na segunda obtendo

§ = Ay + cre.
Esta tltima equacao pode ser resolvida pela férmula da variagdo da constantes (2.4),

obtendo .
y(t) = Moy +/ AN ds = (ert + ¢p)e.
0

Portanto as solucoes tém a forma

{ z(t) = creM

y(t) = (c1t + cp)eM.

Para determinarmos o formato dessas curvas, suponha que A < 0 e que ¢; > 0, os outros
casos seguem por simetria. Temos que x(t) > 0, isto é, as solugdes neste caso permanecem
no primeiro e no quarto quadrantes, se aproximam da origem quando t — oo, e quando
t — —o0, temos que z(t) — oo e y(t) — —oo. Temos ainda que y(t) > 0 para t > —co/cy
e a curva tangencia o eixo y, pois &/y = ¢1/(c1t + ¢o) — 0, quando t — oo, portanto o
retrato de fases tem a forma

A

Ponto nodal

O préximo caso e ultimo caso os auto valores sao complexos, A\ = « & (37 o sistema se

torna
T =ar— By
Y = ax + Py.

Neste caso é preferivel usar coordenadas polares
xr=rcosf, y=rsinf

portanto . .
& =7rcosf —rsinf 0, y=r7sinf +rcosb 6 (4.1)
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que pode ser escrito na forma matricial como

£\ [ cost —rsind r
y )\ sinf rcosf 0

invertendo a matriz obtemos

7f B cos f sin 6 x
0 )  \ =Lsing I cosd ¥

substituindo = e y pelos valores dados no sistema 4.1 e lembrando que x e y estao em
coordenadas polares, obtemos
r=ar
L

r(t) = roe™,  0(t) = Bt + 0y,

portanto, se a = 0, temos que r é constante, a érbita é um circulo, a origem é chamada de
centro; se o # 0 a 6rbita é uma espiral logaritmica, a origem é chamada de ponto espiral. A
espiral tende a origem se a < 0 e se afasta da origem caso contrario. O sentido de rotagao
depende do sinal de 3, quando > 0 o sentido é horédrio (dextrégira) e quandof < 0 o
sentido é anti horério (sinistrogira). As drbitas sao portanto das seguintes formas:

e dai

i
NI

N

)
AN

a=0 Centro Pontos Espirais

5. SISTEMAS DE EQUAGOES DIFERENCIAIS LINEARES

Motivados pelo caso escalar comentado na introducgao, vamos iniciar este capitulo definindo
a exponencial exp(A) = e de uma matriz quadrada A,, = (a;). A esperanga é que
com essa definicao possamos estender os resultados de existéncia, unicidade e a férmula de
variacao das constantes, para os sistemas de equagoes diferenciais. Em particular, mostrar

que z(t) = ez é a solucao do sistema de n-equacdes diferenciais lineares,
x(t) = Ax(t) (5.1)
que satisfaz a condicao inicial
JZ(O) =9 € IR" (52)
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Imitando o caso escalar
a>  ad
expla)=e*=1+a+ —+ - +-- (5.3)
21 3l
vamos definir a exponencial da matriz A por meio da série
I

exp(A):eA:[—i-A—O—j—l-ﬁ—i-"- (5.4)

E preciso mostrar que essa série é convergente no espago L£(IR") das matrizes n x n (ou
dos operadores lineares de IR em IR"). Para isto, vamos definir uma norma apropriada.

Se <, > e | | denotam, respectivamente, o produto interno e a norma usuais do IR",
isto ¢,
<z,y>= :l’,‘lyl—|-..-—|—1‘nyn e |ZL‘| =<zT,x>= \/m

r=(r1, -, x,) e y=(y,...,yn) € R"

Se

definimos a norma de um operador linear A : IR" — IR" por

|Az|
|

1Al = SUD T = sup | Az, (5.5)

= sup A

Para que essa definicao realmente defina uma norma, vamos primeiramente observar
que esse supremo ¢é finito. Esta propriedade pode ser obtida utilizando-se do seguinte
resultado de Analise: toda fungao continua definida num conjunto compacto é limi-
tada; neste caso Az é continua (sua representagao matricial envolve somente expressooes
continuas) e esta definida em {x : |z| = 1} que é compacto de IR", e portanto o supremo
é finito; ou utilizando-se somente de argumentos de algebra linear da seguinte forma: Se

a; = (@11, @1p), "+, Gy = (An1, * ** Gpy) S80 as linhas da matriz A, de modo que
ai
A=
Qn,

temos que o produto da matriz A por um vetor z € IR" é dado por

<ay,r >
Ax = :
< p, T >)

portanto, usando a desigualdade de Schwartz (| < x,y > | < |z| |y| ), temos que

N

|Az| = [(< a1, 0 >, < ap,z >)| = (< a2 >+ + < ap, v >?)
1
< (laaf* + -+ fan[) 2],
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portanto

Ax

P (Pt ) v £0 (5:6)
o que justifica que o supremo ¢ finito. A justificativa das demais propriedades necessarias
para que (5.5) seja uma norma,

() A1>0, ¢ A =0& A=0
(i) JloAll = ||l 4], o € R
(i) |4+ BI| < || + 1B,

serao deixadas para o leitor.

O Espago vetorial das matrizes n x n, L(IR"™), pode ser considerado como o espaco R™
e a norma definida em (5.5) é equivalente a norma usual de IR"* (dada pela raiz quadrada
dos quadrados de seus elementos), pois de (5.6) temos que

| Az| 21
= 7< )2 = . .
4 =sup Sl < (3 )t = a)

e, por outro lado, denotando por eq, - - - e, a base canonica do IR", temos que

(NI

| Ae;| = (a%i +o Tt a’ii)
portanto

|A]| = sup |Az| > (a2, + - +a2)3, Vi.
|z|=1

Somando, para i = 1, ..., n, obtemos

Al > (3 a3)E = |(ai)l-, (5.7)

que mostra a equivaléncia das duas normas. Observe que usamos aqui a desigualdade

Va+vb>a+b.

As desigualdades (5.6) e (5.7) mostram que a norma || || é equivalente & norma usual
do ]R”Q, isto é, temos que

i [(aif)] < 1A < (aiz)]-

Temos que L£(IR™) é uma espago vetorial completo e a vantagem em considerar a norma
| || em vez da norma usual é que nesta norma temos a desigualdade

[ Az < [[All=], (5.8)

a constante || A|| é a menor constante tal que essa desigualdade é verdadeira.

Utilizando-se dessa desigualdade temos que

[AB]| < [lA[l]|B]]
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e particularmente,

A" < [All", (5.9)
que é a desigualdade que iremos utilizar na justificativa da convergéncia da série da expo-
nencial e

Para que a série (5.4) defina a matriz e* é preciso que seja convergente. Para isto observe
que usando a desigualdade (5.9) temos para p > 0 que:
A" AP A" [A[™ P
1=+ L e o e
n! (n+p)! n! (n+p)!

e essa udltima espressao é formada por termos da série da fungao exponencial (5.3) que
converge para todo real, em particular para a = ||A||, portanto a série exp(A) é uma série
de Cauchy L(IR™) e portanto convergente. Ainda mais, de modo andlogo as fungoes reais,
podemos justificar que a candidata a solucao do sistema de equagoes lineares:

A2t2 A3t3
o1 0T g

exp(At)zy = ey = eMay = xo + Atag + o+ ...

pode ser derivada em t, com derivada satisfazendo:

d 14 tA
—exy = Ae'x
gt 0 0

isto é, z(t) = ez, estd bem definida, satisfaz a equagao (5.1) e a condigao inicial (5.2),

temos entao, de modo analogo ao problema escalar, existéncia, unicidade de solucao. Vale
também a férmula de variacao das constantes, isto é, a solucao do sistema nao homogéneo

&= Ax + h(t)
{ (0) = o (5.10)
¢ dada por t
z(t) = ex(0) —i—/o A= n(s)ds. (5.11)

A defini¢ao da exponencial da matriz A resolveu o P.V.1. (5.1) - (5.2), porém a dificuldade
computacional permanece, pois dada uma matriz A para calcularmos e através de (5.4)
precisamos conhecer todas as poténcias de A, o que é impossivel de modo geral. Em casos
particulares, como por exemplo, quando A é uma matriz diagonal, nao é dificil verificar
que a exponencial de A também é diagonal, com diagonal formada pela exponencial dos
elementos da diagonal de A (verifique como exercicio), ou quando A é nilpotente, isto
é, existe r > 0 tal que A" = 0, temos nesse caso que a série (5.4) se torna uma soma
finita, e portanto podemos perfeitamente (se estivermos dispostos) calcularmos todos os
termos dessa soma. Desse modo podemos utilizar a Forma de Jordan para o calculo desta
exponencial

Temos que z(t) = ez é a solugao do problema de condicio inicial (5.1), (5.2). Para

calcularmos a expressdo de e, vamos primeiramente verificar algumas propriedade dessa
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exponencial:
1. Se M é uma matriz inversivel entao

—1 _
MAM = MteA M

isto decorre do fato que ' '
(M PAM)Y = M1 AT M.

2. eWHB) = pAteBt gt & A comuta com B
Demonstragio: (=) Se eA+B) = eAteBt temos derivando ambos os lados que :

(A + B)eATBIt = AeAteBt | oAt BBt
derivando novamente e fazendo ¢ = 0, obtemos
(A+ B)* = A +-2AB + B?

que implica que AB = BA.

(<) Se A comuta com B é facil ver que X(t) = eeP! satisfaz a equacdo diferencial
X(t) = (A+ B)X(t) com condicdo inicial X(0) = I, entdo pela unicidade de solucao
devemos ter X (t) = e*P) e a propriedade esta justificada.

Se M é a matriz de mudanca de base tal que M 1AM estd na forma de Jordan
M™YAM = diaglAy,---, Af, Ai= X\ + R
onde R; é do tipo figura 1, entao, como
M LeAt M — 6M*1AMt7

temos que
-1 _
CAt _ NpeMTTAME ) -1

Vamos portanto calcular a matriz e THAME - Temes que eM TlAME g diagonal de blocos
do tipo:
00 O 0 0
10 0 0 0
01 0 0 0
e()\I-J'-R)t7 R=
00 O 10/, .
Como Al comuta com R temos que
AR (Dt Rt _ R
R2 Rk—l
At 2 k—1
= I+Rt+—t+--. t
e < + it + 5] +-+ (i — 1) )
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A\ 2!

tk71 tk72
Dl (Eo) R P

Observe que e estd multiplicando a matriz, portanto podemos concluir que:
1. Os auto valores da exponencial e4* sdo todos do tipo e, com A auto valor de A.
2. Os elementos de e sdo combinacdes lineares de termos do tipo /e, com j limitado
pelos indices de nilpoténcia, no caso acima j < k, logo sao do tipo p(t)e*, onde p(t) é um
polinomio em ¢.

6. EXECicIOS

1. Encontre a Forma de Jordan das seguinte matrizes:

1 -2 1 -1 o 0 -0
-2 1 ) 11 ) 2 -1 =
4 =2 -4
2. (a) Determine a exponencial das matrizes acima

(b) Faga o esbogo do plano de fases dos sistemas dados por essas matrizes

3. Determine a solucao do Problema de Valor Inicial

. (1 =2 n cost (0) = 3
Tl =2 1 ) T Usine )0 YT 22
4. Duas matrizes A, e B sao chamadas de similares de existe uma matriz inversivel M

tal que
A=M"'BM

Mostre que:

(a) Duas matrizes sdo similares se, e somente se, possuem forma de Jordan iguais
(b) Toda matriz é similar a sua transposta.

(c) Toda matriz real com determinante negativo é diagonalizavel (similar a uma
matriz diagonal)
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5. Sejam hq(t) e ho(t) fungoes continuas e peridédicas de periodo 27. Dé uma condigao,
necessaria e suficiente, para que todas as solucoes do sistema

Y= —x+ hy(t)

sejam periédicas de periodo 27.
Sugetao. Justifique e use o seguinte resultado: se h é continua e periddica de periodo
27, entdo H(t) = [} h(s) ds é periédica de perfodo 27 se, e somente se, [ h(s)ds = 0

6. Seja A uma matriz n x n e z(t), y(t) € IR", mostre que:

(a)

(Az(t), y(t)) = (x(t), A'y(t)

onde (, ) denota o produto interno usual do IR", e a* denota a matriz transposta

de A
7. Se A é uma matriz anti simétrica (isto é A = —A), entdao mostre que as solugoes do
sistema diferencial linear © = Ax, permanece em superficies esféricas centradas na
origem.

Sugestao. Calcule a derivada de |z(t)|* = (z(t), z(t)).
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