Exame de MA141 — Turma Y — 14/07/2015
Gabarito/pontuagao — Turma Y

Questao 1. 1. (3 pt) Consideramos o sistema linear

gr+y+z = 1
r+y+qz = 1,
r+qy+z = 1
com 3 equacoes e 3 varidvers. Usando o método de Gauss-Jordan

(operacoes elementares) determinar os valores de q para os quais o
sistema tem:

a) Solugdo unica;

b) Virias solugoes;

¢) Nenhuma solugao.
Resolugao:

A matriz aumentada do sistema é a matriz

g 11| 1
AB)=1114q | 1
1 ¢1 |1

Permutando a la linha com a 2a, subtraindo da 2a linha q vezes a la e da
3a a la, obtemos a matriz

11 g | 1
0 1-¢ 1—-¢* | 1—¢q
0 g—1 1—¢q | O

0,5 pontos até aqui
Caso ¢ = 1: ficamos com a matriz

| 1
| 0
| 0

hé colunas sem pivos). + 0,6 pontos

o O =
—_ O O =
S O =

logo o sistema tem varias solucoes
Caso q # 1: somando a 2a linha & 3a e notando que 2—q—q¢* = (1—¢q)(2+q),
obtemos a matriz

1 1 q | 1

0 1—gq 1—¢° | 1—¢q

0 0 (A-92+q | 1-¢

1



+ 0,4 pontos

Dividindo a 2a e a 3a linhas por 1 — ¢, obtemos

11 ¢ |1

01 14q | 1

00 24q | 1
+0,2
Caso ¢ = —2: a terceira linha é da forma [0 0 0| k] com k& # 0 (k = 1), logo
o sistema nao tem solucao. + 0,6

Caso ¢ # —2: o determinante da matriz principal acima é 2 + ¢ (a matriz é
triangular), é diferente de zero, logo, neste caso, o determinante da matriz do
sistema também ¢ diferente de zero, pois essas duas matrizes sao equivalentes
por linhas, portanto, a solucao do sistema é tnica. + 0,7

Questao 2. (1 pt) Usando o método de Gauss-Jordan
(operacoes elementares) calcular a inversa da matriz

1 10
A=10 1 0
011

Resolucao:
110|100
(AlH)=(0101] 010
01 1] 001
0,2
Substituindo a la e a 3a linhas por estas menos a 2a, obtemos a matriz
100 |1 -10
01 0] 0 10
001 1] 0 —-11
+ 0,6
= (I]A7)
+ 0,2



Questao 3. (3 pt) As retas r el sdo dadas por: r: x=5%=1—2; [ que
passa pelos pontos (0,1,0) e (0,0,2).

a) (0,5 pt) Mostrar que r el sao reversas.

Resolucao:

Os vetores v, = (1,2,-1) e vy, = (0,0,2) — (0,1,0) = (0,—1,2) sd@o
paralelos as retas r e [, respectivamente; 0,1

Os pontos A = (0,0,1) e B = (0,1,0) pertencem s retas r e [,
respectivamente. +0,1

Verifiquemos se os vetores AB = (0,1,—1), v, e v; sdo coplanares:

0 1 -1 L
det | 1 2 -1 :de’c(_1 2):1—27&0
0 —1 2

+ 0,3
logo, os vetores nao sao coplanares. Portantos as retas sao reversas.

b)(1 pt) Encontrar os planos 7 e « tais que: v C w, | C v e 7 € paralelo a .

Vetor normal aos planos (paralelos):

2 -1 1 -1 1 2
N—vrxvl—< 1 2070 2l'lo -1 D—(B,—Q,—l). 0,4
Logo, as equacoes dos planos sao da forma
3r—2y—2+di=0¢e 3xr—2y—z2+dy=0 + 0,3

Para determinar d; e dy substituimos e.g. o ponto A = (0,0, 1) numa equagao
eoponto B = (0,1,0) na outra, obtendo —1+d; =0..dy =1 e —24+dy =0
cody = 2. + 0,3

Portanto, as equagoes dos planos sao 3v —2y —z+1=0 e
3r—2y—2+2=0.

c) (0,5 pt) Encontrar a distancia entre os planos w e « do item anterior.

dist(r, ) = 4B 0,2
_ (0,1,—-1)-(3,—2,—1)] __ [0—2+1] __ /1A
B VO+4+1 RV 1/v14. +0,3




d) (1 pt) Encontrar os pontos P em r e QQ em [ tais que a reta que passa por
P e Q seja perpendicular ar e al.

Per=P=(z,2z,1—2x) 0,2
Qel=0Q=B+ty=(0,1,0)+¢0,-1,2) = (0,1 —t,2t) + 0,2
PQ =sN, N=(3,-2,-1) + 0,2
logo, temos o sistema
—r = 3s —3s—x = 0
1l—t—22x = —2s ie. 2s —t—2x = -1
22—-14+2 = —s s+2+zxz = 1
+ 0,2
Resolvendo-o, temos:
-3 0 —1 | 0 Lo <> Ly —2L4 0 6 2 | 3
2 -1 =2 | -1 — 0 -5 —4 | -3
1 2 1 | 1 Ly < Ly 4+ 3L;5 1 2 1 | 1
Ly < Lg 0 1 1/3 | 1/2
— 00 —7/3 | —1/2
Loy < Lo+ 5L3 01 2/3 | 1/2
Ly < —%LQ 10 1/3 | 0
= 01 2/3 | 1/2
Lo <+ L3 0 0 1| 3/14
Ly HLl—%L:g 1 00| —1/14
= 010 | 5/14
+ 0,2

s=—1/14, t=5/14, z=3/4

P=(3/4,3/2,1/4) ¢ Q=(0,1— % 2%) — (0,9/14,5/7)



Questao 3. (3 pt) Seja £ o lugar geométrico dos pontos P(x,y) do plano
cujas coordenadas x e y satisfazem

522 — 6xy + 5y° — 30vV2x + 18v2y + 82 = 0.

a) (0,5 pt) Identificar a conica (.

Resolucao:

ac—b*/4 =5x5—6/4 =16 > 0, logo, a conica é uma elipse, um ponto,
ou o conjunto vazio. 0,3
Tomando y = 0, obtemos a equacao 5z2 — 30v/2z + 82 = 0 que tem duas
raizes distintas, pois A = (30v/2)%? —4 x 5 x 82 = 18 x 10> — 164 x 10 =
(18 — 16,4) x 10% > 0, logo, a conica nao ¢ um ponto nem o conjunto vazio.
Portanto, é uma elipse. + 0,2

b) (2,5 pt) Encontrar as mudangas consecutivas das coordenadas que levam
¢ a forma canoénica.

5 =3
=15
0,2
Autovalores: |A— A =0
5— A —3‘_0
-3 5-A

(5-M\)2—9=0
5—A=43
A=5+3= 2 8 +0,3

Autovetores para A =2: (A—-2)U =0, U= {a]

DN

a=">

ofl]

U] = a*(1* + 17 U =1e|av2=1, ie a=+1/V2
Assim (pela teoria Vlsta), temos que

n=4]
5



é o vetor diretor de um dos eixos, digamos z’, de um novo sistema de co-
ordenadas cartesinas z’,7y’ no qual a equacao da conica nao terd o termo
'y

+ 0,5
Para o vetor diretor do eixo ¥/, sendo ele unitario e normal a U;, podemos

tomar )
-1

Uy = —
=11

/
x .
As novas coordenadas X' = {y’] se relacionam com as coordenadas X =

+0,3

x .
[y] pela equagao

x=ox, Q== 7]

40,3
e a equacao da conica nas varidveis 2,y é

M(a’)? + Xa(y')? + [30V2 18v/2] 55 E ﬂ X' +82=0

/

fe. 2(2)2 + 8(y)? + [12 48] m +82=0
2(2')? + 8(y')* + 122" + 48y +82 =0 + 0,3

Fazendo o completamento de quadrados, obtemos

2[(2')2 462" +9] —18+8((y))*+6y'+9] —72+82 = 0, 2(2'+3)?4+8(y'+3)* =8,

($'—£3)2 + (y/ + 3)2 -1

+0,3
logo, escrevendo Tz = ' — 1, § = y' — 2 (uma translagao), obtemos a equagao

que ¢ a elipse, na forma canonica nas variaveis z, y. + 0,3



