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3a. Lista

1. Problema 2 – § 3.2 [Evans].

2. Problema 3 – § 3.2 [Evans].

3. Resolva
∑n

k=1 xkuxk
= αu (α = constante 6= 0)

com u(x1, · · · , xn−1, 1) = Φ(x1, · · · , xn−1) [F.John].

4. Considere a equação de Burgers ut + uux = 0, x ∈ R, t > 0, com a
condição inicial u(x, 0) = u0(x). Calcule as caracteŕısticas. Suponha que
u0 ∈ C∞, u0(x) = 1 se x ≤ 0, u0(x) = 0 se x ≥ 1 e u′0 ≤ 0. Esboce
as curvas caracteŕısticas no plano (x, t). O que ocorre com a solução em
t = 1?

5. Mostre que a solução do problema de Cauchy{
ut + a(u)ux = 0, x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = u0(x), x ∈ R

onde a ∈ C1(R) é dada implicitamente pela equação u = u0(x− a(u)t).

6. Resolva [F.John]

a) ux + uy = u2, u(x, 0) = h(x)

b) uy = xuux, u(x, 0) = x (Resp.: u e−yu = x)

c) xux + yuy + uz = u, u(x, y, 0) = h(x, y)

d) xuy − yux = u, u(x, 0) = h(x) (Resp.: u = h(
√

x2 + y2) earctg(y/x)).

7. Resolva [F.John]
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a) uy = u3
x, u(x, 0) = 2x2/3 (Resp.: u = 2x3/2(1− 27y)−1/2)

b) u = xux + yuy + 1
2
(u2

x + u2
y), u(x, 0) = 1

2
(1− x2).

8. Para a equação de Hamilton-Jacobi,

ut + H(x,∇u) = 0, H = H(x, p), x, p ∈ Rn ,

mostre que as curvas caracteŕısticas são dadas por

dxi

dt
= Hpi

,
dz

dt
=

n∑
i=1

piHpi
−H,

dpi

dt
= −Hxi

.

9. Prove o teorema de existência e unicidade local para EDPs lineares de
primeira ordem.

10. Seja f = χ(−a,a) (a > 0). Calcule f̂ e f̌ .

11. Sejam T uma transformação linear invert́ıvel do Rn, S = (T t)−1 e
f ∈ L1(Rn). Mostre que (f ◦T )ˆ = |detT |−1f̂ ◦S. Escreva esta fórmula nos
casos particulares em que T seja uma transformação ortogonal e Tx = a−1x
(a 6= 0).

12. Calcule K(t)ˆ, onde K(t) ≡ K(x, t) = (4πt)−n/2 e|x|
2/4t, x ∈ Rn, t > 0

é o núcleo do calor em Rn.

13. Usando a transformada de Fourier em Rn−1, descubra (formalmente) o
núcleo de Poisson para o Rn

+, i.e. a função K(x, y) (x ∈ Rn
+ = {(x̄, xn) ; x̄ ∈

Rn−1, xn > 0}, y ∈ Rn−1) tal que a solução do problema{
∆u = 0 em Rn

+

u|Rn−1 = g (Rn−1 = ∂Rn
+)

seja dada por K(xn) ∗ g (K(xn) ≡ K(x̄, xn), x̄ ∈ Rn−1, K(xn) ∗ g =∫
Rn−1 K(x̄− y, xn)g(y) dy).

( Sugestões: i) ∆u = uxnxn + ∆x̄u; ii) e−β =
∫∞

0
e−s
√

πs
e−β2/4s ds (β > 0)

(não precisa provar esta fórmula); iii) (ϕa)
ˆ(ξ) = a−n e−π|ξ|2/a2

, ϕa(x) =
e−πa2|x|2 (a > 0). )
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14. [Zachmanoglou] Encontre os termos de ordem menor do que ou igual
a dois da solução em série de potências u =

∑
α uαxα para os problemas:

a) ut = u2 + ux, u(0, x) = 1 + 2x

b) ut = u2
x, u(0, x) = 1 + 2x− 3x2

c) ut = (sen u)ux, u(0, x) = π
6

+ x

d) ut = etx ux, u(0, x) = 1− x− x2

e) ut = ux1ux2 , u(0, x1, x2) = x1 + x2 − 2x2
1

f) ut = u2 + ux2ux3 , u(0, x1, x2, x3) = x1 + x2 + x2
2 − x2

3 + x2x3.

15. [Zachmanoglou] Considere o problema de valor inicial para a lei de
conservação

a(u)ux + uy = 0
u(x, 0) = f(x) .

Suponha que a(u) e f(x) sejam funções reais anaĺıticas de uma variável real.
Deduza a solução em série

u(x, y) = f(x) +
∞∑

n=1

(−1)n

n!

dn−1

dxn−1

{
[a(f(x))]n

df(x)

dx

}
yn

a qual é válida para |y| suficientemente pequeno.
( Sugestão: Comece com a expansão em série

u(x, y) = b0(x) +
∞∑

n=1

bn(x)

n!
yn

onde bn(x) = ∂nu(x,y)
∂yn

∣∣
y=0

. Use indução para provar que para n ≥ 1,

∂nu

∂yn
= (−1)n ∂n−1

∂xn−1

{
[a(u)]n

∂u

∂x

}
. )

16. [Zachmanoglou] Suponha que os coeficientes a e c da equação

auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu + g = 0
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se anulam num ponto (x0, y0). Mostre que nas novas coordenadas ξ = x + y
e η = x− y os coeficientes de uξξ e uηη não se anulam em (x0, y0).

17. [Zachmanoglou] Descreva as regiões no plano (x, y) onde a equação é
hiperbólica, parabólica ou eĺıptica:

a) 2uxx + 4uxy + 3uyy − u = 0

b) uxx + 2xuxy + uyy + sen (xy)u = 5

c) yuxx − 2uxy + ex uyy + x2ux − u = 0.

18. [Zachmanoglou] Mostre que por uma mudança de variáveis, nas
variáveis independentes e dependente, toda equação de segunda ordem eĺıptica
com coeficientes constantes pode ser transformada na forma canônica

n∑
i=1

∂2v

∂ξ2
i

+ λv = 0

onde λ é uma constante adequada.
( Sugestão: Na equação

n∑
i=1

∂2u

∂ξ2
i

+
n∑

i=1

Bi
∂u

∂ξ
+ Cu = D

com D = 0, faça a substituição v = u exp
(∑n

i=1
Biξi

2

)
. )

19.

a) Considere a equação de segunda ordem a duas variáveis

(∗) auxx + 2buxy + cuyy = g(x, y, u, ux, uy)

com (x, y) num aberto Ω do R2. Supomos que os coeficientes a, b, c ∈
C1(Ω) e que a(x, y) 6= 0 para todo (x, y) ∈ Ω. Prove que se (∗)
é parabólica (em Ω) então existe uma mudança de coordenadas local
ξ = ξ(x, y), η = η(x, y) tal que B(∇ξ,∇ξ) = 0, onde B é a forma
bilinear associada a (∗)

B(x,y) = ax1y1+b(x1y2+x2y1)+cx2y2, x=(x1, x2),y=(y1, y2) ∈ R2 .
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Conclua que toda equação (∗) parabólica pode ser transformada (local-
mente) na forma canônica uηη = g̃(ξ, η, u, uξ, uη). (Observação: Vale
resultados análogos para os casos hiperbólico (visto em aula) e eĺıptico.
No caso eĺıptico a prova é mais complicada (e.g. [Garabedian]); cf.
item c) abaixo.

b) Construa mudança de coordenadas expĺıcitas para as equações abaixo
que as transformem (localmente) em formas canônicas; exiba as formas
canônicas correspondentes.

i) uxx + yuyy = 0, y < 0

ii) uxx + xuyy = 0, x > 0 (equação de Tricomi)

iii) uxx − 4uxy + 4uyy = u + 2uy, y < 0

c) Suponha que (∗) (item a) ) é eĺıptica (em Ω). Seja z = ξ + iη uma
solução da EDP complexa zx +µzy = 0, onde µ := b/a+ i

√
ac− b2/a.

Mostre que B(∇ξ,∇η) = 0, onde B é a forma quadrática definida no
item a). (Sugestão: az2

x−2bzxzy +cz2
y = 0.) (Observação: A equação

zx + µzy = 0 é equivalente ao sistema (verifique){
ηx = −(bξx + cξy)/W
ηy = (aξx + bξy)/W

onde W =
√

ac− b2, ou, eliminando η, à equação(
aξx + bξy

W

)
x

+

(
bξx + cξy

W

)
y

= 0

conhecida como equação de Beltrami.)

20. Defina ∆ = b2 − ac como sendo o discriminante da equação (∗)
(v. Exerc. 19.a) ). Mostre que o sinal de ∆ é invariante por mudança de
coordenadas.

21.

a) Note que uma curva (suave) (x(s), y(s)) é caracteŕıstica para (∗)
(Exerc. 19.a) ) sse a(y′)2 − 2bx′y′ + c(x′)2 = 0.
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b) Mostre que uma curva C é uma curva não-caracteŕıstica para (∗) e u,
ux e uy são dados ao longo de C então os valores de uxx, uxy e uyy são
unicamente determinados ao longo de C.

22. Considere o operador ∂x no plano (x, y) (i.e. no R2).

a) Encontre as curvas caracteŕısticas de ∂x;

b) Seja C : x = Φ(y), y ∈ R, Φ ∈ C1(R), uma curva não-caracteŕıstica.
Resolva o problema {

∂xu = 0, (x, y) ∈ R2

u
∣∣C = g, (g ∈ C1) ;

c) Discuta a existência e unicidade de solução do problema{
∂xu = 0, (x, y) ∈ R2

u(x, 0 = f(x), x ∈ R ;

d) Verifique que as soluções da equação ∂xu = f(x, y) ( f ∈ C0(R2) )
são dadas por integrais de f ao longo de curvas caracteŕısticas de ∂x.

23. [Evans] Use separação de variáveis para encontrar uma solução u =
u(r, θ) em série de Fourier do problema de valor de contorno

urr + 1
r
ur + 1

r2 uθθ = 0
uθ(r, 0) = uθ(r, Θ) = 0
u(1, θ) = g1(θ), u(2, θ) = g2(θ)

para 1 < r < 2, 0 < θ < Θ < 2π. Suponha que g1 e g2 são funções suaves.

24. [Evans] Use separação de variáveis para encontrar uma solução u =
u(x1, x2, t) em série de Fourier do problema de valor inicial e de contorno

utt = ux1x1 + ux2x2 + ux1x1t + ux2x2t, em ΩT

u = 0, em ∂Ω× [0, T ]
u = g, ut = h, em Ω× t = 0

onde Ω é o quadrado {(x1, x2) ; 0 < x1, x2 < 1}.
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25. [Evans] Prove que se u é a solução da equação de Schrödinger{
ut = i∆u, em Rn × (0,∞)
u = g, em Rn × {t = 0}

dada pela fórmula

u(x, t) = (4πit)−n/2

∫
Rn

e
i|x−y|2

4t g(y) dy ,

então ||u(·, t)||L2(Rn) ≤ ||g||L2(Rn) para todo t ∈ R e ||u(·, t)||L∞(Rn) ≤
(4π|t|)−n/2||g||L1(Rn) para todo t 6= 0.
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