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3a. Lista

1. Problema 2 — § 3.2 [Evans].
2. Problema 3 — § 3.2 [Evans].

3. Resolva >} | wju,, = au (o = constante # 0)
com u(xy, -, Tp_1,1) =Pz, -+ ,2,-1) [F.John].

4. Considere a equagao de Burgers wu; +uu, =0, x € R, ¢t > 0, com a
condigao inicial wu(z,0) = up(x). Calcule as caracteristicas. Suponha que
uy € C°, yp(z) = 1sex <0, up(zr) =0sex>1 e uy <0. Esboce
as curvas caracteristicas no plano (z,t). O que ocorre com a solugdo em
t=17

5. Mostre que a solugao do problema de Cauchy

u +a(u)u, =0, z€R, t>0
u(z,0) =up(x), xeR

onde a € C'(R) ¢ dada implicitamente pela equagao u = ug(x — a(u)t).
6. Resolva [F.John]
a) u;+u, =u? u(z,0)=nh(z)
b) w, = zuu,, u(zr,0) =z (Resp.: uwe ¥ =1x)
c) xuy +yuy, +u, =u, u(r,y,0)=nh(z,y)

d) zu, —yuy = u, u(x,0) = h(z) (Resp.: u=h(\/z%+ y?)edC8W/2)),

7. Resolva [F.John]



a) wu, =ud, u(z,0)=22%3 (Resp.: u=2r%2(1 - 27y)~1/?)

b) w = zu, +yu, + 3(u +ul), u(z,0)=3(1—2?).

8. Para a equacao de Hamilton-Jacobi,
w + H(x,Vu) =0, H=H(z,p), z, p € R",
mostre que as curvas caracteristicas sao dadas por

dz;
dt

dz = dp;
—H, . C-SpH, —-H P - _H
pi» dt Zzlp i dt i

9. Prove o teorema de existéncia e unicidade local para EDPs lineares de
primeira ordem.

10. Seja f=X(_4q (a>0). Calcule fef.

11. Sejam T uma transformacdo linear invertivel do R", S = (T H=1 e
f € LYR"). Mostre que (foT) = |detT| !foS. Escreva esta férmula nos
casos particulares em que 7' seja uma transformacao ortogonal e Tx = a~ 'z

(a #0).

12. Calcule K(t), onde K(t) = K(x,t) = (4mt) "2 el’/4 ¢ e R ¢ >0
¢ o nucleo do calor em R".

13. Usando a transformada de Fourier em R"~!, descubra (formalmente) o
nicleo de Poisson para o R”, i.e. a fungdo K(z,y) (x € R} ={(Z,2,); T €
R™ Yz, >0}, y € R" 1) tal que a solugao do problema

Au=0 emR?
uR*" =g (R*!=0R")

seja dada por K(x,)*g (K(z,) = K(z,1,), T € R" K(z,) xg =
S K(Z =y, 20)9(y) dy).
( Sugestoes: 1) Au=1uy,,, +Azu; i) e = [F e/ ds (5> 0)

0 Vs
(ndo precisa provar esta formula); i) (p,)(€) = a e ™/ o (2) =
e ™l (4> 0). )



14. [Zachmanoglou] Encontre os termos de ordem menor do que ou igual
a dois da solugao em série de poténcias u =) u,x® para os problemas:

a) u=u®+u,, u0,x)=1+2z
b) w =u?, u(0,z) =1+ 2x — 32?2
c) u = (senu)u,, u(0,2)=7% +x
d) w=e¢%u,, u(0,z)=1—1z—2?

_ _ 2
€) U = Uy, Uyy, u(0,21,22) =21 + 29 — 207

2 _ 2 2
£) w = u® F Uy, (0,21, 29,23) = 21 + To + x5 — X5 + ToT3.

15. [Zachmanoglou] Considere o problema de valor inicial para a lei de
CONSErvacao

a(u)uy +uy =0

u(z,0) = f(z).
Suponha que a(u) e f(x) sejam fungoes reais analiticas de uma varidvel real.
Deduza a solugao em série

’Il

o) = 50+ Y S s L2 o

n=1

a qual é vélida para |y| suficientemente pequeno.
( Sugestao: Comece com a expansao em série

u(z,y) = bo(x Z

onde b,(z) = %bzo. Use inducao para provar que para n > 1,

= (1 e {fat e )

16. [Zachmanoglou] Suponha que os coeficientes a e ¢ da equagao

AUy + 20Uy + ClUyy + dug + euy + fu+g =0
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se anulam num ponto (zg, yo). Mostre que nas novas coordenadas £ = x +y
e n =z —y os coeficientes de uge e u,, nao se anulam em (g, o).

17. [Zachmanoglou] Descreva as regides no plano (z,y) onde a equagao é
hiperbélica, parabdlica ou eliptica:

a) 2ug, + 4ugy +3uy, —u=0
b) Uy + 20Usy + Uy, + sen (xy)u =5
C) Yugy — gy + €% uyy + 22uy —u = 0.
18.  [Zachmanoglou] Mostre que por uma mudanga de varidveis, nas

variaveis independentes e dependente, toda equagao de segunda ordem eliptica
com coeficientes constantes pode ser transformada na forma canonica

onde \ é uma constante adequada.
( Sugestao: Na equagao

SR, Bi&i
com D = 0, faca a substituicio v =wuexp (3 i, T£> )
19.
a) Considere a equagao de segunda ordem a duas varidveis
() Uy + 20Uy + cuyy, = (2, Y, U, Uy, Uy)

com (z,y) num aberto 2 do R?. Supomos que os coeficientes a,b,c €
CHQ) e que a(z,y) # 0 para todo (z,y) € Q. Prove que se (x)
é parabdlica (em (1) entao existe uma mudanca de coordenadas local
£ =¢&(x,y), n=mn(x,y) tal que B(VE,VE) =0, onde B é a forma
bilinear associada a ()

B(x,y) = ar,y; +b(21y2 +Toy1) +cray2, x=(21,29),y=(y1,92) € R?.
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b)

a)

Conclua que toda equacgao (x) parabdlica pode ser transformada (local-
mente) na forma canoénica wu,, = §(&,n, u, ue, uy,). (Observacdo: Vale
resultados andlogos para os casos hiperbdlico (visto em aula) e eliptico.
No caso eliptico a prova é mais complicada (e.g. [Garabedian]); cf.
item c) abaixo.

Construa mudanca de coordenadas explicitas para as equagoes abaixo
que as transformem (localmente) em formas canonicas; exiba as formas
canonicas correspondentes.

i) Uge +yuy,, =0, y<O0

i) uyy +2uy, =0, >0 (equagao de Tricomi)

iil)  wge — dugy + 4duy, = u+2u,, y <0

Suponha que (x) (item a)) é eliptica (em Q). Seja z = £ + in uma
solucdo da EDP complexa z,+pz, =0, onde p:=b/a+ivac—0?/a.
Mostre que B(VE,Vn) =0, onde B é a forma quadrética definida no
item a). (Sugestio: az}—2bzyz,+cz) =0.) (Observagio: A equagao
2y + pzy =0 é equivalente ao sistema (verifique)

{ Ne = — (b€ + ng)/W
ny = (a&s + b&,) /W

onde W = +/ac—b%, ou, eliminando 7, a equagao

a, + b b, + £ B
() () o

conhecida como equagao de Beltrami.)

20. Defina A = b®> — ac como sendo o discriminante da equacao ()
(v. Exerc. 19.a)). Mostre que o sinal de A é invariante por mudanca de
coordenadas.

21.

Note que uma curva (suave) (x(s),y(s)) é caracteristica para (x)
(Exerc. 19.a)) sse a(y')? — 2bx'y’ + c(2')? = 0.



b) Mostre que uma curva C é uma curva nao-caracteristica para (x) e u,
U, e u, sao dados ao longo de C entao os valores de g, Ugy € Uy, S80
unicamente determinados ao longo de C.

22. Considere o operador d, no plano (z,y) (i.e. no R?).
a) Encontre as curvas caracteristicas de 0,;

b) Seja C: z=®(y), y € R, ® € C*(R), uma curva nao-caracteristica.
Resolva o problema

Ou=0, (z,y)€R?
ulC=g, (geC";

c) Discuta a existéncia e unicidade de solu¢ao do problema

du=0, (x,y)€ R?
u<x70:f<x>7 r € R;

d) Verifique que as solugoes da equacio d,u = f(z,y) (f € C°(R?))
sao dadas por integrais de f ao longo de curvas caracteristicas de 0,.

23. [Evans| Use separagao de varidveis para encontrar uma solugdo u =
u(r, #) em série de Fourier do problema de valor de contorno

Uy + %ur + %UGO =0
ug(r,0) = up(r,®) =0
u(1,0) = g1(0), u(2,0) = g2(0)

para 1l <r <2, 0 < <O < 27. Suponha que g; e go sao fungoes suaves.

24. [Evans| Use separagio de varidveis para encontrar uma solugdo u =
u(zy, xe,t) em série de Fourier do problema de valor inicial e de contorno

Ut = Ugyzy T Uggzy + Ugyzyt T Upgapt, €M QT
u=0, em 092 x [0, 7]
u=g, uy = h, em Q xt=0

onde Q é o quadrado {(z1,22); 0 <z, X9 < 1}.
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25. [Evans| Prove que se u é a solucdo da equagao de Schrodinger

u = 1Au, em R™ x (0, 00)
u=g, em R" x {t =0}

dada pela férmula

ijz—y|?

u(a, ) = (dmit) /2 / 5 g(y) dy,

n

entao |[u(-,t)|[r2@ny < ||g]lr2@mny para todo t € R e [|u(-,t)||zomny) <
(47 |t])="/2||g]|z1 ®n) para todo t # 0.



