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Resumo

Este trabalho analisa o uso de Equagoes Diferenciais Estocésticas (EDEs) na precifi-
cagao de derivativos financeiros através de simulagoes numéricas. O estudo fundamenta-se
no célculo de Itd6 e no movimento browniano geométrico para modelar o preco de ativos.
Foram implementados o método de Monte Carlo e os esquemas de Euler-Maruyama e
Milstein para precificar opgoes europeias, utilizando variaveis antitéticas para reducao
de variancia. Para opgOes americanas, aplicou-se o algoritmo de Longstaff e Schwartz.
As simulagoes realizadas em Python demonstram a precisao e eficiéncia dos métodos

numéricos em comparac¢ao com solucoes analiticas e dados da literatura.



Abstract

This work analyzes the use of Stochastic Differential Equations (SDEs) for pricing
financial derivatives through numerical simulations. The study is based on It calculus
and geometric Brownian motion to model asset price dynamics. The Monte Carlo method,
together with the Euler-Maruyama and Milstein schemes, was implemented to price
European options, using antithetic variates as a variance reduction technique. For American
options, the Longstaff-Schwartz algorithm was employed. Simulations carried out in Python
demonstrate the accuracy and efficiency of the numerical methods when compared with

analytical solutions and results reported in the literature.
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1 Introducao

A precificacao de derivativos/instrumentos financeiros ¢ um dos principais desafios
da area de finangas quantitativas, especialmente diante do aumento da complexidade dos
instrumentos disponiveis no mercado. Muitos desses instrumentos, como opgoes e outros
tipos de derivativos, nao possuem solucoes analiticas diretas, o que torna indispensével o
uso de métodos numéricos para estimar seus valores com precisao.

Neste projeto, foi investigado o uso de simulagoes numéricas aplicadas & precificagao
de opgoes, com énfase na modelagem estocastica do comportamento dos ativos subjacentes.
A evolugao dos pregos foi modelada por equagoes diferenciais estocésticas (EDEs), que
permitem incorporar incertezas e flutuagoes observadas no mercado. A abordagem adotada
inclui o estudo teodrico de processos estocasticos, com destaque para o movimento browniano,
e a aplicacao pratica desses modelos por meio de algoritmos de simula¢ao como o método
de Monte Carlo.

Ao longo do trabalho, foram exploradas ferramentas matemaéticas fundamentais
para a construcao desses modelos, além de técnicas computacionais voltadas a geracao
de trajetorias e & analise estatistica dos resultados. A proposta do projeto é fornecer
uma introdugao sélida aos conceitos centrais do calculo estocastico e suas aplicagoes no

contexto financeiro.

2 Definicoes

2.1 Processos Estocasticos

Um processo estocastico X é uma familia de variaveis aleatorias definidas em um

espaco de probabilidade e indexadas por algum conjunto T. Formalmente, seja
(Xt eT)=(Xy(w),teT,weQ),

onde t é um parametro que assume valores em um conjunto 7' C R, denominado conjunto

de indices do processo, e w é o espago amostral (Mikosch 1998, p. 23).

Observacgoes:

e Matematicamente, T" pode ser de qualquer natureza, porém em muitas aplicagoes

representa o tempo.

e Quando T é um conjunto finito ou infinito numeravel, X ¢é classificado como um
processo estocastico de tempo discreto. Se T' nao for numeravel, o processo é
considerado de tempo continuo. Se T é finito, o processo é meramente um vetor
aleatorio, enquanto se for infinito numeréavel, consiste em uma sequéncia de variaveis

aleatorias.



e O espaco de estados de X consiste nos possiveis valores que as variaveis aleatorias
X; podem tomar. Se este espaco é numeravel, o processo é chamado de processo

com espago de estados discreto.

e (Cada realizagao do processo estocéstico X, também chamada de trajetoria, é uma

funcao do tempo t € T, associando um valor especifico z; a cada instante t.
e O processo estocastico X funciona como uma funcao de duas varidveis:

— Como variavel aleatoria para cada ponto fixo de tempo ¢t (Mikosch 1998, p. 23):

Xt = Xt(W), w € Q.

— Como uma curva ou fung¢ao do tempo ao longo de uma trajetoria fixa, onde

cada t é mapeado para um valor especifico ;.

2.2 Movimento browniano

Um processo estocéstico B = (B, t € [0,00)) diz-se um movimento browniano, ou
processo de Wiener, quando (Mikosch 1998, p. 33):

e Se inicia com By = 0.

e Tem incrementos estacionarios e independentes.
e B, ~ N(0,t),Vt > 0.

e As trajetorias sao fungoes continuas de ¢.

Propriedade Importante:
As variaveis aleatorias By — Bg e B;_s tém uma distribuigao N(0,¢ — s) para s < t.
Portanto a variancia é proporcional ao tamanho do intervalo [s,?] (Mikosch 1998, p. 35).
As trajetorias sao fungoes continuas, mas nao sao diferencidveis e sua variagao é

ilimitada (Mikosch 1998, Apéndice A3, p. 188).

2.3 o-algebra

Seja  um conjunto nao vazio. Uma o-algebra F (em §2) é uma cole¢ao de

subconjuntos de € que satisfaz as seguintes condigdes (Mikosch 1998, p. 62):
o e F.
e Se A € F, entao A¢ € F.

e Se Al,Ag,"' E.F, entao
UAief.

i=1



2.4 Filtracao

A colegao (Fi, t > 0) de o-algebras em 2 é chamada de filtragao se, para todo
s >t >0, temos
Fi C Fs.

Portanto, uma filtragao é um fluxo crescente de informacoes.
Se (F,, n=0,1,...) ¢ uma sequéncia de o-algebras em (2 tal que F,, C F, .1 para
todo n, também chamamos (F,,) de filtragao, conforme Mikosch (1998, p. 77).

2.5 Processo Estocastico Adaptado a uma Filtracao

Diz-se que um processo estocastico X = (X;, t > 0) esta adaptado a filtragao
(Fi, t > 0) quando, de acordo com Mikosch (1998, p. 77),

O'(Xt)CJT"t, tZO

Aqui, o(X;) denota a o-algebra gerada pela variavel aleatoria X, isto é, o conjunto de

eventos que podem ser “observados” a partir de X;.

2.6 Martingal em Tempo Continuo

Um processo estocastico X = (Xy, ¢t > 0) diz-se um martingal em tempo continuo
relativamente a filtragdo {F;,t > 0}, e escreve-se (X, (F;)), quando (Mikosch 1998, p. 80):

o E[|Xi]] <00, t>0
e X esta adaptado a (F).

e E[X; | Fi] = X,, para 0 < s < t, isto &, dada F;, X, é a melhor previsdo para X;.

3 CaAlculo Estocastico

3.1 Integral Estocastica de Itd

A integral estocastica é uma ferramenta fundamental na teoria de processos es-
tocasticos e no calculo estocastico. Ela permite integrar fungoes em relagao a processos
estocasticos, como o movimento browniano, que possuem comportamento altamente irre-
gular. A integral estocéastica ¢ amplamente utilizada em diversas areas, especialmente na
matemaética financeira, para modelar a evolucao de precos de ativos financeiros.

Seja B; um processo estocastico, conhecido como movimento browniano, e uma

funcao f(t, B;) adaptada ao movimento browniano, ou seja, uma fungao cujo valor em



cada instante t depende apenas dos valores de By para s < t. A integral estocéstica de f

em relagdo ao movimento browniano B; no intervalo [0, 7] é denotada por:

/ " bt.B,) B (3.1)

Diferente da integral de Riemann-Stieltjes, que requer variacao limitada para a
funcao de integracao, a integral estocastica lida com o movimento browniano, que tem
variacao ilimitada. Para construir essa integral de It0, usa-se uma soma do tipo "left-
point" (ponto inicial) em cada subintervalo, o que resulta em propriedades especificas para
a integral estocéstica. Considere o intervalo [0,7]. A integral estocéstica de It6 de f(¢, By)

em relacao a B; é definida como o limite de uma soma de Ito:

T n—1
/ f(t.B))dB; = lim > f(t:,By,) (Bi,, — By,). (3.2)
em que 0 =ty < t; <--- <t, =T sdo pontos que subdividem [0, 7] de forma cada vez

mais refinada, e f(¢;, By,) é avaliado no ponto inicial de cada subintervalo.

A escolha do ponto inicial é essencial para caracterizar a integral de Ito, pois
assegura propriedades importantes, como a preservacao da martingalidade do processo
resultante (Mikosch 1998, p. 103).

3.2 Foérmula de Ito

A férmula de [t6 é uma generalizacao da regra da cadeia para o célculo diferencial
estocastico. Ela descreve como a funcao de um processo estocéstico, como o movimento
browniano, evolui ao longo do tempo. A férmula de It6 é especialmente 1til para calcular
integrais estocasticas de Ito.

Seja f uma funcao duas vezes continuamente diferenciavel. A forma simples do
Lema de It6 (Formula de 1to) é

F(B) — / f'(By)dB, + = / (B s <t (3.3)

Exemplo: Escolha f(t) = t?. Entdo, f'(t) = 2t e f"(t) = 2. Assim, o Lema de It6 fornece,
para s < t, Mikosch (1998)[p.115]

t t
33_33_2/ BmdB,mL/ dz.

Para s = 0, obtemos

t
1
/ B,dB, = =(B? —t).
0 2



3.3 Lema de Itd6 para uma funcao de duas variaveis

Seja f(t,x) uma fungao cujas derivadas parciais de segunda ordem s@o continuas.
Entao (Mikosch 1998, p. 117):

t 1 t
f(t,By) — f(s,Bs) = / {fl(x, B,) + §f22(x,Bx)] dx +/ fa(x, By)dB,, s<t (3.4)
com as derivadas parciais:

of(t, 2)
ot

of(t, 2)

0?f(t,2)
0z ' '

fl(t>z) = 022

fg(t, Z) =

f22(t>2) =

4 Equacoes Diferenciais Estocasticas

Esta secao é dedicada ao estudo das EDEs e suas solugoes. Inicialmente, apresenta-
se uma breve introducao as equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), destacando seu carater
deterministico e a forma como podem ser interpretadas quando sujeitas a perturbagoes
por ruido aleatério. Em seguida, aborda-se a formulacao das EDEs e os métodos para sua

solucao.

4.1 Equacoes Diferenciais Deterministicas

A teoria das equagoes diferenciais é um pilar fundamental do céalculo classico. Essas
equagoes modelam a evolucao de sistemas dinamicos ao longo do tempo, sendo amplamente
aplicadas em diversas areas da ciéncia e engenharia.

A forma geral de uma equacao diferencial ordinaria pode ser escrita como:
ft,x(@t),2'(t),...) =0, 0<t<T,

onde t representa o tempo, x(t) é uma fungao desconhecida e z'(t) denota sua derivada.
A solugao dessa equagao consiste em uma fungao z(t) que satisfaz essa relagao (Mikosch
1998, p. 132).

4.2 Equacoes Diferenciais Estocasticas de Ito

Enquanto as equacgoes diferenciais ordinarias descrevem sistemas deterministicos,
muitas aplicagoes exigem a incorporagao de ruido aleatério. Isso nos leva ao conceito
de equacgoes diferenciais estocésticas EDEs, fundamentais para modelar processos que
evoluem sob influéncia de incerteza.

Uma equagao diferencial estocéstica de Ito é definida como (Mikosch 1998, p. 135):

dXt = a(t, Xt) dt + b(t, Xt) dBt, XO = Y((A}) (41)

10



Essa equac@o envolve dois termos principais: a tendéncia (drift) a(t, X;) dt, que
representa a tendéncia deterministica do sistema, e o ruido ou volatilidade b(¢, X;) d By,
responsavel pela componente aleatoria do processo. A solucao X;, ou seja, o processo
associado a uma equacao diferencial estocastica de 1t6, é chamada de processo de difusao
(Mikosch 1998, p. 137).

Dado que B; possui caminhos nao diferencidveis, a equacao diferencial tradicional
perde o significado e precisa ser reformulada em termos de integrais estocasticas, o que

leva & definicao da equacao diferencial estocéstica de Ito:

t t
X = Xo +/ a(s, Xs)ds +/ b(s,Xs)dBs, 0<t<T. (4.2)
0 0

A segunda integral é a integral de It6 e requer o uso do célculo estocastico, pois
difere das integrais usuais de Riemann ou Lebesgue. O termo driving process (ou processo
dirigidor) refere-se ao processo estocastico que impulsiona a dindmica da EDE. Dessa
forma, o movimento browniano é chamado de driving process da equagao (4.2) (Mikosch
1998, p. 136).

4.3 Encontrando a Solugao de EDEs de It6 pela Férmula de Ito

Para resolver algumas EDEs de It6, podemos utilizar uma ferramenta apresentada
na secao anterior: o Lema de [t6, que pode ser empregado para encontrar solugoes explicitas.
A seguir, apresentamos dois exemplos importantes:

4.3.1 Exemplo: Movimento browniano Geométrico

O movimento browniano geométrico pode ser definido como a solugao da equagao:

dXt = /JIXtdt + O'XtdBt, (43)

onde p e o sao constantes, ou

t t
X=Xy + u/ X.ds + 0/ X.dB;. (4.4)
0 0

Este processo é amplamente utilizado na modelagem de precos de ativos financeiros.
Utilizando a férmula de Itd6 podemos encontrar a solugao da seguinte forma. Supo-
nhamos que X; = f(t, B;) para alguma fungao suave f(t, ) sendo f € C?, ou seja, possui

derivadas de primeira e segunda ordem continuas. Pela formula de 1t6, temos

of 1

B _ t 82f t 8f
Xt_f(t,Bt)_XoJr/O (E(S,Bswgﬁ(s,gs)) ds+/0 (s ByiB.  (45)

Comparando (4.4) com (4.5), temos (existe unicidade de representa¢do como

processo de 1t6):

11



0 10°
A (t0) + g 22 4) = i (t,) (46)
%(t, z) = of(t,z). (4.7)
Derivando a equagao (4.7), obtemos
o 0
L) =gl (t0) =01 (0.0),

e substituindo em (4.6), temos que

(1= 50) ft.0) = 51 1.0,

Por separacao de variaveis f(t,z) = g(t)h(x), obtemos

W t.0)= g no)

/0= (= 30*) 900

que é uma EDO linear com solucao:

9(t) = 9(0) exp Ku - éa) t] |

Usando a equagao (4.7), obtemos a EDO linear h/(z) = oh(x) cuja a solugao ¢

h(z) = h(z)exp(oz) sendo f(0,0) a condigao inicial, temos:

F(t2) = £(0,0) exp K” - %(;2) t+ ax] |

Conclusao: a solu¢ao da EDE (4.3) é o processo

X; = f(t, B;) = Xoexp {(,u — %02> t+ O'Bt:| , (4.8)

que é precisamente o movimento browniano geométrico. Dessa forma, o movimento
browniano geométrico trata-se de um processo de difusdo associado a equagao (4.3)
(Mikosch 1998, p. 140). Note-se que se obteve a solu¢ao da EDE resolvendo uma equagao
diferencial parcial EDP deterministica, mas a solucao é uma variavel aleatoria. Como B,

tem distribuicao normal, X; tem distribuicao log-normal.
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4.3.2 Exemplo: Equacao de Langevin e Processo de Ornstein-Uhlenbeck

A equagao de Langevin (1908) modela a velocidade de uma particula browniana.

Escrevendo-a como:

t t
X: = X +/ cX,ds +/ o dB,, (4.9)
0 0

temos um caso de ruido aditivo, cuja a solucao é o processo
t
X, =e" X+ O'GCt/ e “dBs. (4.10)
0

Se tivermos uma condigao inicial Xy constante, a funcao é conhecida como processo
de Ornstein-Uhlenbeck, fundamental em modelagem financeira e estatistica (Mikosch 1998,
p. 141).

4.4 Meétodos Numéricos para Solucao de Equagoes Diferenciais

Estocasticas

Muitas vezes, ao resolver uma equagao diferencial estocéstica (EDE), nao é possivel
encontrar sua solucao explicita. Nesses casos, recorremos a métodos numeéricos, que
sao algoritmos iterativos capazes de fornecer um conjunto de pontos que aproximam a
trajetoria da solu¢ao. Como a solugao de uma EDE é uma distribui¢cao de probabilidade,
a partir das trajetorias obtidas numericamente é possivel aproximar a distribuicao da

solucao. Consideramos a seguinte equacao diferencial estocastica:

Uma solugdo numérica X™ = (Xt(n), t € [0,7]) da equagao (4.11) representa
uma aproximacao de uma trajetéria que o processo estocastico pode seguir. A partir de
inimeras trajetorias simuladas, é possivel estimar a distribuicao que aproxima a solucao
exata X = (X, t € [0,7]).

Para a discretizagao do intervalo [0, T], consideramos uma parti¢ao 0 =ty < t; <
o <tp=T,comA\; =t;,—t,_1e A;\B=DB;, — B;,_,,parat=1,...,n.

4.4.1 Meétodo de Euler (Euler-Maruyama)

O método de Euler-Maruyama fornece a seguinte aproximagao numérica para a
solugdo da EDE: Mikosch (1998)(p.159)

XM = X, 4 a(X) A+ b(XL)AB. (4.12)

1—1
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4.4.2 Meétodo de Milstein

A aproximacao de Milstein melhora a aproximagao de Euler para equagoes diferen-
ciais estocasticas, incorporando um termo corretivo adicional que envolve os incrementos
quadraticos do movimento browniano. Partindo da equacao diferencial estocéstica, a
aproximacao de Euler considera a discretizacao dos integrais nos pontos da partigao,
aproximando a(X;) e b(X;) por seus valores nos instantes anteriores. A aproximagao de

Milstein aplica a expansao de Taylor-Ito aos integrandos, o que leva a inclusao do termo
1
SV V) [(AB) - A (4.13)
que corrige o esquema de Euler, resultando no método
1
XM= x" 4a(x™) A +b(X™M)AB+ 2b(Xt(”1) V(X)) [(AB)? — A] . (4.14)

Esse termo adicional decorre da aplicagao do lema de It6 e da avaliagao de integrais
estocasticos duplos, proporcionando maior precisao na simulacao de trajetorias estocasticas.
Além disso, ele melhora a ordem de convergéncia em relacao ao método de Euler-Maruyama

(Mikosch 1998, p. 164).

5 Aplicagoes do Calculo Estocastico em Financas

O desenvolvimento do calculo estocéstico revolucionou a modelagem dos mercados
financeiros, proporcionando avancgos significativos na compreensao e precificacao de ativos
de risco. Desde os trabalhos pioneiros de Black, Scholes e Merton na década de 1970, os
processos estocasticos tornaram-se ferramentas essenciais para a analise de precos de agoes,
indices, taxas de cambio e juros. Nesta secao, exploraremos a derivagao da férmula de
Black-Scholes, um dos modelos mais influentes da teoria financeira, aplicado & precificacao

de opc¢oes de compra europeias.

5.1 Modelagem do Preco do Ativo e do Ativo Sem Risco
5.1.1 O Ativo de Risco

Seja X; o prego de um ativo de risco (por exemplo, uma agao) no tempo t. O

modelo adotado é o movimento browniano geométrico, dado pela equagao

X; = f(t, B;) = Xoexp {(,u — %(72> t+ O'Bt:| : (5.1)

onde:

e X, ¢ o prego inicial do ativo;

14



e B = (B, t > 0) representa o movimento browniano, que modela as oscilagoes

aleatorias do mercado;

e 1 > 0 é uma constante que representa a taxa de retorno, indicando a tendéncia de

crescimento do ativo.
e o0 > ( ¢é a volatilidade, que mede a intensidade das oscilagoes aleatorias.

Este modelo ¢ justificado pelo fato de que X; ¢ a tinica solugao da equagao diferencial
estocastica (EDS) (4.3) (Mikosch 1998, p. 168).
A interpretacao desta equagao é a seguinte: no intervalo [t, £+ dt], o retorno relativo

do ativo é
Xitar — Xy
Xy

Aqui, o termo pu dt representa o crescimento deterministico, enquanto o dB; introduz a

~ udt + o dB;. (5.2)

incerteza inerente ao mercado. Se o = 0, terfamos um crescimento exponencial puro,
X; = Xpett, mas a presenca de o nos leva a modelar flutuacoes reais observadas nos precos

dos ativos.

5.1.2 O Ativo Sem Risco

Em paralelo ao ativo de risco, consideramos um ativo sem risco, tipicamente
representado por uma conta bancéaria ou titulo piblico, que rende juros a uma taxa fixa

r > 0. O montante investido evolui segundo

B = Boe™. (5.3)
Note que ¢ solugao da EDO
¢
Bi=fotr [ s (5.4)
0

Essa idealizagao simplifica a anélise, uma vez que o ativo sem risco apresenta comporta-
mento deterministico e serve de referéncia para a comparagao com ativos de risco (Mikosch

1998, p. 169).

5.2 Composicao do Portfélio e Estratégia Autofinanciada

Um investidor geralmente compoe um portfélio diversificando entre ativos de risco e
ativos sem risco. Denotamos por a; a quantidade investida em agoes e por b; a quantidade

investida em titulos, de forma que o valor total do portfélio no tempo ¢, V;, seja
Vi = ai Xy + b3y (5.5)

Uma estratégia de investimento é dita autofinanciada se as varia¢oes no valor do

portfolio decorrem unicamente da evolucao dos pregos dos ativos, sem a inje¢ao ou retirada
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de capital. Matematicamente, essa condicao é expressa por
d‘/;g = a¢ dXt + bt dﬁt, (56)

ou, no sentido de Ito,
t t
Vi—Vy = / ast5+/ bs dfs. (5.7)
0 0

Para o ativo sem risco, note que
dﬁt = Tﬁt dt, (58)

e, portanto, a alocacao em titulos pode ser relacionada ao valor do portfélio pela formula

B Vi — a Xy

b
B

(5.9)

5.3 Precificacao de Opcgoes: Conceitos e Formulacao do Problema

As opcoes sao derivativos financeiros cujo valor depende do comportamento de
um ativo subjacente, geralmente modelado por equacgoes diferenciais estocasticas. Elas
conferem ao seu titular o direito, mas nao a obrigagao, de negociar um ativo por um preco
pré-determinado K, denominado prego de exercicio ou strike, em uma data de vencimento
T ou antes dela, dependendo do tipo de opc¢ao. Uma opgao de venda (put) europeia
concede ao titular o direito de vender o ativo subjacente por K na data T, com payoff
(K —X(T))". De forma anéloga, uma opgao de compra (call) europeia garante o direito de
adquirir o ativo pelo pre¢o K em T, com payoff (X (7T) — K)*. Quanto a forma de exercicio,
as opgoes do tipo europeia s6 podem ser exercidas na data de vencimento, enquanto as do
tipo americana permitem o exercicio a qualquer momento até T.

A questao central na precificacao de opgoes é determinar quanto um investidor
estaria disposto a pagar hoje (¢ = 0) para adquirir esse direito, considerando que é possivel
replicar o payoff por meio de uma estratégia de hedge utilizando ativos disponiveis no
mercado (Mikosch 1998, p. 170). Com base nos fundamentos de finangas discutidos em
Hull (2016), o valor justo de uma opgao depende de fatores como a volatilidade o do
ativo, a taxa de juros livre de risco r, o prego inicial Xy e o tempo até o vencimento T
. Matematicamente, a precificagao corresponde ao calculo do valor esperado do payoff

futuro, descontado a taxa livre de risco.

5.3.1 Formulacao do Problema de Precificacao

Para replicar o payoff da opc¢ao, suponha que existe uma fun¢ao deterministica e

suave u(t, z) tal que o valor do portfélio no tempo ¢ possa ser escrito como

‘/t = CltXt -+ btﬁt = U(T — t,Xt), te [O,T] (510)
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Essa hipotese implica que o valor do portfélio depende de forma continua e diferenciavel
do tempo e do preco do ativo. A condi¢ao terminal, ou seja, o valor do portfélio no

vencimento 7', deve coincidir com o payoff da opcao:
uw(0,2) = (x — K)T, x>0. (5.11)

Dessa forma, o problema consiste em encontrar a fun¢ao u(t, x) que, quando avaliada

em t = T e no prego atual X, fornece o valor justo da opgao (Mikosch 1998, p. 172):
Vo = u(T, Xo). (5.12)

5.4 Derivagao da Equacgao de Black—Scholes

Para determinar u(t, x), aplicamos o lema de Itd & fun¢do composta
[t x) = u(T —t,x),
lembrando que as derivadas de f relacionam-se com as de u por
filt,x) = —u (T —t,x),  falt,z) =uo(T —t,z), foolt,x) = uea(T —t, x).
Dado que o ativo X; segue a dindmica (4.3),

t t
Xt:X0+u/ Xsds+a/ X, dB,, (5.13)
0 0

podemos aplicar uma extensao do lema de It6, conforme visto em Mikosch (1998) (p. 120),

resultando na seguinte igualdade
Vi=Vo = f(t, Xe) = f(0, Xo)
— /Ot [f1(5, Xs) + uXsf2(s, Xs) + 0.5 07 X2 for(s, X,)] ds
# [ loXohts X1 0B,
= /Ot [~ (T — s, X)) + pXouo(T — s, X,) 4+ 0.5 0 XZup(T — s, X,)] ds
+ /0 t [0 X us(T — 5, X,)] dBs. (5.14)

Por outro lado, utilizando a condi¢do de autofinanciamento da estratégia (5.7), e,
substituindo dX; = puX; dt + 0 X, dB; e df;, = rf3; dt, junto com a relagao (5.9), chega-se a

expressao

t t
V- V= / (11— P)as X, +rVi] ds + / 0a,X.] dB.. (5.15)
0 0

17



Ao comparar as expressoes (5.14) e (5.15), observamos que os coeficientes dos
termos em ds e dB, devem ser iguais, uma vez que ambas as representacoes descrevem o

mesmo movimento do portfélio. Dessa comparagao, obtemos a identificacao imediata:
ay = UQ(T—t,Xt), (516)

(—r)a Xy +ru(T —t, Xy) = (n—r)ug(T — t, X)) Xy + ru(T — t, Xy)

= —U1<T — t, Xt) —+ ILLXtUQ(T — t, Xt) —+ 0.502Xt2u22(T — t, Xt)

Impondo a igualdade dos termos deterministicos para qualquer valor de X; > 0,

obtemos a seguinte equagao diferencial parcial:

ui(t, z) = 0.5 0% 2 ug (t, x) + roug(t, ) — ru(t,z),z >0, t€[0,7]. (5.17)
Ou seja,
ou 1, ,0% ou
E(t,x) =502 @(t,x) + m:a—m(t,x) —ru(t, z), (5.18)

definida para x > 0 e t € [0, T}, sujeita a condigao terminal (5.11).
Esta PDE, conhecida como equagao de Black—Scholes, encapsula a dindmica do
valor da opcao sob a hipotese de auséncia de arbitragem e de replicagao perfeita por meio

de uma estratégia autofinanciada.

5.4.1 Solucao da Equacgao de Black—Scholes e a Féormula de Precificagao

Observa-se que a equagao (5.18) admite uma solugao explicita. Conforme Mikosch

(1998, p. 174), a solugdo da PDE, com a condigao terminal (5.11), é dada por

u(t,z) =2 ®(g(t,x)) — Ke " ®(h(t,z)), (5.19)
onde )
ot.0) = In(z/K) l-t(17/“2+ 0.50 )t’ (5.20)
h(t,z) = g(t,z) — ot*/?, (5.21)
P(x) = W /_; e V2 dy, x€R (5.22)

representa a funcao de distribui¢ao acumulada da normal padrao.

Portanto, o valor justo da opc¢ao europeia com preco de exercicio K no tempo t = 0

Vo = u(T, Xo) = Xo®(g(T, Xo)) — Ke " ®(h(T, Xy)), (5.23)

e a funcao u(T — t, X;) fornece o valor do portfélio que, através de uma estratégia de

hedge, replica exatamente o payoff (X7 — K)™ no vencimento.
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Além disso, a estratégia de hedge é definida pelas quantidades
U(T — t, Xt) — atXt
B ’

garantindo que a carteira se mantenha autofinanciada e que os ganhos (ou perdas) decorren-

ay = UQ(T - t, Xt> (§] bt = (524)

tes dos movimentos do mercado sejam idénticos aos da opc¢ao. A féormula de Black-Scholes
mostra que o prego da opcgao é independente da taxa de retorno p, pois a estratégia de
hedge ("prote¢ao") elimina o risco, dependendo apenas da volatilidade o, da taxa livre
de risco r, do prego de exercicio K e do tempo até o vencimento 7', fundamentando a

precificacao na auséncia de arbitragem e no equilibrio de mercado.

6 Simulacoes

Nesta secao apresentamos a aplicagao de métodos de simulagao para a precificacao
de opgoes europeias e americanas, comparando os resultados com os valores teéricos
e avaliando a eficiéncia dos métodos. Os algoritmos foram implementados em Python

(Google Colab) e o repositorio encontra-se em Freiria (2025).

6.1 Opgoes Europeias

Para a precificagao de opgoes europeias, utilizou-se o método de Monte Carlo por
meio de quatro diferentes abordagens, com o objetivo de comparar os resultados obtidos
com a solucao analitica fornecida pelo modelo de Black-Scholes. As trajetorias necesséarias
para a aplicacao do método serao geradas por simulagao direta do movimento browniano
geométrico, com e sem o uso de variaveis antitéticas, bem como pela solucao da equagao
diferencial estocastica (EDE) utilizando os métodos de Euler e de Milstein. A equagao
diferencial de Black—Scholes—Merton nao depende das preferéncias de risco, pois o retorno
esperado i da acao desaparece de sua derivacao. Isso permite adotar o pressuposto de
que todos os investidores sao neutros ao risco (risk-neutral). Nesse cendario, o retorno
esperado de qualquer ativo é igual a taxa livre de risco r, pois nao é exigido prémio pelo
risco Hull (2016, p. 357). Consequentemente, o valor presente de um fluxo de caixa é
obtido descontando seu valor esperado a r, o que simplifica a analise e a precificacao de
derivativos.

Embora o modelo de Black—Scholes oferega uma solucao analitica para o prego de
opgoes europeias, neste trabalho empregamos simulagoes Monte Carlo para demonstrar

sua eficacia. A evolugao do ativo é dada por Hull (2016, p. 508):

X(t+ At) = X(t) exp [(u — L) At+oe \/E] , (6.1)

onde X (0) ¢é o valor inicial, i a taxa livre de risco, o a volatilidade e € ~ N(0,1). A partir

de X(0), é possivel simular a trajetoria do ativo ao longo do tempo, utilizando incrementos
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do movimento browniano padrao B; em intervalos At, representados como AB; = e/ At.
Assim, cada passo de tempo incorpora a componente aleatéria necesséria para a simulagao

Monte Carlo, permitindo gerar diferentes cenarios para o preco do ativo.

Trajetérias simuladas do ativo

65

62.76

60 1

55 4 Mf”._ N

A1, -.‘l’p‘. 2

:‘ﬁ.‘ &‘.ﬁ- Wn‘. e’

50 Mkl

Preco do Ativo (R$)

a5 4

40 1

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
Tempo (anos)

Figura 1 — Simulagoes de 10 trajetorias do movimento Browniano geométrico, com os parametros:
preco inicial Xg =50, 0 = 0.4 e = 0.1.

6.1.1 Metodologia do Método de Monte Carlo

Para aplicar o método de Monte Carlo a precificacao da opgao, geramos diversas
trajetorias do preco do ativo no tempo T, utilizando a equacao de precificacao sob a
medida neutra ao risco (6.1). Em cada trajetoria, calculamos o payoff da opgao europeia
de compra, dado por max(X(7T) — X, 0), na data de vencimento. Em seguida, obtemos
a média dos payoffs simulados e a descontamos ao valor presente utilizando a taxa de
juros r. A ideia central do método consiste em estimar o valor esperado de uma variavel
aleatoria por meio da média aritmética de uma sequéncia de realizagoes independentes
dessa variavel. A fundamentacao teérica apoia-se na Lei dos Grandes Numeros, cujo
enunciado pode ser consultado no Teorema 2.1.1 de Silva (2012). Quanto menor for o At
melhor serao as aproximagoes das trajetorias, e quanto maior o nimero de trajetorias,

melhor serao as estimativas da média da distribuicao.

6.1.2 Redugao de Variancia: Variaveis Antitéticas

A reducao da variancia é essencial no método de Monte Carlo, pois permite obter
intervalos de confianca mais estreitos e estimativas mais precisas. Uma técnica amplamente
utilizada é o uso de variaveis antitéticas, que Silva (2012) define como um par (X,Y) de

variaveis aleatorias com a mesma distribuicao, mas correlagao negativa. Nesse caso, valores
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altos de uma tendem a ser acompanhados de valores baixos da outra, e vice-versa. Para
entender a reducao da variancia por varidveis antitéticas, analisamos a variancia da média

aritmética de um par (X,Y’) antitético, dada por:

(Var(X) + Cov(X,Y))

Var (X il Y) _1 (Var(X) + Var(Y) 4+ 2Cov(X,Y)) = %

2 4

Como X e Y s@o negativamente correlacionados, temos que Cov(X,Y) < 0, o que resulta

e1n:

X+Y 1
Var( ; > < §Var(X)

Portanto, ao utilizar pares antitéticos, a variancia da média sera menor do que a
variancia de X ou Y individualmente. Além disso, %Var(X ) € a variancia da média entre
X e Y, quando elas forem independentes. Essa reducao de variancia é especialmente tutil

em simulacoes de precos de ativos, onde o valor do ativo X; é modelado pela equacao:

o? o?
X, = Xgexp ((/“L_?) t—l—aBt) = Xpexp <(,u— 7) t—i—axﬁz)

Nesse contexto, busca-se reduzir a variancia da fungao exp(z), onde z ~ N(0,1).

Como exp(x) é uma fungdo monétona crescente, segue que — exp(—x) também
apresenta monotonicidade crescente. Pelo Lema 2.2.1 de Silva (2012), que estabe-
lece que, se f e g sao funcoes mondtonas crescentes, entao, para qualquer variavel
aleatoria X, vale Cov(f(X),¢(X)) > 0. A partir disso, podemos deduzir a relagao
Cov(exp(z), —exp(—x)) > 0 e, consequentemente, Cov(exp(z),exp(—z)) < 0. Isso sig-
nifica que as fungoes exp(z) e exp(—z) sdo variaveis antitéticas. Em outras palavras,
podemos garantir que exp(—z) é a variavel antitética de exp(z), o que permite reduzir a

variancia ao utilizar essas duas variaveis em simulagoes de Monte Carlo.

6.1.3 Exemplo de aplicacao

Como no caso das opgoes europeias existe uma solugao analitica, é possivel verificar
diretamente o desempenho do método de estimacao por simulacao. Como exemplo,
considere uma op¢ao de compra com os seguintes parametros: Xy =50, K =45, 0 = 0.4,
r = 0.1. O prego tedrico da opgao, calculado pela formula de Black—Scholes (5.25), é de
R$ 6.248. Na simulacao, adotou-se T' = 30/252, que corresponde ao tamanho do passo
At nas equagoes (4.12) e (4.14). Considerando um ano com 252 dias uteis, a escolha do
nimero de passos seguiu os mesmos parametros, variando apenas o ntimero de passos,
como ilustrado na Tabela 1. Observa-se que, & medida que o numero de passos aumenta, a

aproximagcao do prego teorico melhora. Um ntmero de 1000 passos é considerado adequado,
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pois proporciona boa precisao com custo computacional razoavel, evitando tempos de

calculo excessivos com valores maiores.

Tabela 1 — Pregos estimados da op¢ao (em R$) por diferentes métodos e nimeros de passos.
Preco tedrico R 6.248. Simulagoes realizadas com M = 100000 trajetorias.
Entre parénteses temos os erros padroes das estimativas do prego.

Meétodo Numero de Passos

10 100 1000
GBM 6.198 (0.019) | 6.227 (0.019) | 6.237 (0.019)
Euler 6.261 (0.019) | 6.262 (0.019) | 6.254 (0.019)
Milstein 6.264 (0.019) | 6.223 (0.019) | 6.235 (0.019)

Para estudar o efeito do namero de trajetorias, consideramos (100, 1000, 10000,
100000) trajetorias. O prego tedrico da opgao, pela formula de Black—Scholes, foi de
R$ 6.2476. O ativo foi modelado por uma equagao diferencial estocéastica (EDE), cuja
solucdo analitica é o movimento Browniano geométrico (MBG), expresso na equacdo (4).
As trajetorias sao simuladas e o método de Monte Carlo (MC) ¢ aplicado. A Tabela 2
apresenta os resultados baseados em diferentes nimero de trajetorias. Sao apresentados os
resultados quando as trajetorias foram geradas pelos métodos Euler-Maruyama e Milstein.
Adicionalmente, as varidveis antitéticas utilizadas foram as utilizadas em Silva (2012, se¢ao
2.2.1). Para se ter uma ideia das incertezas nas amostras dadas pelas trajetorias, em
MC (MBG) consideramos amostras da distribui¢ao verdadeira no final do periodo dada
pela equagao (5.1). Em MC (Antitético) sao dadas as mesmas estimativas dadas em MC
(MBG) quando sao utilizadas variaveis antitéticas.

A analise dos resultados indica que: i) Em todos os casos as diferengas entre os
valores estimados sdo menores do que dois erros padroes; ii) os erros padroes dos métodos
de Euler-Maruayama e Milstein sao proximos dos desvios padroes das estimativas MC
(MBG); iii) o método de redugao de variancia, que utiliza varidveis antitéticas reduz
bastante o erro padrao; e iv) o método de Milstein teve desempenho ligeiramente superior

ao de Euler-Maruyama.

Tabela 2 — Pregos estimados da opc¢ao (em R$) por diferentes métodos e ntumeros de
trajetorias. Prego teorico: R$ 6.248. Entre parénteses temos os erros padroes
das estimativas do preco estimado.

Meétodo Numero de Trajetorias

100 1000 10000 100000
MC (MBG) 6.441 (0.615) | 6.395 (0.190) | 6.210 (0.060) | 6.241 (0.019)
MC (Antitético) 6.310 (0.171) | 6.259 (0.060) | 6.287 (0.019) | 6.248 (0.006)
MC (Euler-Maruyama) | 6.539 (0.563) | 6.084 (0.192) | 6.134 (0.059) | 6.274 (0.019)
MC (Milstein) 6.046 (0.533) | 6.053 (0.186) | 6.287 (0.059) | 6.259 (0.019)
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6.2 Opgoes americanas
6.2.1 Algoritmo de Longstaff e Schwartz

O algoritmo proposto por Longstaff e Schwartz Longstaff e Schwartz (2001) apre-
senta uma abordagem eficiente e relativamente simples para a precificacao de opgoes
americanas. A principal inovacao desse método esta na aplicacao de uma regressao por mi-
nimos quadrados para estimar o valor esperado condicional do payoff futuro, considerando
que o titular da opg¢ao faca a escolha racional de manté-la ativa. Essa caracteristica torna
o algoritmo particularmente 1til em contextos onde o valor da opcao depende do histérico
do ativo subjacente, como ocorre com as opcoes americanas. O método é implementado de
forma retroativa, utilizando simulagoes de Monte Carlo para gerar os caminhos dos precos
do ativo e, em seguida, aplicando regressoes para aproximar o valor de continuagao ao
longo do tempo. Os passos do método, conforme descrito em Silva (2012), consideram que
(X f, X jj) sao os precos do ativo no caminho j no instante 4, Zij é o valor intrinseco, 7;

a taxa de juros entre os tempos ¢t e+ 1, e Uij representa o preco da opgao.

Gere os caminhos (Xf, o ,X]jg) para j = 1,..., N e defina uma base de fungoes
e=(e',...,em). Para cada j = 1,..., N, defina o valor da op¢ao no vencimento como
Ul, = ZJJQ. Em seguida, parai = N—1,...,1, obtenha o vetor a*(i) resolvendo o problema

de regressio linear da equacio (3.2.1) de Silva (2012), calcule E(Zi 1 | X7) = (a*(i),e) e
defina

i Zi se Z; > E(Ziy1 | X)),

1

exp(—r;) U}, ;, caso contrario.

Por fim, o valor estimado da opc¢ao é dado por U= % Zﬁvzl U{.

6.2.2 Exemplo de aplicagao

Com base em Silva (2012), apresentamos os resultados do método de Longstafi-
Schwartz (LSM) para a precificagdo de opgdes americanas de compra, conforme proposto
originalmente em Longstaff e Schwartz (2001). As simulagoes foram realizadas para a
mesma, opgao ilustrada em Silva (2012, se¢do 3.2.3), isto ¢, com pregos iniciais X, =
28, 30, 32, taxa de juros de 5% ao ano, vencimento em 1 ano, preco de exercicio de 30 e
volatilidades de 10%, 20% e 40%. Assim como em Silva (2012), foram utilizadas 100.000
trajetorias em cada simulacao de Monte Carlo, com 50 datas de exercicio e para a base
de funcgoes, utilizou-se a de Laguerre, pois sao as mesmas empregadas pelos criadores do
método, com dimensao da base igual a 4.

Foi realizado o mesmo experimento de Silva (2012, se¢ao 3.2.3) para sele¢ao das
funcoes base. Para tanto, é utilizado o fato de que o preco de uma opg¢ao americana sem
pagamento de dividendos coincide com o de sua correspondente europeia, que como vimos,

tem soluc¢ao analitica. Comparando os pregos estimados pelo (LSM), constatamos que
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a dimensao 4 das funcoes de Laguerre foi suficiente para uma boa aproximacao. Como
forma de verificagao dos resultados obtidos pelo algoritmo implementado, foram utilizados
como referéncia os valores apresentados na Tabela 3.3 da dissertacao de Silva (2012),
tanto para o método de Longstaff-Schwartz (LSM) quanto para o método binomial, ambos
empregados na precificacao de opgoes na referida obra.

Os resultados deste projeto foram comparados com os de Silva (2012, segao 3.2.3),
que utilizou os métodos LSM e binomial para precificacao de opgoes. Os valores obtidos
foram proximos, como mostrado na Tabela 3, evidenciando a confiabilidade dos algoritmos
implementados. Os valores obtidos pelo método binomial servem como referéncia, e
observa-se que, em alguns casos, os resultados apresentados por Silva (2012, segao 3.2.3)

sao superiores aos encontrados na nossa implementacao e, em outros, inferiores.

Tabela 3 — Precos estimados de opgoes americanas pelo método de Longstaff-Schwartz com
100.000 trajetorias, para diferentes volatilidades (o) e valores iniciais (Xj). Na
coluna LSMP, estao os valores simulados; nas colunas Silva (LSM) e Binomial,
os valores apresentados em Silva (2012).

o X0:30 X():QS X0:32

LSMP | Silva | Binomial | LSMP | Silva | Binomial | LSMP | Silva | Binomial
0.1 0.724 0.725 0.731 1.994 1.989 2.005 0.221 0.209 0.223
0.2 1.828 1.827 1.827 2.807 2.816 2.815 1.147 1.136 1.145
0.4 4.084 4.100 4.100 4.952 4.961 4.962 3.367 3.363 3.379

7 Conclusoes

O projeto forneceu uma base sélida nos fundamentos teéricos e computacionais
da modelagem estocéstica de pregos de ativos financeiros, abordando a aplicagao do
Lema de It6 para a solu¢do analitica da EDE (movimento browniano geométrico) e
métodos numeéricos de discretizagao, como Euler-Maruyama e Milstein, para a simulagao
de processos de difusao.

Na precificacao, utilizou-se o método de Monte Carlo para estimar o valor de opgoes
europeias, validado pela formula de Black—Scholes. O uso de variéveis antitéticas foi eficaz
na reducao da variancia, melhorando a precisao das estimativas. Para opc¢oes americanas,
foi utilizado o método de Longstaff-Schwartz, que combina simulacoes de Monte Carlo
com regressoes por quadrados minimos para estimar o exercicio 6timo.

O projeto também contribuiu para o desenvolvimento da intui¢ao financeira e da
autonomia computacional. Como continuidade, propoem-se expandir o estudo para opgoes

exoticas e aprofundar o controle estocastico, com foco em alocagao 6tima de portfolio.
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