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Resumo

O objetivo final do projeto Truzzi [2023a] durante a vigéncia da bolsa PIBIC
foi de estudar um Método Variacional para resolucao de um Problema de Valor de Con-
torno nao-linear especifico, no qual utilizou-se do Teorema do Passo da Montanha (TPM)
para condicionar a existéncia de pontos criticos para um funcional que era associado ao
problema.

A fim de compreender o Método Variacional supracitado, estudou-se o Célculo
Variacional e algumas de suas aplicagoes, tal como o problema da Braquistécrona.

Neste trabalho, objetivou-se introduzir o leitor a teoria do Calculo de Variagoes
e resolver o problema da Braquistécrona de duas maneiras: de forma analitica, usando
a equacao de Euler-Lagrange, e de forma numérica, na linguagem de programacao Julia.
Finalmente, foi apresentada a teoria de Métodos Variacionais e a aplicacao do método

que usa o Teorema do Passo da Montanha a um PVC.



Abstract

The main objective of the project Truzzi [2023a], developed under the PIBIC
scholarship program, was to study a Variational Method for solving a specific nonlinear
Boundary Value Problem (BVP), where the Mountain Pass Theorem (MPT) was used to
ensure the existence of critical points for a functional associated with the problem.

In order to understand the aforementioned Variational Method, the Calculus of
Variations and some of its applications were studied, such as the Brachistochrone problem.

This work aims to introduce the reader to the theory of the Calculus of Va-
riations and to solve the Brachistochrone problem in two ways: analytically, using the
Euler-Lagrange equation, and numerically, using the Julia programming language. Fi-
nally, the theory of Variational Methods and the application of the method that employs

the Mountain Pass Theorem to a BVP were presented.
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1 Introducao

O célculo variacional é a area da matematica que trata de problemas de oti-
mizagao (problemas de maximo ou minimo) em espagos de fungoes. E uma generalizacao
da otimizacao do Calculo Diferencial, uma vez que trata de fungdes cujo dominio é cons-
tituido por um conjunto de curvas admissiveis (baseado em Flores [2011] e Costa [2018]).

No século XVII, vérios problemas de otimizagao foram apresentados por ma-
tematicos da época, como o que foi tratado neste trabalho: A Braquistécrona - curva que
liga dois pontos, sob for¢a gravitacional constante e sem considerar influéncias externas,
no menor tempo possivel. Esses problemas nao eram possiveis de serem solucionados pelo
Célculo Elementar. Nesse contexto surgiu o Célculo Variacional, cujos inventores foram
Jackes (1654-1705) e Jean Bernoulli (1667-1748) e contou com avangos de L. Euler (1701-
1783) e J. L. Lagrange (1736-1813). Estes dois tltimos criaram a importante equagao que
determina os pontos criticos de funcionais - A Equacao de Euler-Lagrange.

Em meados do século XIX, através de Dirichlet e Riemann, houve a tentativa
de desenvolver um método capaz de solucionar equagoes diferenciais mais robustas, como
o problema de Dirichlet para a equagao de Laplace, com conceitos do Célculo de Variagoes
(vide em de Figueiredo [1988]).

Apds muitos avancos no desenvolvimento das areas de Otimizacao, Analise
Funcional e Topologia, na metade do século XX Ambrosetti e Rabinowitz desenvolveram
o teorema mais importante deste trabalho: o Teorema do Passo da Montanha (TPM), tal
que garante a existéncia de ponto critico do tipo minmax para um funcional diferenciavel
definido no Espago de Banach, satisfazendo algumas condigoes, como a condicao de Palais-

Smale. O Problema de Valor de Contorno (PVC) néao linear:

—p()u"(t) — p'(t)u'(t) + q()u(t) = f(t,u) em (a,b)

u(a) =u(b) =0 .

pode ser estudado por meio de uma abordagem variacional. Neste trabalho, investigamos
a aplicagao do Teorema do Passo da Montanha & equacgao (1), utilizando-o como método

para demonstrar a existéncia de solugoes sob hipdteses adequadas.



2 Calculo Variacional

Inicialmente, serao apresentados conceitos fundamentais do Calculo Variacio-
nal. O conteido desta sec@o provém de Truzzi [2023b].

Definig¢ao 2.1: Seja v uma classe de fungoes y(x). Se toda fun¢do y(z) € v se
corresponde sequndo uma regra a um determinado niumero real ®, dizemos que na classe

v esta definido um functonal ® e escrevemos

® = Ply(z)] (2)

Podemos dizer que um funcional é "uma funcao de uma funcao”, pois ¢ é
funcao de y, que por sua vez é fungao de x.

Essencialmente, os problemas variacionais tratados serao da forma:

¢

Minimizar ®[y(z)] = / L(z,y(z),y (z)) dx
sujeito a: (3)

y € Yaa = {y € C'[a, 0] | y(a) = ya, y(b) = s}

tal que Y,4 € o conjunto das funcoes admissiveis: funcoes continuas, com primeira derivada
continua e com condigoes de contorno definidas em [a, b] (baseado em Leitao [2001]).

O incremento de um funcional ® é denotado por A®, dado por

A® = Ad[y(z)] = Ply(z) + dy] — Ply(z)] (4)

tal que dy(z) = y(x) — g(x), dy(z) é dito variacao da fungao y(z), y(x) representa o
caminho variado da funcao real y(x) e a variacdo da fungao nos extremos do intervalo é

nula, isto é, dy(z1) = dy(x2) = 0, como indicado na figura abaixo:
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Figura 1: Variagdo de uma fungao, retirado de Costa [2018] - pagina 16

Definicao 2.2. Se o incremento do funcional A® puder ser escrito na forma:

A® = Lly(x), 0y] + B(y(x), oy)l|oy, (5)

onde L[y(x), dy] é um funcional linear com respeito a dy e S(y(x), dy) tende a zero quando
|0y|| — 0, entao L[y(z),dy] é chamado de variagdo do funcional ®, representado por

0.

Neste caso, dizemos que ®[y(z)] é diferenciavel no ponto y(z).
Definicao 2.3: Um funcional ® com dominio v tem um extremo relativo em
y* se existe um € > 0 tal que, para todas as fungoes y € v que satisfacam || y — y* [|< e,

o incremento de ® tem o mesmo sinal.
o Se AD = d(y) — P(y*) > 0, y € um minimo relativo.
o Se AD = d(y) — O(y*) <0, y € um mazimo relativo.

Caso a desigualdade seja satisfeita para todo € > 0, entao ®(y*) é um minimo ou mdzimo
absoluto. Seguem o Lema de du Bois-Reymond e uma propriedade do operador
variacional (9), que serao fundamentais para dedugao da Equagao de Euler-Lagrange na
secao 2.2.

Lema 2.1: Seja f € Cla,b] — R tal que para todo v € C'[a,b] com v(a) =
v(b) = 0 tenhamos

/abf(x)v(x)dx =0

. Entao f =0 em [a,].



Propriedade 2.1: O operador variacional  é comutativo com o operador

diferencial e com o operador integral, isto é:
L 0(y(x) = £ 0y ()

2. 6 ([y(z)dz) = [ oy(z)dx

2.1 Teorema Fundamental do Calculo Variacional (TFCV)

Teorema 2.1: Seja y uma funcio em v e ®(y) um funcional diferencidvel
em y. Suponha que todas as funcoes em v nao sejam limitadas. Se y* € um extremo, a
varia¢ao de ® deve se anular em y*, isto €, ®(y,dy) = 0 para todo oy admissivel.

O TFCV é de suma importancia para o calculo variacional, pois condiciona
encontrar extremos de funcionais.

A prova do teorema é feita por contradicao. Supomos que y* é um extremo
com 0P (y*, dy) # 0 e verificamos que 0P(y*, dy) troca de sinal numa vizinhanga de y*.
Pela definigao (3.2), y* nao serd um extremo.

Logo, se y* é um extremo, entao d®(y,dy) = 0 para todo dy admissivel, e o

teorema € provado.

2.2 A equacao de Euler Lagrange

A equacao de Euler-Lagrange é fundamental para resolver problemas do calculo
variacional, pois é possivel encontrar extremos de funcionais de problemas como (3)
através de sua aplicacao.

A seguir, a demonstracao da Equacao de Euler-Lagrange.

Ao considerar o funcional

Dly(x)] = / F(r,y,y)dz (6)

tal que y(x) € Y,q, pode-se determinar o incremento do funcional (6) através da equagao
(4) por:
b
A®[y(z)] = / Fz,y +0y,y' +6y') — F(z,y.y)dx (7)



Usando o polinémio de Taylor de primeira ordem para 2 varidveis (y e ') na
fungao F(z,y,v'), além do fato que ® ¢ diferencidvel em C'[a,b], pode-se expressar a

variacao do funcional §® por:

b (OF OF _,
(5@ = /a (8—y5y + 8—y/5y) dx (8)

Agora, suponha que temos o problema identificado em (3).
Pode-se manipular a expressdao em (8) de modo a obter, pela comutatividade
do operador variacional (0) com o operador diferencial (propriedade 2.1):
b OF "OF d

o = - -
5 dyda+ | oo

5 (3y)ds )

Integrando por partes o segundo termo de (9), obtém-se:

bOF d oF 1" [t d (OF
i a_y/%<5y)dx = [a—yéy]a —/a % <8—y/5y) d(L’ (10)
b
Por [g—;@} = 0, tem-se, na substitui¢do de (10) em (8):
"[OF d OF
0b = /a [a—y — %a—y,} (5yd$ (11)

Como se anseia minimizar (ou maximizar, a depender do problema) o funcional

®, aplica-se o Teorema Fundamental do Calculo Variacional em (11)

b
oF d oF
00 = — — —— | dydx = 12
O:A{ay dw@y’} e =0 12
Como a variagdo da funcdo (dy) se anula em a e em b, chamando g(x) = %—5 - %g—; e

h(z) = dy e aplicando o Lema de du Bois-Reymond (Lema 2.1), tem-se, finalmente:

oL d (0L
———|=— | =0. (13)
Oy dx \ oy

A equagao em (13) é conhecida como a equagao de Euler-Lagrange associada ao funcional

(6), e a fungao F(z,y,y") = L(z,y,y’) é chamada de fun¢ao Lagrangeana.
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A segunda forma da equagao de Euler-Lagrange: Se a func¢do Lagran-

giana independe de x explicitamente, entao a equacao de Euler-Lagrange se reduz a

,OL(y,y')

o = ¢ (= constante). (14)

Ly, y") —vy

3 Problema Variacional - A Braquistocrona

O problema da braquistécrona se resume em encontrar a curva que liga um
ponto até outro ponto, e que ao colocar uma particula maci¢a (massa m) em tal curva com
comprimento S, sem influéncias extrenas, sendo o ponto inicial (ponto A) da trajetéria
da particula na curva acima do ponto final (ponto B), sob forga gravitacional constante,
ela percorra o caminho entre estes pontos no menor tempo possivel. A terminologia do
nome braquistocrona vem do grego: ”brakhisto”: menor, ”chronos”: tempo.

Johann Bernoulli propos este problema em Junho de 1696, que foi publicado na
Acta Eruditorun de Leipzig. Ele desafiou os cientistas da época a chegarem no resultado
do problema em 6 meses. Ao todo, foram apresentadas 4 solucoes para o problema: pelo
préprio Johann, por seu irmao (Jacob Bernoulli), Newton e por Leibniz. Entretanto,
nao foram encontradas no prazo estipulado, este que foi prolongado a pedido de Leibniz
(retirado de Tagliolatto [2015]).

Abaixo, tem-se uma ilustracao da cicléide, tal qual se uma bola percorrer uma

linha em forma de cicléide, seu percurso resultara na curva braquistécrona.

11



Figura 2: A cicloide

3.1 Solucao Analitica - Braquistécrona

Como nao hé influéncias externas, a particula sofre acao apenas da forga peso

(F) durante o trajeto.

Sendo a forca F' conservativa, entao F' equivale a menos o gradiente da energia

potencial (ﬁU) Logo,

= - au B v

F=mgy=-VU=—=>mg=—— — / dU = / —mgdy (15)
dy A 0

Integrando (15), tem-se que U(B) — U(A) = AU = —mgy.

Pela conservacao de energia mecanica, tal que T' é a energia cinética e v a

velocidade da particula:

1 ds ds
AU+ AT =0 = — =0 = v=— = /20y = dt = 1
U+ 0 mgy + 5 MY 0 v= gy CT (16)

Finalmente, pode-se definir o tempo total que a particula leva para completar

12



a trajetéria por:

foe [ A [ e e [

Como objetiva-se minimizar o tempo (7"), entao definimos a fungao Lagrange-

ana por

1 /2 @ )
L(z,y,y') = \/ Y e o funcional associado a ela por ®(y) = / Ty dr.
4 0 Y

Portanto, o problema se resume em:

. . _ x 1+ /2
Minimizar ®[y(z)] = [, —d
sujeito a (18)

Yy e {01[07x1]|y(0) - an(zl) = ?/1}

E possivel observar que L independe da variavel x explicitamente. Pode-se, entao, aplicar

a segunda forma da equagao de Euler-Lagrange (equagao (2.2)) para encontrar os extremos

de o:
1_|_y/2 /8 1+y/2
y oy y

. /1+y/2 y/2 <1+y/2) y/2 1 B
VY Vl+y?)  ivi+y? i/ 1+y7

1 1
— y(1+y’2)zz = y(1+y/2):g201

c—1

Fazendo a mudanca de varidvel % =1y =cotg(t) =y = Treolg?(1)

consegue-
se obter, através de relagoes trigonométricas e alguns passos de manipulagao algébrica, a
solugao

y = cisen®(t) = 62—1(1 — cos(2t)) (19)

Note ainda que dy = c;sen(2t)dt = 2c1sen(t)cos(t)dt, e que portanto, obtém-se

13



a diferencial de = por:

) = dy e r = dy _ 2cysen(t)cos(t) gt — 2¢ysen(t)cos(t) gt
dx y' cotg(t) 005((?)

= 2c18en?(t)dt = c1(1 — cos(2t))dt (20)

Integrando (20), a fim de obter a equacao em x:

z(t) = /(1—003(2t))dt =0 {t — %sen(Zt)} +ey = 2(t) = % [2t — sen(2t)]+co (21)

De 19 e 21 as equacoes paramétricas da curva sao:

(t) = & [2t — sen(2t)] + ¢ Mudancgas de variaveis
c1 —

y(t) = (1 — cos(20))
(22) 4=

(23)
Partiu-se da origem x(0) = 0, implica que ¢ = 0. Aplica-se as mudangas de varidveis

x(0) = r(0 — sen(0))
y(0) = r(1 — cos(0))

2t — 0 —

adequadas em (22) para obter as equagoes (23), estas que representam uma cicléide de
raio r e angulo 6, vide em Figura 3.

3.2 Solugao Numérica - Braquistocrona

O algoritmo a seguir foi implementado em Julia, utilizando as bibliotecas Roots
e Plots. O c6digo estd na ultima subsecao desta se¢ao (Listing 1).

A ideia foi comparar o tempo que uma particula leva para percorrer a Bra-
quistécrona com o tempo que esta mesma leva para percorrer uma reta, partindo da

origem do sistema cartesiano de coordenadas até um ponto final em comum.

Como partiu-se da origem (na verdade, do ponto (1079, 0) para evitar a divisao

por 0 na equagao 24), entao o angulo inicial de abertura da cicloide é zero. Para calcular o

angulo total de abertura, consideramos a posicao final da particula (zf,ys) nas equagoes
paramétricas 23, como segue:

xr(0y) _1- cos by

1 —costy x¢(0f)
= f(0) = = 24
yr(0y) 0 —sint; 0= O yr(05) (24

14



Ou seja, basta encontrar o zero da funcao f. Para encontra-lo, utilizou-se a funcao
find_zero(f, valor/intervalo) de Roots, em Julia, tal que procura o zero de uma fungao f
dado um intervalo ou um valor inicial de busca.

Embora limitar o intervalo tenha mais garantia de sucesso na busca, especi-
almente quando y; >> zy, utiliza do método da bisecgdo (padrao) para encontrar os
zeros da funcao. Isto significa que devem existir pelo menos dois pontos a,b tal que
f(a).f(b) < 0. Ja& quando se passa um valor inicial de busca como argumento, o método
utilizado é o Método da Secante de Ordem 0 (padrao), que é mais réapido e robusto, mas
se nao convergir rapidamente para a solugao, recua para a bissec¢ao classica, porém com
auséncia de intervalo limitado (retirado de Sarnoff and contributors [2025]).

O intervalo [107%, 7] foi utilizado no argumento de find_zero do algoritmo.
Porém, para cumprir a restricao, é necessario que existam pelo menos 1 valor negativo e
1 valor positivo de f no intervalo considerado.

Entretanto, note que

£(107%) & 3,000.10° — YL
Ty

F(r) ~ 0,637 — 2

Ty
Logo, se z—fc < 0,637 ou z—; > 3,000.10°%, entao sé existirdo valores positivos ou
negativos, respectivamente para cada caso, pois a funcao f é mondtona decrescente em
(0, 7).

Por isso, aplicou-se a seguinte verificacao:
e Se y; < xy, entdo usa-se o intervalo [107%, ] como argumento da funcao find_zero;
e Senao, parte-se do ponto 2 com o Método da Secante.

O caso Z—J; > 3,000.10° nao foi considerado, pois nao se trabalhou com valores muito
grandes de z e y.

Prossegue-se calculando o raio da cicloide pela substituicao de z ¢, 0 na equacgao
paramétrica de x, e divide-se os angulos em num_iter +1 subintervalos iguais, a fim de
avaliar cada par (z,y) pelas paramétricas, e posteriormente plotar num grafico que os

ligara por retas.
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Calcula-se o tempo aproximado para completar a trajetéria de duas formas: a
primeira, considerando o algoritmo iterativo acima, consiste em aproximar o tempo total
percorrido pela particula somando os tempos em pequenos trechos da curva. Para isso,
calcula-se a distancia ds entre dois pontos consecutivos da trajetéria e a velocidade média
aproximada entre eles, assumindo conservagao da energia mecanica. O tempo em cada
trecho é estimado por dt = %, e a soma desses valores fornece uma estimativa do tempo
total de descida.

A segunda forma utiliza a férmula analitica do tempo de descida na cicloide,

dada por:

T=,]=6 (25)

Py

onde R ¢ o raio da cicloide calculado anteriormente e 6y ¢ o angulo total da curva.
Esta expressao deriva diretamente da solucao do problema da braquistocrona via calculo
variacional, sendo exata sob as hipdteses ideais (auséncia de atrito, particula pontual e
aceleragao gravitacional constante). Uma vez que foram realizadas muitas iteragoes (10°)
para cada teste, o tempo aproximado por retas ficou muito proximo do tempo pela férmula
analitica (erro na ordem de 107° aproximadamente).

Foram realizados 3 testes: com xy < yf, x5 = yy € x5 > Yy, com num_iter =
100000 em todos. Os valores de tempo obtidos para cada teste seguem tabelados e as

trajetérias graficadas:

Teste | xf | Yf | Torag(s) | Treta(s) %TZ -1
1 5 | 10 | 1.552 1.596 2.88%
2 10 | 10 | 1.843 2.019 9.55%
3 20 | 10 | 2.547 3.193 25.33%
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0.0 b
Tempo cicloide: 1.552 s gicloide
Tempo reta: 1.596 s eta
Tempo extra: 2.88%
_2|5 -
-5.0
_7_5 =
—-10.0 | L 4 1 | .
0 1 2 3 4 5
Figura 3: Teste 1 - Braquistocrona e Reta
oo}
Tempo cicloide: 1.843 s Eicloide
Tempo reta: 2.019 s eta
Tempo extra: 9.55%
_2.5 L
_50 -
_7.5 -
-10.0 | | . . | |
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Figura 4: Teste 2 - Braquistocrona e Reta
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1

0.0
Tempo cicloide: 2.547 s giclaide
Tempo reta: 3.193 s eta
Tempo extra: 25.33%
—2.5 F
-5.0
,?5 L
-10.0 |

Figura 5: Teste 3 -Braquistécrona e Reta

Observacao: O eixo y estd invertido no gréfico, considerando a forca gravi-

tacional atuando de cima para baixo.

3.3 Discussao dos Resultados - Braquistocrona

Conforme o esperado, os resultados apresentados na Tabela relatam que o
tempo de descida ao longo da cicloide é menor do que o tempo correspondente ao percurso
pela reta que conecta os mesmos pontos iniciais e finais, especialmente conforme a razao
z—’; aumenta, devido ao incremento da curvatura da cicloide.

Além disso, a comparacao entre os dois métodos utilizados para calcular o
tempo da cicloide — o método iterativo, baseado na soma dos tempos aproximados em
pequenos segmentos da curva, e a férmula analitica (25) — mostrou resultados muito
proximos, o que indica que a discretizacao adotada ¢ adequada para a representacao

numérica da trajetéria. Essa aproximagcao confirma a robustez do método numérico em-

pregado.

3.4 (Cbdigo - Braquistocrona

Listing 1: Algoritmo em Julia para comparagao entre cicloide e reta

const gravidade = 9.81

18
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using Roots, Plots

function Cicloide(xf, yf, max_iter)
£f(0) = (1 - cos(0))/(0 - sin(8)) - yf/xf
if xf < yf
0f = find_zero(f,(le-6, \pi))
else

0f

find_zero(f, 2)

R = xf/(0f - sin(6f))
= range (0, 0f, length = max_iter + 1)
x =R .*x(f .- sin.(0))
y = -R .x(1 .- cos.(6))
return x,y,R,0f

end

function Reta(xf, yf)
return [0, xf], [0, -yf]

end

function Tempo_aproximado(x, y)
T = 0.0

for i in 1:length(x)-1

dx = x[i+1] - x[i]

dy = yl[i+1] - y[i]

ds = sqrt(dx~2 + dy~2)

h = (y[i] + y[i+1]) / 2

v = sqrt(2 * gravidade * abs(h))

T 4= ds / v
end
return T

end
function Tempo_Cicloide(R, 6f)

return sqrt(R/gravidade)*0f

end
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39

40

41

42

43

44

46

47

48

49

50

51

53

54

55

56

57

58

60

61

function tempo_Reta(xf, yf)

L = sqrt(xf~2 + yf~2)

f = atan(abs(yf) / abs(xf))
a = gravidade * sin(#)

t = sqrt(2 *x L / a)

return t

end
xf = 20
yf = 10

max_iter = 100000
x_cicloide, y_cicloide, R, 0f = Cicloide(xf, yf, max_iter)
t_cicloide_aprox = Tempo_aproximado(x_cicloide,y_cicloide)

t_cicloide = Tempo_Cicloide(R, 6f)

x_reta, y_reta = Reta(xf, yf)

t_reta = tempo_Reta(xf,yf)

xf/yf

t_reta/t_cicloide - 1

plot(x_cicloide, y_cicloide, label="Cicloide",lw=2)

plot!(x_reta, y_reta, label="Reta",lw=2)

4 Outros Problemas Variacionais

Nesta secao serao apresentados outros dois problemas variacionais resolvidos

analiticamente: A Catendide (superficie minima de revolugao) e as Geodésicas no Plano.

4.1 A Catendide

O problema consiste em determinar a superficie minima de rotacao, ou seja, a
superficie que para um dado um volume apresenta a menor area superficial possivel.

Em 1740, Euler resolveu este problema (Costa [2018]). Sabe-se que a drea de
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uma superficie de revolucao é dada por

A=2n / @)V Y@l (26)

Desta forma, o funcional a ser minimizado é:

Oly(x)] = /x 2ry(z)\/1+ ¢/ (x)%dx (27)

x1

A Lagrangeana é dada por L(x,y,y’) = 2ny(z)y/1 + ¢/(x)2. Aplicando a equagao de E-L
para L(z,y,y') = 2my(z)\/1 +y'(2)?,

0
a—y(27Ty(fL’)\/ 1+ yl2) — d_ a— 27Ty\/ 1+ y/2

= 2m\/1 +y? — i(27T—yy/) =
dx /1 +y/2

dw (yy)V1+y? —yy' /1 +y”

1+y/2

— 21/ 1+ 92 — ]=0

y/2+yy /1_|_y/2 y yy

1+y/2

= 21/ 1+ y"? — 27| =0

1 +y”

Desenvolvendo a equacao e agrupando todos os termos comuns, obtém-se que a equag¢ao

de Euler-Lagrange associada ao problema sera:

27|

1 + y/2 y
R, (28)

(1+vy)

Multiplicando toda a equagao (28) por y’, pode-se escrevé-la como:

d y
27Td—< (29)

x \/1+y’2) N
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Portanto, o candidato a extremo para o problema sera:

yle)
VO .

~ . . , -~ d
Para resolver a equacao diferencial = (1, usar-se-4 a substituicao 5% = senh(s).

14y’ (96)2

Entao y(z) = C14/1 + senh(s) = Cicosh(s),

d d h
y'(x):—y—>dx— y  Cisenh(s)

- = d = Cys + Cs.
dx y'(z) senh(s) s R

A superficie buscada é formada pela revolucao de uma curva na forma paramétrica:
T = 018 + CQ
y = Cicosh(s),

LIZ'—CQ
Ch

y(x) = Cycosh( ). (31)

As superficies geradas pela curva (31) sdo os catendides. C; e Cy sdo constantes a serem

determinadas pelas condi¢oes de contorno.

Figura 6: Imagem de uma Catendide - retirada de Costa [2018]

4.2 As Geodésicas no Plano

O problema das Geodésicas no plano é determinar a familia de curvas de menor
comprimento que une dois pontos, sejam eles Py = (to,40) ¢ P = (t1,y1).

Para solucionar o problema variacional, é necessario parametrizar as curvas
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admissiveis no plano que unem estes dois pontos Py e P;.

Considere a seguinte parametrizacao:
y =y(t),z € [to, 1]

y(to) = yo; y(t1) = »

Pode-se encontrar o comprimento de uma curva no plano através da férmula:

/ ’ 1+ y(t) dt (32)

Define-se entao o funcional do problema como sendo

= /tl 1+ /() dt (33)

Assim, o problema variacional se torna:

Minimizar J(y) = [" \/1+y/(t)*dt
sujeito a (34)

y € {C'to, ta]|y(to) = vo, y(t1) = v1 }

Com a Lagrangeana associada L(t,y, /) ft /14 y/( dt Portanto, através da equacao

de Euler-Lagrange, para encontrar os extremos deste funcional, obtém-se

OL d oL d

oy dtoy - dt

y/
S A p—( 35
(1+y?)z &
Integrando a equagao (35)

—y =
gt ¢ (36)

onde C' é uma constante. Dai, 3 deve ser constante, ou seja, y(t) = At + B, onde A e B
sao constantes.
Logo, a familia de solugoes do problema variacional sao as retas admissiveis,

tais quais cumprem as condig¢oes de contorno y(to) = yo, y(t1) = v1.
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5 Métodos Variacionais

Nesta secao serao apresentados os principais teoremas, defini¢oes e resultados
estudados, que servirdo como base para solucionar o problema em (1). O conteiddo desta

segao foi baseado em Carvalho [2021] e Furtado [2004].

5.1 o-algebra e Espaco de Lebesgue

Definicao 4.1: O conjunto das partes de um certo conjunto X, denotado por

o(x), € o conjunto formado por todos os subconjuntos de X.

Definicao 4.2: A o-dlgebra de um conjunto X € um subconjunto A do con-

Junto o(x) tal que satisfaz as sequintes condigoes:
o ),X € A;
e Se F € A, entao E°¢ € A;

e Considerando uma sequéncia (E,) € A, entdo |, .y En € A.

Definicao 4.3:  Considere S a familia de intervalos abertos em R. A o-
algebra gerada por S, denotada por B, é denominada o-dlgebra de Borel, e seus ele-
mentos chamados de borelianos.

Definicao 4.4 - Medida de uma o-algebra:

Seja A uma o-dlgebra. Chama-se medida em A uma fungdo p: A — [0, +o0]

que satisfaz:
L (@) = 0;
2. Se (Ap)nen é uma sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos em A, entao:

400
p (U An> = u(Ay). (37)

neN

Exemplo de medida de o-algebra: Medida de Lebesgue:
Considere X = R e A = B o-algebra de Borel. Existe uma tnica medida
definida em B tal que p(a,b) = b — a para todo intervalo aberto (a,b). Essa medida é

chamada de medida de Lebesgue.
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Definicao 4.5: Uma funcao que assume valores reais € dita simples se ela
possui um numero finito de valores.

Um exemplo de fungao simples mensuravel é:
p=> a;Xg, (38)
j=1

tal que a; € R e Xp, é a fungao caracteristica de um conjunto F; em X. Entre todas
as representagoes possiveis de @, existe uma representagao padrao caracterizada pelo

fato de a; serem distintos e E; serem disjuntos e nao vazios, tal que X = U;L:1 E;.

Definicao 4.6 - A integral de Lebesgue da funcao mensuravel simples
padrao:

Seja B a o-dlgebra dos borelianos e p a medida de Lebesque em B. Se ¢ :
Q — R € uma funcdo mensurdvel simples padrao, entao a integral de Lebesque de ¢

sobre Q) ¢ definida por:

/Q pdp = a;u(Xeg,) (39)

j=1
Definicao 4.7 - Integral de Lebesgue de funcgoes positivas:
Se f pertence ao conjunto das funcgoes reais mensurdveis positivas M (X, X

), entdo extendemos a definicao da Integral de Lebesque de f para

/Q fdp = sup /Q pdp (40)

Onde o supremo extende-se a todas as fungoes simples ¢ definidas em M* (X, X).

Seja f(x) uma fungao que admite valores reais, e defina:

() = f(x) se f(z) =20 . () = 0 se f(x) >0
0 se f(z) <0 —f(x) se f(x) <0
Como f*(x), f~(z) € MT(X,X), entdo a extensao da definicao da Integral de

Lebesgue para fungoes reais é dada por:

/Q Fu = /Q Frdp— /Q Fdp (41)

Segue um teorema fundamental para a integracao em espagos de Lebesgue:
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Teorema 4.1: Toda funcao que € integrdvel a Riemann € também integrdvel
a Lebesgue e as duas integrais sao iguais.
No entanto, nem toda funcao integravel a Lebesgue é também integravel a

Riemann.

Definicao 4.8: Seja Q2 € B, Q C R. O espaco L ¢ definido por:
LP(Q) = {f : 0 — R mensurdvel : / |fIPdp < oo} : (42)
Q

Definicao 4.9: Seja 1 <= p < co. Definimos a norma de f, funcdo com

integral finita e que assume valores reais com respeito a p sobre X no espaco LP como:

Il ={ [ 17d}” (13)

5.2 Solugao Fraca

Definigao 4.10: Seja u € LP(2), em que Q C R € um intervalo e 1 < p < oo.

u € fracamente diferencidvel se existir v € LP(2) tal que

/ u'dp = — / vedp, Vo € Cy(9), (44)
Q Q

Chamamos v de derivada fraca de u, representada por v' = u.

Teorema 4.2: Teorema de existéncia e unicidade: Quando a derivada
fraca de uma funcgao existe, entdo ela € unica, com a exce¢do de conjuntos de Lebesque

de medida nula.
Considere 0 PVC em (1) de tal forma que a EDO da segunda ordem —p(t)u” (t)—
P () (t) + q(t)u(t) = f(t,u) esteja na forma autoadjunta:

— (p)u'(t)" + a(t)u(t) = f(t,u), em (a,b),
u(a) = u(b) =0,

(45)

em que u(t) € C?*[a,b], f € Cla,b], 0 < p(t) € Cta,b] e 0 < q(t) € C°a,b].
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Multiplicando (45) por v(t) € C}[a,b] e integrando, temos:
b
/( ) —(p() (' (1)) v(t)d(ay) +/ g()u(t)o(t)dap = - [ uw)o)dp— (46)

Integrando por partes o primeiro termo de (46) e usando v(a) = v(b) = 0, obtemos a

seguinte equagao integral:

/( PO @+ / (U Odu= [ o0 e Cllat] (@7

(a,b) (a,b

Definigao 4.11 - Solugao Fraca: Dizemos que u € Cgla,b] é uma solugio fraca da
EDO em (45) se satisfaz (47).
Estamos procurando uma solugao u(t) € C?[a,b] que satisfaga a relacio em

(13). Esta funcéo u sera chamada de solu¢do cldssica caso isto acontega.

5.3 Espacos de Banach e Sobolev

Definicao 4.12:  Seja E um espago vetorial com norma ||.||g. Uma sequéncia
(x,) C E é chamada de sequéncia de Cauchy quando, Ve > 0,3In, € N : m,n > ng =

l|zm — xnl|p < €.

Definicao 4.13 - Espaco de Banach: Denomina-se Espaco de Banach
todo espaco vetorial normado completo. Um espaco vetorial normado é completo se toda

sequéncia de Cauchy é convergente.

Definigao 4.14 - Espago de Sobolev: Sejam 2 = (a,b) N R um intervalo

aberto e p € R, tal que 1 < p < oo. Considere a defini¢ao:

WP (Q) = {u € LP(Q);3g € LP(Q?) tal que /ugp’d,u =— / gpdu,
Q Q

Yo € C&(a, b)} )

Este espago (W1P(Q)) é chamado de espago de Sobolev. Para cada u €
Wl,p(Q); 9= u'.

O espaco de Sobolev é um exemplo de Espaco de Banach e serda fundamental
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para procurar solucoes de algumas EDQO’s.

A norma no espaco de Sobolev é dada por:

S =

lullwre = ([0 +[lull7s) (48)

No caso em que p = 2, temos que WH2(Q) = H'(2), onde H'(Q2) é o Espago de Hilbert.
Lema 4.2: Seja Q um intervalo aberto limitado. Toda fungao H(2) é uma
fungdo continua, isto é, uma fun¢ao em C°. Mais do que isso,
HY(Q) — C°(Q)
e isso significa que eziste uma constante A > 0 tal que ||ul|co < Allul|gr, onde ||ul|co =
sup,eqlu(z)].

Lema 4.3: Seja T € L(E,R) um funcional linear continuo. Entao, Yu € E,
T(w)| < |7 gellullz

onde Ex representa o espaco dual de E.

5.4 Funcional associado ao problema

Deve-se associar a equacgao diferencial original a um funcional apropriado.
Deste modo, pode-se reduzir o problema de encontrar a solu¢ao do PVC (45) a encontrar
pontos criticos para o funcional associado.

Considere o seguinte funcional, onde p = p(t),u = u(t), f = f(t,u) sdo as

fungoes do PVC:

1 1
o) =5 [ plPdury [ atdu- [ P (49)
(a,b) (a,b) (a,b)

tal que

F(t,u) = /Ou f(t,s)ds

A fim de encontrar os pontos criticos do funcional ®, denotar-se-a por ®’(up)v a derivada
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do funcional ® na direcao de v, dada pela seguinte expressao:

D (ug + sv) — P(up)

/ 1
D' (ug)v = £1_r)r(1) . (50)
Tomando ¢(u) da expressao em (6), temos:
1
P(ug + sv) = 5 / [p(ug + sv')* + q(ug + 5v)* — 2F (t,u + sv)| dp (51)
(a,b)
D(ug) = / [p(ug)? + qui — 2F (t, ug)] dp (52)
(a,b)
Calculando a derivada direcional, tal que (53) e (54) estdo na mesma equagao:
lim D (ug + sv) — P(up) 1 lim [p(2ujsv’ + s%0'?) + q(2ugsv + s%0?)] w5
5—0 S 2 s—0 (a,b) S
EF(t — F(t
_hm [ ( 7u0+8v) ( ’U/O)]d/l/ (54)
s—0 (a,b) S
Do termo a direita em (53), temos que
lim [p(ui)v’ — 2(0)2) + qlugv + fv?)} dp = / pugv'dp + / quovdpe  (55)
520 J(a,) 2 2 (a:) (a:b)
E da parcela da equagao em (54),
d
d—F(t, U+ sv) dp = f(t, u)vdpu. (56)
(a,b) LAS s=0 (a,b)

A operagao (55)-(56) resulta na expressao da primeira varia¢io do funcional ®, andloga

a derivada direcional do Calculo elementar, tal qual é dada por:

®u)(o) = [

pugv'dp + / quovdp — f(t, u)vdp (57)
(a.b)

(a,b) (a,b)

Sob a hipétese de que u,v € H}, podemos denotar por ®'(ug) = V®(ug) a derivada de
Fréchet de & = < V®(ug),v >= &'(up)v.
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5.5 Condicao de Palais-Smale

Definicao 4.15: Chama-se (u,) C E de sequéncia de Palais-Smale se
P(u,) — c€R e '(u,) — 0 quando n — +o0

Segue a Condicao de Palais-Smale, presente nas hipéteses do TPM.

Definicao 4.16 - Condicao de Palais-Smale: O funcional ® : E — R
satisfaz a Condi¢ao PS se, dada qualquer sequéncia (u,) C E de Palais-Smale de ®, entdo

(u,) possui uma subsequéncia que converge em E.

5.6 Teorema do Passo da Montanha

Teorema 4.3 - Teorema do Passo da Montanha:

Seja ® : E — R um funcional de classe C* satisfazendo a condicdo de
Palais-Smale, definindo num Espago de Hilbert E. Suponha que ®(0) = 0 e que existem
constantes p,a > 0 tais que ®|op, > . Suponha ainda que exista e ¢ B, tal que ®(e) < 0.
Seja

I'={yeC%0,1;E) : 7(0) =0 e~(1) = ¢}

e defina

¢ = N fyermaZycy(o,1) P(u).

Entao ¢ > o« € um wvalor critico de ®.

Segue uma ilustracao do Teorema do Passo da Montanha:
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Figura 7: Considere dois vales A e B tais que A é cercado por uma cordilheira que o separa
de B. Para ir de A a B, devemos cruzar a cadeia de montanhas. Se quisermos subir o
minimo possivel, teremos que considerar a elevacao maxima de cada caminho. O caminho
com o minimo (dessas elevagbes maximas) cruzard o passo da montanha. Retirado de
Carvalho [2021] pagina 66

No resultado acima, 0B, representa a fronteira da bola fechada de raio p > 0, e
portanto, ®|yp, sdo os pontos do funcional que estdo na fronteira da bola; C°([0, 1]; E) séo
as fungoes continuas no intervalo [0, 1] para um Espaco de Banach E; e «, e constantes.

Segue um passo a passo de como aplicar o Teorema do Passo da Montanha

(TPM) a um PVC como (45).
1. Encontrar a equacao que define a Solugao Fraca do problema, dada por (26).

2. Tomar um funcional adequado para o problema, pela equagao (28), tal que seus

pontos criticos sao as solugoes fracas do PVC.

3. Mostrar que o funcional obedece as condigoes de Palais-Smale (defini¢ao 4.16), ou

seja, mostrar que existe uma sequéncia de Palais-Smale que ¢é limitada.

4. Encontrar o nimero v que se encontra no caminho I', onde a norma da solucao
classica (u) ser igual ao raio da bola fechada (p), para algum p > 0, implica em

O(u) > .

5. Provar que para u # 0 € H}, ®(su) — —oo quando s — oo.
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Caso cumpridas as etapas acima, pode-se aplicar o TPM. Entao ug sera solugao

fraca do PVC e ¢ = inf max & (u) serd o nivel dessa solugao.
V€T uey([0,1])

6 Aplicacao do Método Variacional usando TPM

Vamos considerar o seguinte PVC, retirado da referéncia Carvalho [2021],
pagina 35:
—u" 4+ u = tulul??,t € (0,1
0 € (0,1) -
u(0) =u(l) =0
Identificando as fungoes p(t), ¢(t), f(t,u) como num problema em (45), tem-se que

p(t) = 1,q(t) = 1 e f(t,u) = tPulul*’?.

Vamos resolver o problema (58) usando o algoritmo da sec¢ao 5.9, pelo Teorema do Passo

da Montanha.

1. A Solugao Fraca serd, através da equagao (47),

[ o [ atna= [t con 6

(0,1)

2. Define-se o funcional ® pela equacao (50) com os dados do problema por:

1 1
o) =5 [ wPdnry [ e [ P (60)
2 Jon 2 Jon 0,1)

tal que

u u 2
F(t,u) = / t2s|s|*/2ds = / t25°2ds = ?t2u7/2. (61)
0 0

Substituindo a expressao de acima com u = |u| em (60), obtém-se:

1 1 2
O(u) = —/ [/ |2dp + —/ w?dp — —/ t2|u|"2dp (62)
2 Jon 2 Jon "Jon

De modo que a primeira variagdo do funcional ®(u) na diregdo de v (®'(u)v) tenha a

mesma expressao que a solugao fraca (equacao 59).
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Portanto, as solugées do problema (58) sao pontos criticos do funcional ®.

3. Prova-se agora que o funcional ® satisfaz as condicoes PS, ou seja, que se
& (u,) — c e (u,) — 0 quando n —> 0o, entdo existe uma subsequéncia limitada.
1

Do fato que ||u||g = <f(0 y(W)2dp+ [o4 u2d,u> ®, entdo pode-se reescrever o

funcional como:

1 2
Bm) = gl —3 [ Pl (63)

)

A derivada do funcional na direcao de u,, é dada por

< VO(uy),u, >= ||Un||%11 —/ t2ui|un|3/2. (64)
(0,1)

Pela combinacdo ®(u,) — 2 < V®(u,),u, > e pelo fato que u2 = [u,|?,

1 2

2 2 3
2 20, |7/2 2 2. 17/2
Nu, _z t2|u,, — Nu, z 2|, N |1 65

Como ||®'(u,)|| — 0, pois J'(u,) — 0 quando n — oo, pelo Lema 4.3, para algum

e > 0, vale que:
=0 (un)un < |9 (un)un| < Y (wn)|[m[Junllm < €llunlm < |unl|m (66)
Logo, segue que
2, 3 9 2
P (up) — ?CI) (Un)upn = ﬁ“unHHl < ?HunHHl + ®(up) (67)

Como ®(u,) — 0 quando n — oo, entdo (J(u,)) é uma sequéncia convergente, o que

por sua vez implica que a sequéncia é limitada. Entao, para algum D > 0,
3 2
Zllunlls < Zlunllin + D (68)

Dividindo a equagao acima por [|u,||3:, supondo por contradi¢do que quando n — oo

entao ||u,||g — 0o, obtém-se:

3 2 D
— =<

(69)
14 = ullm  ||ualp
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o que é absurdo pois implicaria % < 0. Portanto (u,) é uma sequéncia limitada, ou, da

mesma maneira, possui uma subsequéncia que ¢é limitada.

4. Agora, seja v > 0 tal que ®(u) > v sempre que ||u||g1 = p, p > 0.

Lembrando que o funcional era descrito por:

1 2
o) = gl % [l (70)

)

Como a funcao t? é limitada por 0 < t* < 1, pois t € (0,1), segue que:

1 2
o) 2 gllallfs — 3 [ Juldp ()
(0,1)
onde a igualdade vale quando ¢t = 1.
Pelo Lema 4.2,
2 2 7/2 2 2 2 7/2
= / jul dp < = (mazgo,|ul) / ldp = Z|Jullge < =MJull[i? (72)
(0,1) (0,1)
2 2
— 2 [l < Saipl (73)
(0,1)
onde M > 0.

Pelas equagoes (71) e (73), resulta um limitante inferior para o funcional ®,

tal que
1 2 /2
(u) > g ullfn = = Mi[ull77 (74)
Seja ||u]|z1 = p > 0. Entao
1 2
®(u) = =p> — =Mp"2. (75)

2 7

Como almeja-se um valor v > 0 que ¢ limitante inferior do funcional quando a norma
de u esta na bola de raio p, entao toma-se os valores estritamente positivos da expressao

acima.

1 2 1 2
@(u)>0:>§p2—?Mp7/2>0:>5—?Mp3/2>0 (76)

As solugoes possiveis para a inequacao acima sao os valores de p no intervalo 0 < p <
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)2/3_

Portanto, dado p no intervalo citado, v sera:

2
O(u) > 5p* = ZMp™? = (77)

1
2

5. Por fim, prova-se que ®(su) — —oo quando s — 0.

Pela definicao de ®, tem-se que:

1 1 2
CD(su) = 5 /(0 Y 52|U’|2d,u 4 5/( 52u2d,u _ ? /(0 , t2s7/2|u|7/2dp _ (78)

2 2 947/2
O (su) = %/ /| dp + % w?dp — 87 / t2u|"2dp.
(0,1) (0,1) (0,1)

Como [, [u'Pdu+ [,y u’dp = |[ul [}, segue que:

g2 257/2
B(su) = S lful i — / 2lul"dp. (79)
(0,1)

Lembrando que f(o N t?|u|2dy é limitada por uma constante positiva, seja o valor da

integral igual a A, e tomando ||u||3, = B, a equagao (79) se torna:

2 947/2
P =A—-B 80
(su) = A5 - (80)
Tomando o limite de s — +o0, por (80),
. _ 2 947/2
SE?OOQ(SU) = SEIEOOAE - B - =0 (81)

Portanto cumpriram-se todas as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha
e pode-se afirmar que existe um ponto critico do funcional ® (representado pela equagao

62) que é Solucao Fraca (59) do PVC (dado por (58)).
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7 Conclusao

Em suma, a pesquisa na area do Célculo Variacional em problemas fisicos,
como na Braquistocrona, e em equagoes diferenciais, por meio dos Métodos Variacionais,
¢ fundamental para o avanco da area de otimizacao e para o conhecimento cientifico em
geral.

Com relacao ao problema da Braquistocrona, foi possivel obter resultados bas-
tante proximos da solucao analitica por meio da discretizacao da curva cicloidal em seg-
mentos de reta e do cdlculo numérico do tempo de descida. Validou-se, no experimento,
a superioridade da cicloide em relagao a reta: o tempo de descida pela curva cicloidal foi
consistentemente menor, conforme previsto teoricamente.

Finalmente, aplicou-se o Teorema do Passo da Montanha a resolu¢ao de um
Problema de Valor de Contorno nao linear como método variacional. Esta aplicagao
permitiu demonstrar, seguindo o algoritmo apresentado na pagina 27, a existéncia de
solugoes fracas associadas ao funcional correspondente, evidenciando a efetividade deste

método na resolucao da classe de equacoes diferenciais abordada.
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