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Resumo

Este trabalho se concentra no estudo das funcoes caracteristicas na teoria da proba-
bilidade, tépico pouco abordado nos cursos de probabilidade na graduagao, mas de grande
importancia para provar os principais resultados e teoremas estatisticos. Ademais, serao
explorados os principais conceitos de variaveis complexas e probabilidade, alguns deles nao
serao aplicados diretamente neste trabalho, mas sao essenciais para a teoria de variaveis
complexas e poderao ser utilizados em outras aplicacoes fora deste trabalho. Deste modo,
o objetivo principal deste trabalho é provar as fungoes caracteristicas das principais distri-
buigoes probabilisticas, exibir determinados resultados obtidos por meio destas e auxiliar
aqueles que necessitam obter tais resultados, mas nao possuam o conhecimento necessario

em variaveis complexas.



Abstract

This work focuses on studying characteristic functions in probability theory, a topic
often overlooked in undergraduate probability courses, yet of great importance in proving
key statistical results and theorems. Additionally, the main concepts of complex variables
and probability will be explored, although some of them won’t be directly applied in
this work. They are essential to the theory of complex variables and could be used in
other applications beyond this work. Thus, the main objective of this work is to prove
the characteristic functions of the main probability distributions, showcase certain results
obtained through them, and assist those who need to obtain such results but may lack

the necessary knowledge in complex variables.
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1 Introducao

As funcoes caracteristicas desempenham um grande papel na teoria estatistica, de
modo que, por meio delas, é possivel provar os principais teoremas de convergéncia de
distribuicoes como, por exemplo, o teorema do limite central.

Todavia, para se compreender os resultados obtidos nesta monografia, é necessaria
uma breve introducao aos conceitos de varidveis complexas e probabilidade, de modo a
interligar tais campos e assim provar os principais resultados das fungoes caracteristicas.

Na secao de variaveis complexas, a principal referéncia utilizada foi o livro do Brown
and Churchill [2009], de modo que a maioria das defini¢oes e teoremas desta se¢ao foram
retiradas de tal obra. Por outro lado, certos topicos como séries de Laurent e aplicagoes
conformes nao foram desenvolvidas nesta monografia, enquanto outros resultados foram
expostos no trabalho, mas nao foram aplicados diretamente. Deste modo, o leitor podera
se aprofundar nos tépicos de nimeros complexos e aplicacoes por meio das referéncias no
fim deste trabalho.

Na secao de probabilidade, busca-se introduzir os conceitos mais essenciais para se
compreender o que é uma funcao caracteristica, como, por exemplo, esperanca de variaveis
aleatérias e densidade de probabilidade. Para este trabalho, as principais referéncias em
probabilidade foram as obras Magalhaes [2006] e Durrett [1996]. Todavia, outras obras
mais avancadas poderao ser consultadas.

Por fim, a ultima se¢ao deste trabalho busca mostrar os principais resultados obtidos
por meio das fungoes caracteristicas, tais como: Teorema Central do Limite e Unicidade
de Distribuicoes. Ademais, certos resultados foram apenas citados, por serem avangados

para este trabalho, mas poderao ser consultados em Billingsley [1986] e Williams [1991].

2 Aspectos teodricos de variaveis complexas

Podemos definir os nimeros complexos como pares ordenados z = (x,y), onde x é
a parte real de z e y a parte imaginaria de z. Mas a forma mais comum de denotar um
nimero imaginario é

z=x 41y



Onde, i = v/—1, é definido como a unidade imaginaria. Deste modo, pode-se repre-

sentar os numeros complexos em um plano cartesiano, denominado plano complexo:

(0,1)e

®
8

(1,0)

Note que o ponto (0, 1) representa a unidade imaginéria i, enquanto o ponto (1,0)
equivale ao nimero 1. Por fim, um nimero complexo na forma (z,0) é considerado
pertencente ao eixo real, enquanto os niimeros na forma (0, ) pertence ao eixo imagindrio,

de modo que recebe o nome de imaginério puro.

2.1 Propriedades de nimeros complexos

Sejam z; = a + bi e 25 = ¢+ di dois nimeros complexos, temos que suas operagoes

elementares sao representadas como:

2122 = (a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + i(ad + bc)
21+ 2= (a+bi)+ (c+di) = (a+c)+i(b+d)

As operacoes de subtracao e divisao também sao validas para nimeros complexos, de
modo que é possivel obtée-las por meio das operacoes acima. Para mais detalhes, consulte

a referéncia Brown and Churchill [2009].

Definigao 2.1.1. (Mddulo de um Nimero Complexo).O mddulo de um nimero complexo

z=x+ 1y € definido como:

|2l = Va2 +y? (1)

Ademais, por meio da defini¢ao (1), dado dois niimeros complexos z; e zo é possivel

mostrar a desigualdade triangular

|21 + 20| < |z1| + |22]
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Defini¢ao 2.1.2. (Conjugado de um Nimero Complezo). O conjugado de um nimero
complezo, € definido como

Z=x—1y (2)
Com algumas manipulacoes algébricas, podemos obter as relagoes abaixo:
1. 21+ 29 =21+ 29

2. 2129 = 2_12_2

3. 21—22:22_1—2_2
4. (&) =2
: 22 zZ2

2.2 Representacao Polar e Raizes n-ésimas da Unidade em C

Como vimos anteriormente, é conveniente pensar o nimero complexo z = = + iy
como um ponto (z,y) no R?. Lembre-se que todo ponto (z, y) nao-nulo em R? possui uma
representagao em coordenadas polares (r,0), onde —m < 6 < 7w e r > 0. Além disso, nas
coordenadas polares r = /22 + y? e 6 é o angulo formado entre o eixo x (positivo) e o
segmento de reta que vai da origem até o ponto (z,y). Deste modo, podemos relacionar

as coordenadas polares e retangulares da seguinte forma:

x =rcost
y = rsenf)
Assim podemos escrever um niumero complexo z = x + iy no seguinte formato

z = 1(cosf +isend), onde Tcosh +isenf = €. A representagao anterior é conhecida como
forma polar de um nimero complexo z, de modo que r = |z| e 6 é chamado de argumento
de z denotado por arg(z).

O valor principal de arg(z), cuja notagao é Arg(z) é um valor © tal que —7 < © < 7.

Deste modo temos que:

arg(z) = Arg(z) + 2rk  (k € Z) (3)

tPara demonstrar esta identidade basta fazer a expansdo em Taylor da exponencial.




Defini¢ao 2.2.1. (Poténcia nos Complexos). A poténcia de um nimero complexo z =
i0

re" é:
2" = e = 1" (cos(nf) + isen(nb)) (4)

Defini¢ao 2.2.2. (Raizes de um Numero Complexo). Seja w um nimero complexo nao-

nulo. Temos que a raiz n-ésima de w € um numero complero z que satisfaz a equagao:

2t =w (5)

Considere que w = rge’ e 2z = re??. Pela equacao (5), temos que:
roe® = e =y =y e 0 =0y + 27k

Com algumas manipulagoes, concluimos que os nimeros complexos:

i % +2zk)

2= retwt kel

sao as raizes n-ésimas de w.

2.3 Derivacao Nos Complexos

Seja f(z,y) = u(z,y) + iv(x,y) uma funcio definida em uma *vizinhanca U de

20 = To + 1Yo.

Defini¢ao 2.3.1. (Derivada de um Numero Complezo). Seja f uma fungdo que esteja
definida em uma vizinhanga |z — 29| < & de um ponto zy. A derivada de f em zy € o
limate

o tim T = F )

Z—r20 Z — ZO

e, se existir esse limite, temos que a funcao f é diferencidvel em z.

t0s conceitos de vizinhanca, limite e continuidade sdo andlogos ao de célculo 2. Para mais detalhes,
consulte Brown and Churchill [2009].



Teorema 2.3.1. (Teorema de Cauchy - Riemann). Considere que as derivadas parciais
Uy, Uy, Uy €Uy existam e sejam continuas em (xg,yo). A condi¢ao suficiente para que f'(z)
exista €:

Uy = Uy e Uy = —Vy em 2 (6)

A condicao mencionada refere-se as Equacoes de Cauchy-Riemann. Quando essas
equagoes sao respeitadas por uma fungao f(z), € possivel afirmar a existéncia da derivada

f'(z0) em um ponto especifico zy. Essa derivada é dada por:

f(20) = ua(20, yo) + 10220, Yo)

Onde ug(xg, yo) representa a derivada parcial da parte real da fungao f em relagao a
x avaliada no ponto (xg,Yo), € v(xo,Yo) Tepresenta a derivada parcial da parte imagindria

da funcao f em rela¢io a x, também avaliada no mesmo ponto (xg,yo)-
Exemplo 2.3.1. Calcule a derivada de f(z) = e* em um ponto z qualquer.

Solugao:
f(z) =€* = e"cos(y) + ie”sen(y) = u(x,y) = e“cos(y) e wv(z,y) = e"sen(y)
Pelas Equacoes de Cauchy-Riemann, temos que:

uy = €e“cos(y) = vy V z+iyeC

u, = —e’sen(y) = —uv, V z+iyeC

Deste modo, temos que f’(z) existe para qualquer z € C e

f'(2) = up +iv, = e*(cos(y) +isen(y)) = e = e* = f(2)

¢ a sua derivada (note que a derivada de uma exponencial complexa é a prépria

exponencial).
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2.4 Funcgoes Analiticas e Elementares nos Complexos

Nesta secao serao introduzidas as principais fungoes analiticas e elementares. Mas
vale ressaltar que nem todas serao utilizadas neste trabalho, todavia, serao introduzidas
para o conhecimento do leitor, e que poderao ser uteis em outras aplicacoes. Ademais,
outras fungoes poderao ser consultadas nos capitulos 2 e 3 da Obra Brown and Churchill

2009].

Defini¢ao 2.4.1. Uma fungio f : U — C € analitica em um ponto zy € C se f'(z) for
definida em uma vizinhanca de zy. Além disso, uma funcdo analitica em todo o plano

complexo € denominada como funcgdo inteira.

Exemplo 2.4.1. A funcgdio f(z) = 1/z é analitica em z € C\{0}, pois f'(z) = —1/2* ¢é
definida nesses pontos (e em suas vizinhangas). Por outro lado, a funcao g(z) = |z]* =
2?2 +y? possui g'(z) definida apenas em zy = 0 (basta desenvolver as equagoes de Cauchy-
Riemann). Logo, ndo existe uma vizinhanga de zy com a derivada de g definida. Portanto,

g(z) ndo € analitica em nenhum ponto.

As principais funcoes elementares estudadas aqui serdao a exponencial, logaritmo e

trigonométricas.

Defini¢ao 2.4.2. (Ezponencial Complexa). A func¢do exponencial complexa é definida

como

f(2) = ¢ = ¢ (cos(y) + isen(y))

Note que se y = 0 obtemos a exponencial real f(z) = e®. Além disso, o médulo da

exponencial complexa é:

|| = |e*(cos(y) + isen(y))| = |e”[|y/cos*(x) + sen?(w)| = €”
Por fim, temos os seguintes resultados para a exponencial complexa:
1. e*l.e® = e1t=2

Z1—22

[\]

®
n
o

22 :e

a
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3. Tk = ez 2™k = 2 (k€ Z)

Definigao 2.4.3. (Logaritmo Complexo). A fun¢ao logaritmo para os nimeros complexos

¢ baseada na solucao da sequinte equacao:
e’ =z, z € C\{0} (7)

Seja z =re? (—m <0 <w),w=u+ived=arg(z) = Arg(z) + 2rk. Pela equacio
(7) obtemos:

e'e” =re = u=In(r) e v=Arg(z)+ 27k

Deste modo, podemos definir o logaritmo complexo como:

log(z) :=In|z| +i(Arg(z) + 27k) (keZ)

Por fim, definimos o logaritmo principal de z por:
Log(z) :=In|z| + iArg(z) (8)

Definigao 2.4.4. (Fungdo de Poténcia Complexa). A fun¢do poténcia para os nimeros

complexos ¢ definida como

2¢ 1= elo9z z € C\{0} (9)

onde ¢ € C e log(z) € a fungao logaritmo de maltiplos valores. Todavia, podemos

definir o valor principal de z¢ como
2¢ = eclog(®) z € C\{0} (10)

de modo que Log(z) é o ramo principal da fun¢ao logaritmica.

Defini¢ao 2.4.5. (Seno e Cosseno Complexos). Podemos definir as fungdes seno e cos-

SENO0 MNOoS complexos como:

12



sen(z) =t cos(z) i= eere” (11)

2.5 Integragao nos Complexos

Defini¢ao 2.5.1. (Integral Compleza dependente de uwm Pardametro Real). A integral
definida da fun¢ao complexa w(t) = u(t) + iv(t), de modo que u e v dependem somente

de uma varidvel t € R (a <t <b), pode ser descrita como

/abw(t) dt = /abu(t) dt+z’/abv(t) dt (12)

Defini¢ao 2.5.2. (Integral de Contorno). Considere o contorno C: z = z(t), (a <t <

b) e seja f: C — C continua por partes em C. A integral de contorno de f ao longo de

C ¢ definida como: \
/ﬂ@wzfzmmth (13)
C a

Além disso, temos que as sequintes propriedades sao satisfeitas:
1. [.af(z)+Bg(z)dz=a [, f(z)dz+ B [, 9(z)dz «a,feC
2. [ o f(2)dz=— [, f(z)dz

Zl<t),a§t§b ”01”
3. Jo f(2)dz = [, f(z)dz+ [, f(z)dz C:=C1+Cy=
2t),b<t<c "CY

Ao definir as integrais no plano complexo, devemos tomar nota dos principais te-
oremas e definigoes de integracao em C, que servirao de base para calcular as funcoes

caracteristicas de distribuigoes continuas.

Teorema 2.5.1. (Cauchy-Goursat). Se uma fungio f(z) € analitica dentro e sobre um

contorno fechado C, entao temos que:

/Cf(z)dz:o

Teorema 2.5.2. (Fdormula da Integral de Cauchy geral). Se uma funcgdo f(z) € analitica

dentro e sobre um contorno fechado C' orientado positivamente e zy um ponto interno de

13



C, temos

f(n>(20)_”_!/C(Ldz n=012.. (14)

2mi z—zo)"tt
Teorema 2.5.3. (Limite Superior para Integrais de Contorno). Considere o arco C' de

comprimento L e f(z) uma fungdo continua por partes em C, de modo que temos
lfz)| <M VzeC.

Dado essas condigoes, temos o sequinte resultado:

/Cf(z) dz

Em particular, este ultimo resultado sera essencial para demonstrar as fungoes ca-

< ML (15)

racteristicas de distribuicoes cuja base de suporte é nao-finita.

Para finalizar o tépico de integracao nos complexos, vamos introduzir o conceito de
residuos e como calcular integrais por meio destes. Ademais, nao sera abordado séries de
Laurent, tendo em vista que tal tépico seria extenso para este trabalho, de modo que para
o calculo dos residuos sera passado uma férmula que vai ser o suficiente para o calculo
da funcao caracteristica de Cauchy, que envolve singularidades. Todavia, caso queira se
aprofundar nos estudos em variaveis complexas e necessite de uma explicacao tedrica de

tal tépico, consulte o capitulo 5 da referéncia Brown and Churchill [2009].

Teorema 2.5.4. (Residuo em Polos). Considere a singularidade zo de uma funcao f(z).
Temos que as afirmacoes abaizo sao equivalentes:
1. zy € dito polo de ordem m de f(z), comm =1,2, ...

$(2)

(z—z0)™’

2. temos que f(z) = m=1,2,.... Além disso, ¢(z) € analitica e ndo nula em

20-

Ademais, se ambos os itens acima forem verdade, temos que:

Res,—., f(z) = ¢ (20) sem=1

¢(m—1) (ZO)

Res—0 J(2) = ==

sem=2,3,...

14



3 Probabilidade

Nesta secao sera apresentada uma breve revisao dos conceitos de probabilidade, que
vao desde a definicao de funcao probabilidade até propriedades da esperanca e variancia.
Todavia, os conceitos de fungao geradora de momentos, vetores aleatérios e densidades
conjuntas nao serao expostos nesta monografia, porém, é recomendavel consultar a obra

Magalhaes [2006], que aborda todos os conceitos citados acima.

3.1 Funcao de probabilidade de uma variavel aleatoria

Definicao 3.1.1. (Varidvel Aleatoria). Considere o espago de probabilidade (2, F,P).

Uma varidvel aleatoria € definida como uma funcao X : Q0 — R tal que
XN ) ={weQ: X(w)eL}eF

para qualquer intervalo L C R.

Descrevendo de forma informal, uma variavel aleatéria pode ser entendida como
uma caracteristica numérica do experimento estudado em questao. Por exemplo: seja a
variavel aleatoria X definida como o nimero de caras obtidas em n lancamentos de uma
moeda, é evidente que X pode assumir valores inteiros e a probabilidade da funcao dessa

v.a muda conforme o valor da mesma se altera.

Defini¢ao 3.1.2. (Fun¢ao de Probabilidade de uma Varidvel Aleatdria Discreta). A

fungao de probabilidade de uma varidvel aleatoria X, denotada por px(a) € definida como:
px(a) = P(X =a) (16)

de modo que os itens a sequir devem ser satisfeitos:
1. p(a) = 0;
2. ny,ozl pX(ai) = 1;.

8. Fx(a) = P(X < a) = Y <, px(x), onde Fx(.) € definida como fungdo de distri-
bui¢ao acumulada de X (f.d.a);

15



4. P(X <a)=1—-P(X > a) (Complemento).

A funcao de probabilidade nos fornece a probabilidade da variavel aleatoria assumir
um determinado valor, enquanto a f.d.a fornece a probabilidade da v.a assumir valores
menores ou igual ao especificado na fun¢ao. Uma analogia seria o experimento de langar
uma moeda 20 vezes, a probabilidade de sair 5 caras seria a f.p assumindo valor 5 (P(X =

5)), enquanto a probabilidade de se obter no maximo 5 caras seria a f.d.a em 5 (P(X <

5)).

Defini¢ao 3.1.3. (Func¢do de Densidade de Probabilidade de uma Varidvel Aleatoria
Continua). A funcao de densidade de probabilidade de uma varidvel aleatoria X, de-

notada por fx(x), é definida como:

. Pla<X <2+ Ax)
fx(z) _Alggo Az

(17)
para qualquer x no dominio de X, satisfazendo:
1. fx(z) > 0 para todo = no dominio de X ;

3. Fx(a) = P(X <a) = f_aoo fx(z)dx, onde Fx(.) € a fun¢ao de distribui¢ao acumu-
lada de X;

4. Pla< X <b)=[" fx(z)dz = Fx(b) — Fx(a).

A funcao de distribuicao acumulada fornece a probabilidade da varidvel aleatéria
ser menor ou igual a um valor especifico, mas em uma regiao continua. Um exemplo
comum de uma distribuicao continua é a distribuicao exponencial, que poderia nos dizer

a probabilidade de um equipamento eletronico durar mais do que 6 anos, por exemplo.

3.2 Esperanca e variancia

O valor esperado ou esperancga de uma variavel aleatéria é um dos principais con-

ceitos na estatistica. Por exemplo: quantas vezes, em média, é preciso jogar uma moeda

16



nao-viciada para se obter n coroas? Ou qual é o tempo de vida, em média, de um de-
terminado equipamento eletronico? E por meio da esperanca que podemos obter tais
respostas.

Por outro lado, a variancia de uma variavel aleatoria é essencial para descrever a
dispersao em um conjunto de dados. Pense que em uma turma, a média da nota final em
uma disciplina foi 5,43, mas a composicao de notas foram de trés notas 10 e quatro notas
2. E facil de ver que, no geral, a maioria da sala reprovaria. Contudo, os dados dao a
entender que a maioria da turma teria sido aprovada.

Deste modo, cabe definir os conceitos de valor esperado e variancia para distribuicoes
continuas e discretas, sendo os casos mais praticos na estatistica. Vale ressaltar que as
defini¢oes generalizadas para esperanca e variancia necessitam de conhecimentos em teoria
da medida, tépico que nao abordado neste trabalho, todavia podera ser consultado na

referéncia Billingsley [1986].

Definicao 3.2.1. (Esperanca de Varidveis Aleatérias Discretas). Considere X uma
varidavel aleatoria discreta com funcao de probabilidade p, que assuma valores para cada
x; para cada j € J, onde J € um conjunto de indices. Deste modo, a esperanca de X ou

média de X ¢ bem definida quando

E(X)=p=Y ajp(w;) =Y ;p.(X = x)) (18)

JET JET
de modo que tal somatorio convirja.

A definicao da esperanca de uma v.a discreta é util quando quisermos obter o valor
médio, por exemplo, de n ensaios independentes - distribuicao binomial, ou a média de
tentativas independentes de um experimento até obter o primeiro sucesso - distribuicao

geométrica.

Definigao 3.2.2. (Esperanca de Varidveis Aleatorias Continuas). Seja X uma varidvel
aleatoria continua com funcao densidade de probabilidade f,. Com isso, a esperanca de

X ou média de X € definida como

E(X) = /_ " o fe(a) de (19)

[e.9]
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desde que esta integral convirja e esteja bem definida.

A esperanca de uma v.a continua pode ser util quando queremos obter o tempo
de vida de um aparelho eletronico, que pode ter o comportamento de uma distribuicao
exponencial. Ou até mesmo o tempo médio que um espectador pode assistir um programa

de televisao, que poderia seguir o modelo de uma distribuicao uniforme.

Proposicao 3.2.1. Sejam X e Y waridveis aleatorias (continuas ou discretas), a e b

constantes reais e positivas. Temos:

1. Linearidade da Esperanca (P1):

E(aX +b)=aFE(X)+b

2. Soma de Esperancas (P2):

EX+Y)=EX)+E(®Y)

3. Esperanca de uma Constante c € R (P3):

E(c)=c

4. Esperanca de uma Funcao Z = g(X) da Varidvel X (P4):

> g(zy) - px () se X € uma v.a discreta.
Elg(X)]={ "

o 7’ z
o 9(@) - fx(x)de  se X € uma v.a continua.
Em particular, o n-ésimo momento da varidvel aleatoria X € definido como:

dooa - px(xj) se X € uma v.a discreta.
Elx" =477 ’

2 2™ fx(x)dx  se X € uma v.a continua.
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5. Esperanca de duas v.d's X e Y independentes:

E(XY)=EX)E(Y),se X eY sao independentes.

Agora que temos a definicdo de esperanca e suas principais propriedades, podemos

definir a variancia de uma variavel aleatoria.

Definig¢ao 3.2.3. (Variincia de uma Varidvel Aleatoria). Seja X uma varidvel aleatoria

(discreta ou continua). Definimos a variancia de X, var(X) >0, como
Var(X) = F [(X — E(X))?] (20)
Que pode ser simplificada para:

Var(X)=E [(X — E(X))’] = E(X* - 2XE(X) + E*(X))
1)

\
Iz

E(X?*) —2E(XE(X))+ E*X)
3)

\
I3

E(X?*) —2E(X)E(X)+ E*(X)
= B(X?) — E*(X)

Deste modo, temos que a variancia de X estd bem definida se 0 1° e o 2° momento

forem definidos.

Proposigao 3.2.2. Seja X uma v.a (continua ou discreta), e a,b € R. Temos:

Var(aX +b) = Var(Y) = E(Y?) — E*(Y) = E(a®*X? + 2aXb + b*) — E*(aX +b)

= a’E(X?) + 2abE(X) + b — (aE(X) + b)?
= azE(Xz) +2abE(X) + b — a®’E(X)? — 2abE(X) — b*
*B(X?) — a®E*(X)

= a’(B(X?) - E*(X))
= a*Var(X)
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Defini¢ao 3.2.4. (Desvio Padrao de uma Varidvel Aleatoria). O desvio padrdo de uma

varidvel aleatoria X € definido como:

Sa(X) =/ Var(X) (21)

Tanto a variancia quanto o desvio padrao de X sao teis para ver como esta disperso
os dados de uma amostra, em relacao a sua média. Por fim, vale ressaltar que a unidade

da variancia é o quadrado da do desvio padrao e da esperanca.

3.3 Principais Distribuicoes Probabilisticas Discretas

Definicao 3.3.1. (Distribuicio de Bernoulli). Considere a sequinte varidvel aleatdria:

1, com probabilidade p
X =

0, com probabilidade 1 — p

Definimos a funcdao de probabilidade de uma Bernoulli como:

px(z) = p"(1—p)' "I, (22)

Na estatistica, a distribuicao de Bernoulli é comumente utilizada em experimentos
realizados uma tinica vez, cuja resposta é sucesso ou fracasso. Um exemplo de experimento

de uma Bernoulli é o lancamento de uma moeda, cujas respostas serao cara ou coroa.

Definigao 3.3.2. (Distribui¢ao Binomial) Definimos a fung¢ao de probabilidade de uma

distribuicao binomial como:

n e
o) = (1) =i, (23)

Por outro lado, a distribuicao binomial nos diz qual a probabilidade de ocorrer k
sucessos em n tentativas, por exemplo, a probabilidade de obter a face cara k vezes em
n lancamentos. Ademais, é possivel mostrar por meio do teorema da unicidade, na secao
aplicagoes, que a soma de n variaveis Bernoulli’s independentes com parametro p retorna

uma bin(n, p).
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Definigao 3.3.3. (Distribuicao de Poisson). Definimos a fun¢ao de probabilidade de uma

distribuicao de Poisson como:

67’\/\]6 (k)

pX(k) = TH{O,LQ,...} (24)

A distribuicao de Poisson é comumente utilizada em exemplos com dados nao
continuos, e também se assume que tal exemplo segue uma distribuicao de poisson com
parametro especificado. Um caso possivel seria o experimento de medir a probabilidade
de que mais de 50 carros estacionem no Ciclo Béasico I da Unicamp, assumindo que o

experimento siga uma poisson(0.5).

Definicao 3.3.4. (Distribui¢ao Geométrica). Definimos a func¢ao de probabilidade de

uma distribuicao geométrica como:
—1q(k
px(k) =p(1 - p)k 1]I({1?2,3,...} (25)

A distribuicao geométrica nos diz a probabilidade de obter o primeiro sucesso apés
k — 1 fracassos. Um exemplo seria o de medir a probabilidade de langar uma moeda nao

viciada 100 vezes e obter cara apenas na centésima tentativa (por volta de 10732).

3.4 Principais Distribuicoes Probabilisticas Continuas

Defini¢ao 3.4.1. (Distribui¢ao Uniforme) A funcao de densidade de probabilidade de

uma distribuicao uniforme é representada por:

fx(z) = ﬁﬂ(@b) (z) (26)

Definig¢ao 3.4.2. (Distribuicao Exponencial) Definimos a funcao de densidade de proba-

bilidade de uma distribuicao exponencial como:

Fx (@) = A To00) () (27)

Definigao 3.4.3. (Distribuicio Normal) A fungdo de densidade de probabilidade de uma
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distribuicao normal é dada por:

1 _(@—w?

fx(z) = e 207 I(_oo00)(T) (28)

2ro

Definicao 3.4.4. (Distribuicio Gama) Definimos a fun¢do de densidade de probabilidade
de uma distribuicao gama como:

/Baxaflefﬁz

fX(x) P(Oé)

L0,00) () (29)

3.5 Funcoes Caracteristicas

Na teoria da probabilidade, as fungoes caracteristicas sao teis para demonstrar os
principais teoremas da estatistica, como o teorema do limite central. Além disso, essa
funcao descreve exclusivamente uma distribuicao de probabilidade e é 1til para calcular
os momentos de uma variavel aleatéria. No entanto, trabalhar com tais fungoes pode ser
mais desafiador, pois dependendo do tipo de distribuicao, é necessario empregar técnicas

especificas de integracao, como veremos posteriormente.

Defini¢ao 3.5.1. (Fun¢ao Caracteristica). Definimos a fungdo caracteristica de uma

variavel aleatoria X como:
dx(t) = E(e™™) = E(cos(tX)) + iE(sin(tX)) (30)

para t € R.

Ademais, na préxima proposicao serao enunciadas as principais propriedades das
funcoes caracteristicas. Algumas serao demonstradas enquanto outras poderao ser con-

sultadas na referéncia Magalhaes [2006].

Proposicao 3.5.1. Considere uma varidvel aleatoria X qualquer com fung¢ao carac-

teristica ¢x(t), temos que as sequintes propriedades sao satisfeitas:

1. Unicidade: Se duas varidveis aleatorias X e Y possuem a mesma funcao carac-

teristica, entao elas tém a mesma distribuicao;,

2. (bX(O) = 1,‘
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4. Se X e Y sdo independentes, temos que: ¢xiy(t) = ¢x(t) - oy (t);

5. A fungao caracteristica ¢ x(t) gera momentos. Especificamente, o n-ésimo momento

central de X € dado por

n 0"
E(Xn): " %Cb){() _0,77,:1,2,...,86 E(|X|n)<OO

6. dado que a e b sao constantes, temos:

bax15(t) = e x(at)

Demonstracao:
1. A unicidade serd discutida melhor em aplicagoes.
2. $(0) = E[e™] = E[1] = 1.

3.8 Para provar tal item devemos utilizar a desiqualdade de Jensen:

[ox ()] = [E(e")] = [E(cos(tX)) + iE(sin(tX))|

jensen

= /Ecos(tX)) + B2m(iX)) | <y Eleos?(tX) + sin’(£X)] = 1

o)) < 1.

4. Para provar este item, devemos nos lembrar da propriedade (P5) da esperanca

de duas v.a’s X e Y independentes:
dxiy(t) = B("XH)) = B ™) B E(™) = ox (v (1)

5. A demonstracao da propriedade da geracao de momentos de uma funcdo carac-
teristica pode ser consultada no capitulo 5 do livro Magalhaes [2006];
6. ¢ax+b(t) _ E(eit(aX—i-b)) _ E(eit(aX)e“b) _ eith(ei(at)X> _ eitb¢X(at>

A desigualdade de Jensen nos diz que se f(X) é convexa e E(X), F(f(X)) sdo finitas, temos que:
F(E(X)) < E(f(X))
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3.6 Demonstracao das Principais Fungoes Caracteristicas Dis-

cretas

Exemplo 3.6.1. (Fun¢ao Caracteristica de uma Poisson). Considere a varidvel aleatdria

X ~ poisson(A), temos que sua fun¢do caracteristica, ¢px(t), é dada como:

ztz )\m —A

¢.(t) = E (ez‘tX) _ f: —AZ e = A1)

=0

Exemplo 3.6.2. (Func¢dio Caracteristica de uma Binomial). Considere X ~ bin(n,p),

sua fun¢ao caracteristica, ¢x(t) é obtida pelos sequintes passos:

3
3

Exemplo 3.6.3. (Fun¢ao Caracteristica de uma Geométrica). Seja X ~ geo(p), sua

funcdo caracteristica é demonstrada por:

o= B ) = 3opl -t = 2S5 0

p =1

Note que |(1 — p)e'| = (1 — p) < 1. Deste modo, esta série geométrica converge:

it

p - T p 1 pe
M e ] (e e R R e T

3.7 Demonstracao das principais funcoes caracteristicas continuas

Exemplo 3.7.1. (Fungdo caracteristica de uma distribui¢ao Uniforme U(a,b)). A fung¢do

caracteristica de Varidvel Aleatdria X ~ Ul(a,b), com, a < b € dada por:

eitx 1 r=b eitb _ eita

b
. Xy _ Y _ s —°
¢x(t) = E(e )—/a b_adx_it(b_a)e e=a  it(b— a)
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Exemplo 3.7.2. (Fungées caracteristicas dos casos de uma distribuicao Gama).
1. Seja X ~ gama(1l, ), ou seja, X ~ exp(N). Temos que sua fungdo caracteristica é:

A jE=o A

£ = F(eitX :/OO itz \ o =M :/Oo)\—w(/\—it)d = =
Oxlt) = B(e) = | e Tdr= [ Ae T Aem T Xt

2. Seja Xy, Xa, ..., X,, Varidveis Aleatdrias i.i.d, de modo que X; ~ exp(\). Definindo

Y =>"" | X, obtemos que sua Funcao Caracteristica é dada por:

; ; ind. ; ; A\
Oy (t) = B(e™) = B(" X0 B () x L« B = (A 't)
—1
Tal resultado mostra que Y ~ gama(n,\), que também é denominada distribui¢cdo

de Erlang. Isso vem do fato que a func¢ao caracteristica caracteriza unicamente uma

distribuicao de probabilidade.

3. Considere a distribuicio Z ~ gama(c, N). Para demonstrar rigorosamente a Fungao
Caracteristica de Z, faz-se necessario o uso da transformada de Fourier, que estd
fora do escopo deste trabalho. Deste modo, tal funcao serda demonstrada de forma
mais intuitiva, como se fosse uma demonstracao feita por um fisico. Temos que:

] oo )\axa—le—)\x G 0o l,oa—le—a:(/\—it)()\ _ it)a
t)=E itX :/ et <Y~ dr = / d
A S (A [(a) ’

Note que esta integral € igual a 1, pois estamos calculando a f.d.a de uma distribui¢ao

gama(a, A —it) em todo seu dominio. Deste modo, a Func¢do Caracteristica de uma

¢2(t) = (Ajity

Exemplo 3.7.3. (Fungao caracteristica de uma distribui¢ao normal N'(u, 0%)). Considere

distribuicao gama qualquer é:

X ~ N(u,0?). Obtemos sua Fungao Caracteristica por meio dos sequintes passos:
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2iteo? _
202

Sy (e—)?)

) 00 eit:c 1 5
bx(t) = E(e™ —/ e gy = dx
S =EED = ] Ve o VR

006(

Veja que seria trabalhoso desenvolver tal integral por meio dos métodos apresentados
nesse trabalho. Deste modo, podemos desenvolver o termo na exponencial para chegar em

uma expressao com valor conhecido:

2zo%it 1 1 (n+o%it)*  p?

5ot 33— W) = —g5lr" = 2w(u i) + (u+ 0%it)] + 202
r— (u+o2it)2 . o2
_ = : )] it — T8
20 2

Com isso, temos que ¢x(t) pode ser escrita como:

. L 5242 & 1 -1 2112
QbXt — B eti :e(/ut— 5 )/ eﬁ[m—(;ﬁ-a it)] dr
(t) = E(e"™) T
Note que esta integral € igual a 1, por se tratar de uma densidade de uma Varidvel
Aleatéria normal com média p + o?it e varidncia o>,
Destarte, obtemos:

0'2t2

¢X(t) — E(eitX) — e(m‘t— 5—)

Pelo exemplo acima, conseguimos obter o valor correto da funcgao caracteristica da
normal, porém, falta rigor matematico que demonstre de fato tal integral. Isso vem do
fato que na definicao de uma distribuicao normal a média u é real. Todavia, a técnica
utilizada foi apenas uma ”trapaca” para burlar os calculos mais exaustivos, como se fosse a
velha maxima da engenharia de passar diferenciais multiplicando no método de separacao
de variaveis para EDQO’s e afins.

Para calcular aquela integral complexa, vamos utilizar o exemplo de uma variavel
aleatdria S ~ N(0, 1) e utilizar propriedades da fungao caracteristica para encontrar a de

uma normal geral:
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2
oo gite 22 e_t? /OO (w—it)2
t) = ——e 2 dr = — e 2 dx
¢s(t) /_oo V2T V2T J_so

_£ R R—it

t
[ _(z—it)? e €72 . 22
= lim e 2 dax =" lim e" 7 dz

Agora devemos calcular o limite da integral acima, e para isso vamos considerar o seguinte

contorno Cl:

Yy
_R , L3 R
o x
Y
N
L4 L2
~R—it L, Rt

Figura 1: Contorno Cg

N

z

Note que f(z) = e~ 7 nao possui singularidades dentro ou sobre o contorno Cs.

Deste modo, pelo teorema de Cauchy-Goursat, temos:

22 22 272 22 22
7{ e‘?dz:/e_2dz+/ e_2dz+/ e_2dz—|—/ e 2dz=0
CS Ly Lo L3 Ly

Como estamos interessados em calcular a integral sobre L;, obtemos:

R—1t 2 .2 22 22
lim e 2 dz = lim —(/ ez dz—i—/ e 2 dz) + lim <—/ e 2 dz)
R—oo _R—it R—o0 Lo Ly R—o0 Ls
22 22 -R z2
= lim —(/ e 2 dz+/ e 2 dz) + lim (—/ e 2 dx)
R—o0 L2 L4 R—o0 R
z2 z2 R :t2
= lim —(/ e 2 dz—l—/ e 2 dz) + lim </ e 2 dx)
R—o0 Lo L, R—o0 _R
= lim —(/ e_z2dz+/ e_zdz)—l—\/%r
R—o00 Lo Ly



Devemos mostrar agora que as integrais de L, e L4 tendem a zero quando R tende
ao infinito. Vamos considerar apenas o caso de Ly (L4 é andlogo) e t > 0.

Uma parametrizacao para Ly seria: z = R — v, com (0 < v < t). Deste modo,
obtemos que:

= e T 2 e S e T = T =

Dado que o comprimento de Ly(L) é t, obtemos, por meio do teorema do limite

superior para integrais de contorno, o seguinte resultado:

Com isso:

oo (I*it)2 R—’Lt 22 z2 22
/ e 2 dxr= lim e 2dz= lim — / e 2 dz+ / e 2dz | +V2r
—o0 R—o0 —_R—it R—o0 L2 L4
=27

Deste modo, obtemos:

2 . 2
i R—it 5 2 9

e 2 z e 2 t
t) = lim e 2 dz= Vit =e 7
¢S( ) 2 R=oo | _p o v 2T

Vale ressaltar que o resultado obtido foi para t > 0. Para t < 0 devemos inverter os
sentidos de Ly e Ly e para t = 0 caimos em um resultado trivial.
Por fim, para calcular a funcao caracterfstica de uma normall Y ~ N (u, 02), utili-

zamos a propriedade 6 das funcoes caracteristicas:

. . o 2
by (t) = ™ gg(at) = =5

O préximo exemplo sera a obtencao da fungao caracteristica de Cauchy. Além disso,
para demonstrar tal resultado, é necessario utilizar integragao de contorno nos complexos

e o teorema dos residuos. Deste modo, para compreender melhor os resultados posteriores,

Ise Z~N(0,1) e Y ~N(p,0%). Entdao Y =0Z +
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¢ imprescindivel a leitura da referéncia Brown and Churchill [2009], que possui diversos

outros exemplos similares ao que sera apresentado.

Exemplo 3.7.4. (Func¢do Caracteristica de uma distribuicio Cauchy(a, )). Considere

X ~ cauchy(a, ), temos que sua fung¢ao densidade de probabilidade é dada por:

1

) = a0

HR(LL’)

Deste modo, a fungao caracteristica ¢x(t) € dada por:

itx

oxt) = B = | e

—«

Tomando u = *== e du = ‘%, obtemos:

3
eita [e§) eitﬁu
ox(t) = / o

T J_oo L+ u?

Para resolver esta integral, vamos separar os casos em quet <0 et >0, e por fim,

utilizar o teorema dos residuos.

eith
1422 -

Deste modo, considere f(z) = Temos que as singularidades z = +i sao polos

de ordem 1. Para o caso em que t > 0, vamos considerar o sequinte caminho C;:

N

R 19 R =

Figura 2: Caminho C}

Pelo teorema dos residuos, pode-se perceber que por meio da figura acima, obtem-se:

/ flz)dx = I%im / f(z)dx =2miRes,—; f(2) — I%Hn / f(z
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itBz

Como f(z) = % = ezf;ﬁ = ‘i(_zz), onde ¢(2) = < e ¢(i) € analitica, obtemos

pelo teorema dos residuos de polos:

eiyﬁi 6_’8t

Res.—if(z) = ¢(i) = iti 2

Com isso, obtemos que:

/_Zf( dx—l%l_{%o/ f(z)de = me™ P I%i—{go/ch(z)dz

Agora devemos mostrar que limp_, o, fCR f(z)dz—0

Passos:

|z2+1| S 71

L2412 -1=R -1 =

2. [eP] = [P = e Pt = e7P < 1 (¢, B,y = im(z) > 0)

1

3. E fdcil de ver que: ]ZQHI <

Com isso, pelo teorema do limite superior para integrais, temos:

eitﬁz
/ 5 dz‘ < /
cp L +2 Cr

eitﬂz
1+ 22

R—o0

] —0

dz< ML =mR

00 eitﬁu
RS _ Bt
. lim /Rf(z)dz—>0:>/_ool+u2dU—7re

R—o0 C

Deste modo, temos que:

eita e8] ezt,Bu )

o(t) = du = e”o"ﬁt, Parat >0
1+ u?

— 0 U

Para o caso em que t < 0, vamos considerar o sequinte contorno Cy:
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Figura 3: Caminho Cy

/CQf(z) dz = . £(2) dz+/_Rf(u) du

R

R

R
= CRQf(z)dz—/ f(u) du

= 2miRes,—_; f(2)

Deste modo, obtemos que:

/00 fu)du = lim /R f(u)du = lim f(2)dz —2miRes.—_; f(z)

R—o0 R R—o0 CR2

De forma anéloga ao caso em que t > 0, obtemos que:

zth R—oo
fCR 1+22

— 0

O que implica em:

Res,—_;f(z) = ¢(—i) = —— :> I%grgo/ f(u)du = ]%grgo ; f(2)dz —2miRes,——; f(z)
= meft

31



Com isso, obtém-se:

it [e8) eitﬁu )
o(t) = du = " P Parat <0
1+ 2
v u

Entao, a Funcao Caracteristica ¢(t) é dada por:

‘ eitatht  go t < ()
(b(t) — eztafﬁm —

eitoa=Pt  go t > ()
4 Aplicacoes

4.1 Teorema Central do Limite

Definigao 4.1.1. (Convergéncia em Distribui¢do). Sejam { X, : n > 1} uma sequéncia de
varidveis aleatorias e X com fungoes de distribuicao {F, : n > 1} e Fx respectivamente.
X, converge em distribuicao para X, se para todo ponto x em que a f.d.a Fx é continua,

tenhamos que

lim F,(z) — Fx(x) (31)
n—oo

Notacao: X, 4 x

Exemplo 4.1.1. Sejam X1, X, ... v.d's i.i.d. com distribuicao Uniforme (0,1) e sejam

Y, =min{Xy,..., X,} e U, =nY, duas estatisticas de X;. Mostre que, quando n — oo,
U, — Exp(1) em distribuicao.

Solugao: Queremos mostrar que limy, . Fy, (a) = Fepy(a):

Fuy(x)=P(Un<x)=P(nY,<z)=P(Y,<z/n
:1—P<Yn>%> - —P(min{Xl,...,Xn}>%)
G ) (P (X, > ap)) =1 (/w/nda:) —1- (1Y)



O teorema a seguir é necessario para a demonstracao do teorema central do limite
para variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d). No entanto,
sua prova envolve conceitos de teoria da medida. Para detalhes sobre a prova deste

teorema, é recomendavel consultar a referéncia Williams [1991].

Teorema 4.1.1. (Teorema da Continuidade de Levy). Seja (X,),-, uma sequéncia de
varidveis aleatorias e X uma varidvel aleatoria. Temos que X, L X se e somente se
ox, (1) = ¢x(t) para todo t € R, onde ¢x, (t) e ¢px(t) sao as fungdes caracteristicas de

X, e X respectivamente.

Teorema 4.1.2. (Teorema Central do Limite).Seja (X,), -, uma sequéncia de varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas com média p e varidncia o* > 0.

Entao, temos o sequinte resultado

Ly—np b
Z, =2 25 N(0,1
v (0,1)

onde L, = X1+ ...+ X,.
Solugao: Se definirmos S, =Y, +---+Y,, onde Y; = X; — u, obtemos:

Ossovalt) "= s (tfo/n) 2 [] o(tfov/m) < (oltfov/m)"

Observagdo: ¢s, (t/o\/n) = dy,+ 4y, (t/o/n) e o(t/o/n) = ¢y, (t/o\/n) Com isso,
por meio da expansao de Taylor ao redor da origem, e considerando até de sequnda ordem,

obtemos

t 1/t \° 2
t — o - _ // -
ott/ovi = o0+ o0+ 5 (=) o v o (L)
onde a notagao O(t), indica fungoes em que lim;_,o @ =0.
Pela defini¢ao de momentos de uma fungao caracteristica, obtemos: ¢(0) = 1,¢'(0) =

iE(Y;) =10 =0 e ¢"(0) = i?0* = —a?. Destarte, temos que:

¢<t/aﬁ>=1—ﬁ+o<f2):1_ﬁ 1_0(§)

2n n 2n t2/n

()

Note que lim,,_, [1 - } = 1.Além disso, devemos utilizar o sequinte resultado da
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exponencial:
lim (1 — z) =e "
n—oo n
Com isso, chegamos ao sequinte resultado:
t? o(t?/n)1" 2
li t = i 1——1|1—-—" — e t/?

e, pelo Teorema da Continuidade de Levy, concluimos

Sn
av/n

L, —nu

i ~%5 N(0,1)

—Ly N(0,1) =

4.2 Unicidade

Um dos principais resultados das fungoes caracteristicas é o da unicidade, que basi-
camente nos diz que se duas varidveis aleatérias possuem a mesma funcao caracteristica,
entao elas devem ter a mesma fungao de distribuicao. Para provar tal resultado, vamos
necessitar do teorema da Férmula de Inversao, que nao sera provado neste trabalho, mas
que podera ser consultado em Durrett [1996] e Billingsley [1986]. Por fim, a forma na
qual este teorema foi enunciado e boa parte de sua prova foram obtidas da referéncia

Magalhaes [2006].

Teorema 4.2.1. (Fdérmula da Inversao). Considere X uma varidvel aleatéria qualquer,
entdo sua funcao caracteristica ¢x(t) determina a func¢do de distribuicio de X, através
da sequinte Formula de Inversao:

~ - 1 c _—iat __ ,—ibt
F(b) — F(a) = lim —/ %gﬁx(t)dt;

sendo F(w) = T{F(w)+ F (w™)},Yw € R, e os nimeros reais a,b e c tais que ¢ > 0 e
a <b.
Observacdo: F(w™) = lim. o+ F'(w — €). Note que se a varidvel aleatoria em

questao for continua, temos que F(w™) = F(w).

Teorema 4.2.2. (Teorema da Unicidade). Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias quais-
quer. Se X e Y possuem a mesma funcao caracteristica, entdo X e Y possuem a mesma

funcao de distribuicao.
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Prova:
Por hipdtese, X eY tém a mesma funcdao caracteristica. Deste modo, por meio da

Formula de Inversao, temos que para a,b reais, com a < b,

Lembrando que se a — —oo, temos que FX(a) — 0 e Fy(a) — 0 e com 1sso,

obtemos:

Fx(b) = Fy(b),¥b € R.

Seja ¢ € R como a f.d.a € crescente, e por meio da definicao de F(), chegamos em:
Fx(c) < Fx(b) < Fx(b) e Fy(c) < Fy(b) < Fy(b).

Lembrando que a f.d.a é continua a direita, tomando o limite para b | ¢, chegamos
em:

l;{n Fx(b) = Fx(c) e lginﬁy(b) = Fy(c)

e isto implica Fx(c) = Fy(c).

Dado que a funcao caracteristica consegue fornecer todas as informacoes de uma
distribuicao de probabilidade, podemos mostrar as principais distribuicoes de composigoes

de variaveis aleatorias:

Exemplo 4.2.1. (Soma de Poisson.) Seja X; ~ Poisson()\;), comi=1,...,n, de modo
que todas as varidveis X; sao independentes. Definindo Y = X1+ ...+ X,,, obtemos que

a distribuicao de Y, por meio da F.C, é

oy(t)=E (eitY) _ E(eitX1+...+Xn) _ ¢Xj(t) _ He)\j(e“—l) = exp { (eit _ 1) Z /\]}

note que a F.C de Y é a mesma que a uma Poisson (A + ...+ N\,). Além disso, devido

ao fato que a F.C descreve unicamente uma distribuicdo, temos que:
Y ~ poisson (A + ...+ \,)
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Exemplo 4.2.2. (Distribui¢io da média) Seja X, ..., X, v.a’s i.i.d, de modo que X; ~
N (i, 0%). Definindo X = (X1 + ...+ X,,)/n, obtemos que a distribuicao de X, por meio
da F.C, ¢

Ox(t) = B (%) = B t/mtt20) W T g (1/n) "2 (o, (t/n))" (32)
j=1
ipt o2 " , o*t?
- {7 B %} - {““f B %}

¢ facil de ver que a F.C de X é a mesma que uma normal N (u, "2). Deste modo,

n

(33)

pela unicidade da fungao caracteristica, obtemos que:

Ademais, ha diversas outras distribuicoes de somas e afins que podem ser demons-

tradas por meio do teorema da unicidade, como a soma de exponenciais e afins.

Distribuigao Média | Variancia | Funcao Caracteristica
Bernoulli(p) D p(1—p) 1 —p+ pet
Binomial(n,p) np np(1 — p) (1 —p+ pet)™
7 . 1 1— ett

Geométrica(p) > p—zp m
Poisson(\) A A A=)
Uniforme Continua(a,b) | %* (bzg r i;l()b’—fat)a
Exponencial(\) 3 3 =
Gama(a, ) : o () 1< 5
Cauchy (o, ) — - ett=Alt]
Normal(p, 0?) U o? it~

Tabela 1: Média, Variancia e Funcao Caracteristica de

Distribuicoes.
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5 Conclusao

Diante do exposto, é possivel concluir, a partir do desenvolvimento apresentado neste
trabalho, que as fungoes caracteristicas desempenham um papel fundamental na demons-
tragao dos principais resultados na teoria estatistica. Ao longo desta monografia, parte
da teoria dos nimeros complexos foi explorada, servindo de base para a demonstragao e
compreensao dos principais conceitos das fungoes caracteristicas. Essa base tedrica con-
tribui para uma compreensao mais profunda da relagao entre as varidveis complexas e a
probabilidade, de modo a compreender conceitos que nao sao discutidos em cursos intro-
dutérios de probabilidade, mas que sao indispensaveis para um desenvolvimento tedrico
consistente nesse campo.

Além disso, este trabalho oferece uma breve revisao em probabilidade, abordando
conceitos fundamentais necessarios para compreender a teoria das fungoes caracteristicas.
No entanto, é importante ressaltar que nem todos os aspectos dos tépicos de variaveis
complexas e probabilidade foram aprofundados neste estudo. Sendo assim, é recomendado
que o leitor consulte as referéncias fornecidas, que vao desde os tdpicos iniciais nessas
teorias até mesmo conceitos que envolvam resultados avancados, para que deste modo o

leitor expandir e aprimorar o entendimento desses temas.
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