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Resumo

O presente texto tem por objetivo apresentar o classico problema isoperimétrico além dos principais
pontos da teoria de Fourier. Apesar de parecerem assuntos desconexos, é apresentada uma solucao para o
problema em duas dimensdes que usa ferramentas desta teoria. Concluimos instigando o leitor a conhecer
mais sobre o problema em dimensoes maiores.

Palavras-chave: Problema Isoperimétrico, Séries de Fourier, Curva Retificavel.



Abstract

The purpose of this text is to present the classic isoperimetric problem in addition to the main points
of Fourier theory. Despite seeming disconnected issues, one solution to the problem is presented in two
dimensions that uses tools from this theory. We conclude by encouraging the reader to learn more about
this problem in higher dimensions.

Key words: Isoperimetric Problem, Fourier Series, Rectifiable Curve.
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1 Introducao

O Problema Isoperimétrico (Pl) foi formulado pela primeira vez na Grécia antiga a partir da Lenda
de Dido por volta do século IX a.C. A lenda conta que a princesa fenicia Elisa (nome tirio de Dido) fugiu
da sua cidade natal, Tiro, em direcdo a Africa, devido a uma disputa de poder entre seu irmao e seu tio,
que também era seu marido. Ao chegar no continente, o rei indigena Jarbas concordou em vender uma
porcao de terras a princesa ao longo da costa, mas com uma condi¢do: ele venderia a por¢ao de terra que
ela conseguisse cercar com a pele de um boi. Ent3o, a princesa mandou cortar o couro do animal em tiras
muito finas, que quando unidas formariam um grande fio, e cercou uma 4rea em formato semicircular, que
tinha tamanho suficiente para se fundar uma nova cidade. Assim aconteceu: a faixa de terra comprada
por Dido deu inicio a cidade de Cartago. Posteriormente, o rei Jarbas anunciou que a princesa deveria se
casar com ele, sob a ameaca de invadir a cidade recém-criada. N3o contente com a ideia da unido, Dido
suicidou-se.

Figura 2: Lenda de dido. A cidade de Cartago foi
delimitada pelo couro de um boi.

Figura 1: Princesa fenicia Dido.

Independente da veracidade da lenda, temos uma questao no minimo interessante: dado um compri-
mento fixo, como cercar a maior drea possivel? No caso de Dido, esta resposta daria a maneira de se
obter mais espaco para sua cidade. A particular escolha do semicirculo por Dido foi a decisdo correta e, de
alguma forma, esse conhecimento parecia ser compreendido pelo seu povo, mesmo que sé intuitivamente.

O problema de Dido tem uma particularidade que a drea a ser cercada deve ser escolhida englobando
uma linha reta, pois ela deveria delimitar suas terras ao longo da costa do mediterraneo. Esse problema
motivou a elaboracdo do Problema Isoperimétrico, abreviadamente Pl, como abaixo.

Problema Isoperimétrico: Dado um comprimento L > 0, encontrar, dentre todas as curvas do plano
de comprimento L, aquela que engloba a maior area.

Esse problema pode aparecer em outra versao, que chamamos de dual.

Problema Isoperimétrico (versdao dual): Dada uma drea A > 0, encontrar, dentre todas as curvas
que englobam esta drea, aquela de menor perimetro.

Esse problema e suas generalizacdes para dimenses maiores como R® ou R™ ainda sio estudadas
hoje em dia. Sendo que em alguns casos, como em superficies ndo homogéneas, a questdo ainda ndo
foi totalmente solucionada. No entanto, em R? que é o caso que trataremos aqui, a solucdo é bem
conhecida. Conseguimos garantir sua existéncia e unicidade com recursos da Teoria de Fourier.



O fato de conseguirmos uma solugdo para um problema geométrico, como esse, com recursos da teoria
de Fourier, que foi inicialmente desenvolvida para o estudo de funcdes periddicas, € no minimo inespe-
rado. A seguir, vamos definir conceitos importantes e apresentar uma solucao geométrica do problema
isoperimétrico, que o restringe para poligonos somente, em um primeiro momento, e depois expande para
curvas mais gerais. Uma atencao especial deve ser dada a esse passo de passar de um poligono para uma
curva suave. O que é exatamente o comprimento de uma curva? O que é o comprimento de um circulo,
por exemplo? Podemos pensar em aproximacgdes para um circulo por poligonos inscritos ou circunscritos
e a medida que o nimero de lados desses poligonos tende ao infinito, seu comprimento tende para o
que chamamos de comprimento da circunferéncia. Essa é a abordagem natural para todas as curvas
retificaveis. Entretanto, hd curvas que n3o sao retificaveis, o que significa que se fizermos aproximacoes
delas por poligonais, o comprimento de curva divergeria para o infinito. Exemplo destes casos sdo os
fractais. Entretanto, essas figuras com certeza nao podem ser solucdes do Pl, logo ndo ha necessidade de
nos preocuparmos com elas. Concluiremos com uma demonstracao da desigualdade isoperimétrica, que
relaciona comprimento e drea para uma curva qualquer no plano.

Por fim, iremos passar pelos alicerces da Teoria de Fourier que ira nos permitir demonstrar a existéncia e
unicidade do Pl de maneira elegante, mostrando as inlimeras aplicabilidades deste ferramental matematico.



2 Solucao Geométrica

Vamos comecar definindo conceitos importantes como os de homotetia e convexidade. Em pala-
vras mais usuais, a homotetia representa a transformacdo de encolher ou aumentar uma figura. Mais
precisamente, temos a seguinte defini¢cdo.

Defini¢ao 2.1 (Homotetia). Dado um ponto O e um nimero real k # 0, definimos a homotetia
de centro O e razdao k, em notacao: H(O, k), como sendo a transformacgdo que leva um ponto P até

/ . _——>/ _}>) /
um ponto P' de maneira que OP" =k x OP e podemos escrever que P' = H(P).

Essa transformacdo conta com propriedades muito interessantes, a exemplo das duas a seguir que
serdo mais utilizadas.

1. Se R é uma regido do plano de drea A, entdo a regido AR = {\X|X € R} tem drea \?A4;

2. Se C' é uma curva plana de comprimento ¢, entdo A\C' = {\X|X € C'} possui comprimento Ac.

Outro conceito importante é o de convexidade. Uma figura é dita convexa se, ao ligar quaisquer
dois de seus pontos por um segmento de reta, este segmento ficar inteiramente contido na figura. Do
contrario, ela é dita céncava.

Figura 3: Exemplo de um poligono convexo (a esquerda) e um poligono concavo (a direita). Dis-
ponivel em: hitps://castromarina.info/o-que-é-um-poligono-nao-convero

Vamos nos restringir, por agora, a estudar o Pl para poligonos. O enunciado do problema é o seguinte:

Pl para n-agonos: Fixado n natural e um nimero positivo A, dentre todos os n-agonos de drea A, qual
€ aquele que possui 0 menor perimetro?

O primeiro passo é demonstrar que tal solugdo de fato existe. Seja um poligono P,,, de n lados. Vamos
denotar seus vértices por (1,%41),- -, (Zn, yn). Por simplicidade, podemos supor que x,, = vy, = 0, isto
é, um de seus vértices esta na origem. Agora, todo poligono de n lados pode ser associado a uma tupla
em R?", a saber (x1,y1,...,%n, Yn), de forma que podemos definir uma funcdo perimetro P : R*" — R,
dada por

n—1
P =[(z1,y1)|] + Z (i, i) = (@is1, Yir) |
i=1

Como o conjunto de todos os poligonos com um vértice na origem e drea fixada A é um conjunto
compacto, e dado que a funcdo P é continua, temos pelo teorema de Weierstrass, que P admite um
minimo no conjunto em questdo. Assim, estd garantida a existéncia de pelo menos uma solu¢io para o
Pl formulado acima. O
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Lema 2.1 (Convexidade). Todo poligono P solug¢io do PI para n-dgonos deve, necessariamente,
ser convero.

Demonstracao. Suponha que o poligono n3o seja convexo. Vamos mostrar que existe um outro poligono
de mesma area, mas com perimetro menor, isto é o primeiro deles nao pode ser uma solucao para o Pl
que procuramos. Para comecar, tenha em mente o exemplo de um poligono nao convexo como abaixo,
ou seja existem dois pontos, A e B, cujo segmento de reta que os une entra e sai do poligono ao menos
uma vez.

Figura 4: Exemplo de poligono concavo. Imagem produzida pelo autor através do software FX Draw

Note que se trocarmos a parte do contorno do poligono que fica entre os pontos A’ e B’ pelo segmento
de reta que une os dois, iremos aumentar a drea da figura, ao passo que iremos reduzir seu perimetro,
ja que a soma de dois lados de um tridangulo é sempre maior que o terceiro. Como aumentamos a drea,
podemos, por homotetia, reduzir a nova figura para chegar na area inicial. Esta nova figura resultante da
homotetia ird ter um perimetro menor ainda. O

Sabendo da convexidade do poligono, vamos enunciar uma proposicao ainda mais forte.

Proposicao 2.1. Se P, € um n-dgono de drea A que € solu¢ao do PI, entao P, ¢é equildtero, i.e.,
todos os lados de P, tém o mesmo comprimento.

Demonstracao. Vamos supor inicialmente por absurdo que P, tem dois lados consecutivos de medidas
diferentes, AB e BC. Mostraremos que existe um n-agono de mesma area, porém com um perimetro
menor. Considere o segmento AC', inteiramente contido dentro do poligono, afinal ele é convexo. Pelo
vértice B, trace uma reta r paralela ao segmento AC e seja A’ a projecdo de A pela reta r. Use de
referéncia a figura abaixo.

Figura 5: Poligono equilatero. Imagem disponibilizada em [1]

Por construcdo, os segmentos A'Be AB possuem o mesmo comprimento. Agora note que se trocar-
mos B por um ponto M qualquer da reta r, teremos um novo poligono de mesma drea, pois o triangulo
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ACM possui a mesma altura relativa a base AC' do que o tridngulo AC'B, porém o perimetro podera ser
diferente. Dentre todas as escolhas para M, vamos escolher aquela que minimize a soma |A'M| + |MC],

o que significa minimizar a soma dos comprimentos dos lados consecutivos mantendo a mesma 4érea, ja
que |[A'M| = |AM].

Uma vez que a menor distancia entre dois pontos é um segmento de reta, temos que o ponto M deve
estar sobre o segmento A’C. Mostraremos que esse ponto ¢, na verdade o ponto médio deste segmento
e, sendo assim, A’M = MC, ou ainda, |AM| = |MC|, de onde concluimos que para reduzir o perimetro
devemos ter lados consecutivos de mesmo tamanho. De fato, ha dois tridngulos semelhantes na figura, a
saber os dois triangulos retangulos cujo um dos vértices é A’. Dado que a razio de semelhanca do menor
|A'M|
|AC
M é de fato o ponto médio do segmento A'C. O

para o maior é 1/2, ja que A’ foi tomado como sendo o reflexo de A, temos que = 1/2, ou seja,

Mais do que equilatero, conseguimos mostrar que o poligono solucao do Pl é também equidngulo.
Antes, porém, vamos enunciar e provar dois lemas abaixo que vao ser lteis na obtencdo deste resultado.

Lema 2.2. Entre todos os triangulos com lados medindo | e m o que tem maior drea € o triangulo
retangulo de catetos | e m.

Demonstracao. Tome como exemplo o tridngulo abaixo, com lados [ e m e um angulo genérico entre
eles 6.

Figura 6: Triangulo com angulo variavel. Imagem produzida pelo autor através do software FX Draw
Sabemos da lei dos cossenos que o terceiro lado deve valer

n* =1*+m* — 2lmcosf (1)

Também podemos determinar a area A do tridngulo utilizando a férmula de Heron

A=+/plp—1)(p—m)(p—n) (2)
l+m+n

comp = — sendo o semiperimetro. Agora note que para maximizar a area, devemos maximizar o

semiperimetro e para tanto devemos maximizar n, o que exige minimizar o termo —2[m cos ) que aparece
em 1. Para minimizé-lo basta tomar # = 90°, pois assim o termo ird zerar. ]

Lema 2.3. Se o segmento P(Q) ¢ diametro de uma circunferéncia C e X é um do plano tal que
ZPX(Q =90°, entao X estd sobre C.

Demonstracdo. Considere duas situagdes: (i) o ponto X estd dentro da circunferéncia e (ii) o ponto
X é externo a circunferéncia. Vamos mostrar que nenhum desses casos é possivel que o angulo ZPX(Q
seja reto
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Figura 7: Ponto X dentro da circunferéncia. Imagem produzida pelo autor através do software FX
Draw

Se X estad dentro e mede 90°, entdo a soma dos angulos o e 8 também é 90°, j& que a soma dos
angulos internos no triangulo APX(Q deve ser 180°. Uma vez que o angulo inscrito é metade do seu

arco correspondente, estariamos dizendo que a soma dos arcos PR e g@ seria 180°, o que claramente

nao é possivel devido a presenca do arco RS. A demonstracao do outro caso é analoga, devendo lembrar
apenas da expressao para um angulo externo a circunferéncia. O

Agora, podemos enunciar e provar o seguinte resultado.

Proposicao 2.2. Se P, € um n-dgono que ¢é solucao para o PI, entao P, € regular, ou seja, o
poligono solugao € equildtero e equiangulo.

Demonstracao. Para provar este enunciado, vamos utilizar a outra versao do Pl, ou seja, vamos manter
o perimetro fixo e procurar cercar a maior area possivel, dado um nimero de lados. Vamos dividir em
dois casos.

Caso 1: n =2k

Considere P e () dois vértices opostos de P,,. Logo hd k — 1 vértices entre os dois pontos, tanto
em uma direcdo quanto na outra. Seja 7 a reta que passa por P e (). Esta reta necessariamente divide
o poligono em duas areas iguais. Para enxergar isso, vamos primeiro notar que o poligono é equilatero,
fato que ja foi provado na proposicdo anterior. Agora, se as regides tiverem dreas diferentes, basta refletir
aquela de maior drea e teremos um novo poligono, de mesmo perimetro, mas com area maior, configu-
rando um absurdo ja que supomos que P,, é solucao para o PI.

Vamos mostrar que para qualquer vértice X do poligono, o angulo ZPX( vale 90°, o que significa,
pelo Lema 2.3 que todos os vértices do poligono estdo dispostos em uma circunferéncia e, portanto, ele

é regular.

Denote por Q o (k+1)-4gono que corresponde a parte de P,, que contém o vértice X. Veja a figura
abaixo.
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Figura 8: Poligono equiangulo. Imagem disponibilizada em [1]
Em termos de 4rea temos a seguinte relac3o.

A(Q) = A(PolP) + A(PolQ) + A(APXQ) (3)

Pensando nos dois polignos, PolP e Pol(), como rigidos, vamos mover o ponto () ao longo da reta
r carregando o poligono Pol() sobre o segmento X (). Note que esse movimento nao altera o perimetro
de @), nem as areas dos poligonos Pol() e PolP. Portanto, vamos posicionar () de forma que o angulo
ZPX(@ messa 90°, o que ird maximizar a drea do triangulo APX(Q pelo Lema 2.2, e consquentemente
maximizaremos a area de Q.

Tomando um novo poligono R que é a unidao de Q com seu reflexo sobre a reta r, temos que a area
de R é maior ou igual a drea de P,,, o que é um absurdo ja que estamos supondo P, solu¢ao do PI. Logo,
P, é regular.

Caso 2: n=2k+1
Considere Q,,, o poligono regular de 2n lados que sabemos ser solu¢cdo do Pl para 2n-agonos. Ligue n

vértices de Q,,,, pulando um a cada passo, para formar outro poligono regular: Q,,, conforme mostra a
figura abaixo.

./\.

QZn

T Qn

~—

Figura 9: Poligono equiangulo II. Imagem disponibilizada em [1]
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Seja 7 um dos tridngulos que é formado pelos lados de Q,, e Q,,. Seja também P,, o poligono
solucdo do Pl para n-agonos. Colando sobre cada lado de P, um tridngulo 7, obtemos um poligono
de 2n lados, Ps,. E necessario que Py, seja congruente Qs,, pois sendo teriamos uma contradicdo do
primeiro caso, dado que o poligono regular de 2n lados com perimetro fixo é tnico. Mas se Ps, = Qa,,,
entao P, = 9,,. ]

Vamos experimentar agora variar o nimero de lados. Nao é dificil ver que, dado um perimetro fixo,
ao aumentarmos o ntimero de lados n do poligono regular, aumentamos também sua drea. Sendo assim,
vamos provar a proposicao abaixo.

Proposicao 2.3. A fungio A(n) =drea do n-dgono reqular de perimetro L é uma fungdo crescente.

Demonstracao. Primeiro, note que um poligono regular de n lados pode ser dividido em n tridangulos
isbsceles congruentes entre si, com base medindo L/n e dngulo oposto a base medindo 27 /n. Seja h,, a
medida do apétema do poligono, isto é, a altura de um desses tridangulos ou se preferir a medida do raio
da circunferéncia inscrita ao poligono. Veja a figura abaixo.

e

-

Figura 10: Apotema. Imagem produzida pelo autor através do software FX Draw

A area de cada triangulo isdsceles é Dessa forma, como dividimos a figura em n triangulos, a

n
expressao para a area do poligono em funcao do nidmero de lados é

Aln) = @

Vamos olhar para um desses triangulos para encontrarmos uma expressao para h, que dependa somente
do nimero de lados do poligono e do perimetro L.

= |3

Figura 11: Apdtema. Imagem produzida pelo autor através do software FX Draw
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Temos que

L
tan(mw/n) = oI (5)
L cot(m/n)
h, = A
Substituindo 6 em 4, encontramos que
L? cot(m/n)
A =
(m) = = (7

O
A relacao 7 é uma funcdo crescente em n, isto é, conforme o nimero de lados aumenta, também
aumenta o valor da area.

Desta proposicao seguem dois corolarios.

Corolario 2.1 (Desigualdade isoperimétrica para poligonos). Vale a seguinte igualdade para
qualquer poligono P de perimetro L e niumero de lados n > 3,

L?cot(m/n) _ L?
AP < —— L 2 < — 8
(P) < 4n T Ar (®)
Demonstracao. Dado um poligono qualquer P, de perimetro L, para qualquer nimero de lados n
sabemos que o poligono de maior area é o regular. Logo vale que

Ap) < Letm/n) ©)

Porém, como a area do poligono regular é uma fungao crescente no nimero de lados, temos que

2 2 2

L? cot(m/n) < lim L? cot(m/n) _ L (10)
4dn n—00 4n 4r

[

Corolario 2.2. Seja a uma curva plana fechada simples retificavel de comprimento L que delimita

uma regido de drea A e seja € > 0. FEuxiste um poligono P’ de perimetro L' e drea A', tal que
IL—L|<ee|A—A|<e.

Vamos concluir com a desigualdade isoperimétrica para curvas em gerais.

Teorema 2.1 (Desigualdade isoperimétrica para curvas). Seja C uma curva fechada simples
retificavel de comprimento L que engloba uma regido de drea A. Entao
L2
AL — (11)
47
E, se C for um circulo vale a igualdade.

Demonstracao. Vamos observar primeiro que o circulo de perimetro L possui area maior do que qualquer

i i i i i L? . L*cot(m/n)
poligono regular de mesmo perimetro. Isso por que a area do circulo é dada por — = lim —
T n—oo n

Dado € > 0, seja P’ o poligono que aproxima a curva retificdvel acima, conforme o coroldrio 2.2. Vale
que
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A< A +¢ (12)
= 4w A < A1 A’ + 4dre (13)

Utilizando a desigualdade isoperimétrica para poligonos na ultima desigualdade, temos

4r A+ dme < L 4 4me (14)
< (L +€)* +4me (15)
= L* 4+ €¢(2L + 4w +¢) (16)
Tomando o limite para € — 0, temos que 47 A < L O]

Desenvolvemos até aqui uma solucdo geométrica para o problema isoperimétrico. Queremos utilizar
recursos da teoria de Fourier para mostrar uma solucdo alternativa mais elegante. Antes, porém vamos
passar pelos principais pontos da teoria de Fourier.

3 Elementos da Teoria de Fourier

3.1 Vida e obra de Fourier

Jean Baptiste Joseph Fourier, nascido em 21 de margo de 1768 em Auxerre, na Franca, e falecido em
16 de maio de 1830 foi um matematico e fisico francés conhecido principalmente pela sua contribuicdo
a analise matematica do fluxo do calor, problema que o motivou a investigar a decomposicao de fun¢oes
periddicas em séries trigonométricas que, posteriormente, levaram o seu nome.

Figura 12: Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830). Disponivel em:
https://pt.wikipedia.org/wiki/Jean_Baptiste_Joseph_Fourier

Treinado para ser sacerdote, Fourier ndo fez seus votos religiosos e em 1790 tornou-se professor de
matematica na escola militar de Auxerre (onde ja havia estudado). Em 1793, seduzido pelos ideiais re-
publicanos, envolveu-se na politica e juntou-se ao Comité Revolucionario de Auxerre. Fourier tentou se
demitir do comité depois do terror gerado pela Revolucao Francesa, porém ja estava envolvido demais
nos assuntos politicos, e acabou sendo preso em julho de 1794. Ao final daquele ano, ele é libertado
por uma mudanc¢a no cendrio politico, e acaba ingressando na Escola Normal de Paris, como aluno dos
maiores fisicos-matematicos da época: Joseph-Louis de Lagrange, Pierre Simon Laplace e Gaspard Monge.

Em 1798, juntou-se a Napoledo na sua expedicdo ao Egito. Em 1801, depois das vitdrias inglesas
e resultante capitulacdo francesa, Fourier voltou a Franca e foi nomeado prefeito de Isére, tendo mais
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tarde sido nomeado como prefeito de Grenoble, por Napoledo. Foi nesse periodo que Fourier desenvolveu
a maior parte do seu trabalho sobre propagacdo do calor, e em 1822 escreveu Theorie analytique de la
chaleur (Teoria analitica do calor), um marco na fisica-matematica e uma obra que abre espago para a
area da analise de Fourier. No entanto, o trabalho sofreu muitas criticas de Laplace e Lagrange, devido
a uma simplificacao excessiva e pouco rigorosa. Fourier aprimorou seu trabalho com os anos, e posterior-
mente seu estudo ganhou contribuicdes de notdveis matematicos como Johann Dirichlet, Francois Budan
de Boislaurent e Jacques Charles Francois Sturm.

A anélise de Fourier é uma das técnicas matematicas com maior nimero de aplicacdes praticas hoje
em dia. Além de ser utilizada extensivamente em calculo numérico nas areas mais diversas das ciéncias
aplicadas e engenharias, a andlise de Fourier constitui ainda a base do processamento de sinais. Tem por
isso um papel central nas telecomunicacdes modernas e também no processamento de imagens digitais.
Como curiosidades: é utilizando analise de Fourier que se retira a voz das cangdes para fazer karaoke e
também que se faz a compressdo de imagens em formato JPEG.

3.2 Funcoes periddicas

E comum se deparar com func¢des definidas no conjunto dos reais R, mas que se repetem com deter-
minada periodicidade. Tais fun¢des sdo chamadas de periddicas. A seguir encontra-se uma definicdo mais
formal deste conceito.

Definicao 3.1. Uma funcdo f possui periodo T > 0, se T € o menor numero real positivo tal que
para todos x e x + T pertencentes ao dominio de f, é verdade que f(x +T) = f(z). Uma fungdo
com tal propriedade ¢ dita periodica.

Exemplo 3.1. As funcdes seno e cosseno sao periodicas de periodo 2w. De fato, temos que

sin(x 4 2m) = sin(x) cos(2m) + sin(27) cos(x) = sin(z) (17)

cos(x 4 2m) = cos(z) cos(2m) — sin(x) sin(27) = cos(x) (18)

. .. ~ - 2m
De maneira geral, as fungdes sin(ax) e cos(ax), com « # 0, sdo periddicas de periodo —.
a

_ . . /nTx nwx - o ,
Em particular, as fun¢des sin (T) e Ccos (T) comn € Ne L > 0, sdo periddicas de periodo

2L nmw
—. Neste caso tem-se @ = —.
n L

Uma estratégia que vai ser importante no estudo das séries de Fourier é "estender’ o dominio de uma
funcao definida em um intervalo limitado para todos os reais de forma que ela seja periddica.

Mais precisamente, seja f : [a,b) — R. Vamos definir I = [a,b) o intervalo no qual ela estd
compreendida. Se x € R e x ¢ I, seja n o inteiro tal que z € I, = [a+ n,b+ n). Note que
existe um dnico inteiro n tal que x € I,,. Neste caso, definimos a funcao F' : R — R de maneira que
F(z) = f(z — nT). Por construgdo temos que F' é periddica de periodo T e, além disso, ela é uma
extensdao do dominio de f para os reais. A figura a seguir ilustra esse processo, em que o pontilhado
indica a extensao de f de forma que ela seja periddica.

3.3 Série de Fourier
3.3.1 Coeficientes da série de Fourier

Sejam ag, a,,b, € R,n =1,2,... Considere a seguinte série trigonométrica
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fix) ,

Figura 13: FExtensao do dominio da f, de forma a tond-la periddica. Disponivel em:
https://www.tutorbrasil.com.br /forum/viewtopic.php?t=53052

Forlfl( —i— Z [an cos < > + by, sin (nzxﬂ (19)

A expressdo acima é chamada de Série de Fourier da funcio f se os coeficientes ag, a,, e b, forem
dados por

/ f(z cos ) dx,n >0 (20)
/ f(z sm ) dr,n > 1 (21)

A igualdade entre a série e a funcdo f sé é possivel sobre determinadas condicdes, que serdo vistas

adiante. Vale destacar que a série acima representa a extensao periddica da fungdo f no intervalo simétrico
[—L, L] com periodo T = 2L.

) . ) . /n7Tx nmwx -
Abaixo encontram-se as relagdes de ortogonalidade entre sin <T> € cos (T) que sao uteis em
diversas ocasioes.
L mmx nmx
/Lsin< ; )cos(T>dx:0,m,n21 (22)
L
mmx nmx 0,m#n
- R = ! >
/_Lsm< 7 )sm( 7 )dw {L,m:n ,m,n>1 (23)
L
mmx nmwx 0,m#n
= ’ >
/_Lcos< 7 )COS(L>dI {L,m:n’ ,n>1 (24)

3.3.2 Existéncia da série de Fourier

Vimos que a série de Fourier de uma funcdo f é dada por

5+ Z [ancos (“77) + busin ()|

. Vamos encontrar condicGes suficientes para que a série de Fourier esteja bem definida, sem se preocupar
se ela converge ou ndo em um primeiro momento.
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Definicao 3.2. Uma funcio f € dita £* se f e |f| forem integrdveis.
Proposicao 3.1. Seja f : R — R uma fungdo periédica de periodo 2L e £ em [—L, L]. Entdo, os

coeficientes de Fourier dados da forma:

1 b
a, = Z/Lf(x)cos <$) dx,n >0

1 [r nmwx
= = in [ — >
by, L/_Lf(x)sm< 7 )dx,n_l

estao bem definidos.

3.3.3 Convergéncia da série de Fourier

Vamos agora nos preocupar com a convergéncia da série de Fourier definida em 19. Para isso, vamos
introduzir a classe de fungdes seccionalmente continuas.

Definicao 3.3. Uma funcdio f : R — R € dita seccionalmente continua se possuir um niumero finito
de descontinuidades (todas de primeira espécie) em qualquer intervalo limitado.

Em outras palavras, dado a < b, existem a < a1 < ay < --- < a, = b, tais que f € continua em cada
intervalo (a;,a;11) e existem os limites laterais

f(af) == lim f(a) e f(a7) == lim f(x)

x~>a:’r T—a;

Definicao 3.4. Uma funcdao f é dita seccionalmente diferencidvel se f e f' forem seccionalmente
continuas.

O teorema a seguir garante quando a série de Fourier de uma fung¢do converge pontualmente.

Teorema 3.1 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R uma funcao seccionalmente diferencidvel e

de periodo 2L. Entao, a série de Fourier de f converge para §[f(x+) + f(z7)] em cada ponto z, isto
¢,

1 ag > nmwr nwx

Z + )] == -/~ in [ —=

Q@)+ @) =5 +nzl [“”COS( L ) M”Sln( L )}
Onde f(z") e f(x7) sao os limites laterais de f em w.

Veja [3], capitulos 3.2 e 3.7 para uma demonstragdo mais detalhada do teorema acima.

No teorema acima cabe uma observacdo: nos pontos em que f é continua, a série de Fourier converge
exatamente para o valor da fun¢do naquele ponto.

Vamos ilustrar os conceitos vistos até aqui, bem como o teorema de Fourier acima, com um exemplo
pratico.

Exemplo: Considere uma fungdo periédica de periodo 2L, dada por f(z) =z para —L < x < L. Um
trecho do grafico desta funcdo estd representado abaixo.

Vamos agora determinar a série de Fourier desta fungdo. Note que ela é seccionalmente diferencidvel,

ao definir os pontos ay, as, ..., a, como seus pontos de descontinuidade. Logo, pelo teorema acima, a série
de Fourier ird convergir para o valor da funcao nos pontos em que ela é continua. Assim, o gréafico da
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-3L -2L

Figura 14: Gréfico da fungao periddica f(z) = x para —L < x < L. Imagem produzida pelo autor
através do software Geogebra.

série de Fourier de f serd semelhante ao da funcao, com excessdo dos pontos de descontinuidade, onde
a série assume o valor nulo, em virtude dos limites laterais serem —L e L.

Como f é impar, os coeficiente a,, serdo nulos paran =0,1,2,... e teremos uma série de senos com

nmwx 2L

. 2 (b
coeficientes b,, dados por b,, = T / T sin Tdm. Integrando por partes, obtemos que b, = — (—1)"**.
0 nm

Podemos escrever a série de Fourier de f da seguinte forma:

Fifw) = 2250 U o (11) (25)

n=1
A seguir, podemos ver as quatro primeiras reduzidas para a série de Fourier mostrando claramente o
refinamento que se obtém ao se tomar reduzidas de ordem cada vez maior. Podemos também observar o
fato de que a série converge para 0 nos pontos de descontinuidade.

-3L

Figura 15: Gréfico das quatro primeiras reduzidas da funcao f. Imagem produzida pelo autor através
do software Geogebra.
Os coeficientes de Fourier satisfazem a chamada Desigualdade de Bessel:

L

ERDICRAES Y MBI (26)

—L
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Outros dois importantes conceitos de convergéncia sdo o de convergéncia em média e convergéncia
uniforme.

Defini¢ao 3.5. Dizemos que uma sequéncia de fungoes ¢n(z), definidas em [—L, L] converge em
média para f(x), definida no mesmo intervalo, se

Jim [[f —on][ =0 (27)

L
em que |11 = ol = [ [$() = on(a)de
~L

Teorema 3.2 (Identidade de Parseval). Uma condigao necessdaria e suficiente para a série de
Fourier convergir em média para f(x) é valer a sequinte identidade:

@ N0, o 1t 2

Ty = g [ )l (28)

n=1 -

Um conceito mais forte do que o de convergéncia em média é o de convergéncia uniforme, conforme
abaixo.

Definicao 3.6. Dizemos que uma sequéncia ¢y de fungoes converge uniformemente para uma funcao
f(z) no intervalo [—L, L], se para qualquer que seja € > 0 existir M tal que para todo N > M e
xr€[-L,L]

f(z) — on(x)] <€ (29)

Proposicao 3.2. A convergéncia uniforme de uma sequéncia de fungoes ¢n(x) para uma fungdao
f(z) definida em um intervalo [« 5] implica em sua convergéncia em média.

Demonstracdo. De fato, dado ¢ > 0, se temos |f(x) — ¢n(x)| < € para N > M e todo z € |, ],
entao

B B B
low = f1F = [ lox(o)~ f@Pdz <& [ [ dr—é(p-a)=¢ 30
[

Teorema 3.3. Seja f(x) uwma fun¢iao continua em [—L, L], tal que f(—L) = f(L) e seja f'(x)
continua por partes em [—L, L]. Entao a série de Fourier de f converge absoluta e uniformemente
para f(x), para x € [—L, L].

Para uma visdo mais detalhada da convergéncia em média e da convergéncia uniforme de uma série
de Fourier, recomendamos a leitura do capitulo 1.4 da referéncia [2].
3.3.4 Série de Fourier em intervalos arbitrarios

Até agora consideramos a série de Fourier para uma fun¢&o definida em [—L, L]. Agora vamos adaptar
a definicdo para obter a expressdo da série em um intervalo arbitrério [«, /3].

Primeiro, vamos fazer uma transformag&o de varidveis que leva o intervalo arbitrario [« 3], na varidvel
x, no intervalo em que conhecemos a expressdo para a série: [—L, L], na varidvel t. Mais precisamente
queremos uma tranformagdo afim ¢(x) de tal forma que
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t(B) =L (32)
Resolvendo um sistema simples obtemos que a transformacdo adequada é
L(2x — B — «)
t(x) = 33
(@) = 2 (3)
Considere uma fungdo ¢ de tal forma que ¢(t) = ¢ ( ) . J4 sabemos escrever
a série de Fourier para ¢, Fyr[¢](t), ja que a varidvel ¢ varia entre [—L, L]. Temos que:

Far[é 5+ Z [an cos ( ) + b, sin (mtﬂ (34)

Fazendo a mudanca de varidvel defmlda em 33, obtemos o seguinte resultado para a série de Fourier
de f no intervalo arbitrdrio [«, /]:

Fis_olf](z) = §0+§:1 {ancos (m 2”["_5_0‘)) + b, sin (W(Z’”—B_O‘))} (35)

f—a f—a

Em que definimos Fj_,[f](z) = Fy.[¢](t). Substituindo a transformagdo 33 na expressdo para os
coeficientes em 20, na varidvel ¢, e fazendo algumas manipulacdes, obtemos as seguintes relacoes:

fa / Y o) (36)
— / f(x) cos (;nm> dx (37)
- /a f(x)sin (;Ti) dx (38)

3.3.5 Forma complexa da série de Fourier

n

b, =

Podemos utilizar as seguintes relacdes de Euler para escrever a série de Fourier em sua forma complexa

" = cos(0) + i sin(6) (39)
0 ,—i0

cos(f) = % (40)
it _ i

cos(f) = 5 (41)

Dessa forma, a série de Fourier na forma complexa de uma funcdo f é

o0

flz) ~ Z o T, (42)

1 L 'LTLTFQ:

Cn flx

—L

(43)
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3.3.6 Diferenciacao e integragao da série de Fourier

Teorema 3.4. Seja f : [o, 8] = R uma funcao continua tal que f(a) = f(B) e seja f'(x) continua
por partes e com derivadas laterais em [, B]. Entao, os coeficientes da série de Fourier de f', que
converge, podem ser obtidos a partir da série de Fourier de f derivando termo a termo esta série.

Teorema 3.5. Seja f uma funcao continua por partes em [a, B]. Entdo, independentemente da série
de Fourier de f convergir ou ndo, podemos integrd-la, termo a termo, de o até x € |« f].

Para o leitor mais interessado, recomendamos o capitulo 1.5 da referéncia [2], que trata da integra¢do
e diferenciacdo de uma série de Fourier.

4 Solucao do PI via séries de Fourier

4.1 Pré-requisitos de geometria de curvas

Uma referéncia classica para o estudo de curvas é o livro do Manfredo do Carmo [5], em que ha o
aprofundamento dos conceitos tratados neste capitulo que foram simplificados para nosso propésito.

Defini¢ao 4.1. Dizemos que uma fungao € de classe C™, com m € {0,1,2,...} quando ela possui
derivadas continuas até a ordem m. Dizer que uma funcdao € C™ por partes significa que consequimos
dividir o seu dominio de definicao em uma quantidade finita de subintervalos onde ela € C™, em cada
um.

Chamamos de curva parametrizada uma aplicacdo o : I — R?, em que I C R é um intervalo fechado,

por exemplo [a, b]. Se subdividirmos o intervalo em m pontos da seguinte forma: {a = to,t1,t2,...,t, =
b} do intervalo [a,b] e ligarmos os pontos «(t;_1) = (z(t;i_1),y(tii1)) e alt;) = (z(t;),y(t;)) para
i €{1,2,...,n} obteremos a linha poligonal denotada por («, {t;}). Veja na figura abaixo um exemplo

de linha poligonal.

Figura 16: Linha poligonal de uma curva para uma dada partigdo. Imagem disponibilizada em [1].

O comprimento da linha poligonal (o, {¢;}) é dado por L(a, {t;}) = Z [la(t;) — a(t;—1)||, onde |||

denota a norma euclidiana dada por [|a(t)|| = |[(x(t), y(t))|| = \/xt) + y2(¢).

Definicao 4.2. Uma curva « € dita retificdvel quanndo o supremo dos comprimentos de todas as
linhas poligonais obtidas das partigoes do intervalo |a,b] existir e for finito.

Quando z(t) e y(t) forem C™ por partes diremos que a curva «(t) também é C™ por partes. Se «
for C* por exemplo, ela admite nos pontos de diferenciabilidade o vetor velocidade dado por

o (t) = (2'(1), /(1)) (44)



Proposicao 4.1. O comprimento de uma curva no intervalo |a,b] é dado por

b b
= [Cllallar = [0 e (45)

O traco da curva o é o seu desenho no plano, ou seja, é a imagem a(I) = {a(t)|t € I}. E comum
chamar o traco da curva simplesmente por curva.

Proposicao 4.2. O comprimento de uma curva independe de sua parametrizacao.
Definigao 4.3. Uma curva suave « € dita reqular se o (t) # 0 para todo t € I.
Uma propriedade bastante importante das curvas regulares é a seguinte.

Proposigao 4.3. Seja o : I — R uma curva regular no intervalo [a,b]. Entdo existe 3 : [a,b] — R?
curva reqular tal que o e B possuem o mesmo traco em R* e B satisfaz ||3'(t) = 1|| para qualquer
que seja t € [a,b).

Uma curva regular o : I — R?, com o vetor tangente satisfazendo ||o/(t)|| = 1 para todo ¢ € I, é
dita parametrizada pelo comprimento de arco, ou abreviadamente é dita uma curva p.c.a. Conforme a
proposicao acima, todas as curvas regulares admitem uma parametrizacao p.c.a.

O vetor tangente a curva «, em cada ponto ¢, é dado por /(t) = (2'(t),4'(t)). Note que se a curva
for p.c.a este vetor é sempre unitario. Agora queremos definir um campo de veotres ortogonais a curva «
em cada ponto, que serd dado por

N(t) := N(a(t) = (=y'(t), 2'(t)) (46)

)=
Note que o produto escalar (N(t),a’(t)) é nulo, indicando que os vetores do campo sio de fato orto-
gonais. Observe que ||[N(¢)|| = ||&/(t)]| = 1, i.e, os vetores ortogonais também s3o unitérios.

Considerando uma curva « p.c.a de classe C?, a derivada do campo normal é dada por

N'(t) = (=y"(1),2"(1)) (47)

Como a curva é p.c.a sabemos que 2/ (t)*> +3/(t)* = 1 e derivando esta dltima relacdo com respeito a
t, obtemos que

o' (t)z'(t) + " ()y'(t) = 0 (48)

Logo, N'(t) é ortogonal a N(t), que por sua vez é ortogonal a a/(t). J4 que no plano hd somente duas
dimensdes, concluimos que N'(t) é paralelo a o/(t), de forma que existe uma constante k (que depende
de t) tal que

N'(t) = —k(t)a'(t) (49)

Abrindo em termos de coordenadas, a relacao acima é equivalente as duas seguintes condicoes

2'(t) = —k(t)y'(t) (50)
y'(t) = k() (1) (51)

A constante k(t) é chamada de curvatura de o em «(t). H4 algumas observagdes relevantes a respeito
desta constante. Observe que na equacdo 49, em termos de norma, temos que ||N'(¢)|| = |k(t)|, uma
vez que ||/ (t)|]| = 1, ou seja, a constante k() mede, a menos de um sinal, o comprimento de N'(t),
e portanto mede o quanto N(t) varia com ¢. Se uma curva tem curvatura constante igual a zero, isso
significa que N'(t) = 0, o que implica em N(¢) constante, isto é, a curva o deve ser uma reta. Assim, a
curvatura k(t) mede o quanto uma curva deixa de ser uma reta.
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Definicao 4.4. Uma curva o : [a,b] — R? € dita fechada e simples, ou simplesmente curva de
Jordan, se a(a) = a(b) e se ela é injetiva em |a,b]. Uma curva de Jordan delimita uma regido
D do plano. Ao parametrizi-la costumamos orientd-la no sentido anti-hordrio, de forma que quem
caminhe sobre a curva no sentido positivo de t tenha D sempre a sua esquerda.

Pode-se mostrar que se a é regular, com esta orienta¢do, tem-se que —N(¢) = (y'(¢),—2'(t)) é o
campo normal exterior a D). Esta é a orientacdo adequada utilizada no Teorema da Divergéncia que
relaciona a drea de D com seu bordo dD. Veja abaixo um exemplo de curva de Jordan.

A
¥

v

Figura 1T7: Curva fechada e simples com orientacao positiva. Disponivel em:
https://brainly.com.br/tarefa/55228145

4.2 Pré-requisitos de Calculo

Definicao 4.5. Um campo vetorial V em Q € R* € uma funcdo que a cada ponto p = (z,y) €
associa um vetor V(p) = (X(p),Y(p)) em R*, em que X e Y sdo fungées de Q em R. O campo V ¢é
dito diferencidvel quando X eY forem diferencidveis.

Definicao 4.6. O gradiente de uma funcio f : Q € R> = R € o vetor denotado por Vf e definido
como oy oy

\Y — 52

= (5.5 0) (52

Definigio 4.7. Se V é um campo de vetores em Q € R? dado por V(p) = (X(p),Y (p)), o divergente
de V' € definido como

0X Y
G )+ 5 )

Definicdo 4.8. Se f: Q € R? = R ¢ de classe C2, entio o seu laplaciano, denotado por Af, € dado
por

divV(p) = (53)

Af =div(Vf) = a—f + g% (54)

Teorema 4.1 (Teorema de Green ou Teorema da Divergéncia no plano). Seja ) € R?
um dominio limitado de fronteira suave 0S). Se V' é um campo vetorial diferencidvel com derivada
continua em uma vizinhanca de ), entao

/dide:de:/ (V,n)ds (55)
Q o9

em que n indica o campo de vetores unitdrios ortogonais a C e ds é o elemento de comprimento
de curva.
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Relembrando, uma integral de linha na curva C é calculada da seguinte forma: se a : [a,b] — R? é
uma parametrizacao da curva C' e g : C' — R é a func3o a ser integrada, entdo

b
JLators = [ atatoniolar (56
Note que esta é uma integral de uma fungcao de uma variavel.

Uma consequéncia do teorema 4.1 é que a area de uma regido €2 delimitada pela curva de Jordan C'
retificidvel pode ser calculada via integral de linha com relacdo a x e y da seguinte forma:

1
A(Q) = —/ xdy — ydx (57)
2 Je
Demonstracao. Por um lado temos que
A(Q) = / ldzdy (58)
Q
Se V(x,y) é o campo dado por V (z,y) = <g, %) temos que divV/(x,y) = 1. Utilizando o Teorema
da Divergéncia no plano, temos que:
/ divVdzdy = / (V,n)ds (59)
Q o9

Vamos parametrizar €2 por uma curva regular a : [a,b] — R?, que supomos ser p.c.a, dada por
a(t) = (z(t),y(t))., orientada no sentido positivo. Neste caso temos que o lado direito em 59 é dado por:

/ab<V($(t)> y(t)), —N(t))dt = /ab < (@ @) (1), —:U'(Zf))> dt (60)

1

b
=5 [ #ow® - u i =5 [ ady—yiz )

Utilizando integracdo por partes, podemos mostrar que

/xdy —ydr = / xdy = —/ ydx (62)
c c c
4.3 Solucao do PI

Seja f : [0,1] — R uma fung3o continua de classe C'' por partes e tal que f(0) = f(1). A indentidade
de Parseval neste caso fica:

DN | —

2 ® 1
g 2 2 2
-0 =2
DS CRRAREY QB (63)
e pelo capitulo 3.3.4, os coeficientes sao dados por
1
ag = 2/ f(z)dz (64)
0
1
a, = 2/ f(z) cos(2nma)dx (65)
0
1
b, = 2/ f(z)sin(2nmz)dz (66)
0
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e a série de Fourier dada por

Qo
5> 2:: a, cos(2nmx) + by, sin(2nmwz)] (67)

Além disso, se g é uma funcdo assim como f definida acima, sejam a,, € b,, os coeficientes de Fourier
da funcao f, e ¢, e d, os coeficientes de Fourier de ¢, ent3o:

b
a00+2ancn+bd _Q/f (68)

E possivel demonstrar a relacdo acima usando a ldentidade de Parseval para a soma f + g.

Agora estamos aptos para provar de fato a solugdo do Pl usando a teoria de Fourier. Seja C' uma
curva fechada simples de classe C' por partes de comprimento L que engloba uma drea A. Considere

uma parametrizagdo @ de C' por comprimento de arco, isto é, @(t) = (z(t),y(t)) e :c’(t)2 + y’(t)2 =1,
sempre que /() e y'(t) estiverem bem definidas. Podemos reparametrizar C' com fun¢des x e y definidas
em [0, 1] e dadas por x(t) = Z(Lt) e y(t) = y(Lt). Assim, z'(t)* + ¢/ (t)> = L* para t € [0, 1].

Usando o teorema de Fourier para x e y, obtemos as seguintes expressoes:

z(t) = % + Z(an cos(2nmt) + by, sin(2nnt)) (69)
y(t) = 0—20 + Z(C” cos(2nmx) + d,, sin(2nm)) (70)

Derivando as expressoes acima obtemos:

— i 2nm(—a, sin(2n7t) + b, cos(2nmt)) (71)
= Z 2nm(—cy, sin(2nnt) + d,, cos(2nmt)) (72)

Aplicando a Identidade de Parseval nas fungdes 2'(t) e y/(t) definidas acima, obtemos

o] 1
S dnr(a? +12) = 2 / 1o/ (1) [2dt (73)
n=1 0
o] 1
S dntrd(e 4 d2) = 2 / 1 ()2t (74)
n=1 0

E somando as duas igualdades teremos:

ZQn ag+ b2+ +d2) = /|x O + |y (t)]?dt = L? (75)

1
Conforme 62, a area da regido englobada por C' é dada por A = / z(t)y'(t)dt, e pelo 68 temos:
0
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Z nr(and, — bycy) (76)
n=1

Vamos obter uma expressido, em termos das relacdes acima, da diferenca L? — 47w A, que nos levard a
desigualdade isoperimétrica ja provada anteriormente. Logo,

L? — 47 A =27 Z[(nan)2 + (nby)? + (nc,)? + (nd,)* — 2na,d, + 2nb,c,] (77)
n=1
= 272 Z[(nan —dp)? + (b, + ) + 2 (n* = 1)+ d2(n* —1)] >0 (78)
n=1
A igualdade ocorre se, e somente se, a, = b, = ¢, =d, =0 paratodon >1eb = —c, =ce

a1 = di; = d, ou seja,

x(t) = % + d cos(2mt) — csin(27t) (79)
y(t) = %O + ccos(2nt) + dsin(27t) (80)

. , : ag ¢
que corresponde a parametrizacdo de um circulo de raio v ¢ + d? e centro <§0, 50> De fato das
equagoes 79 e 80, obtemos:

2
(:U(t) - %) = d* cos*(2nt) — 2cd sin(27t) cos(27t) 4 ¢* sin(27t) (81)
2
(y(t) - %0> = c? cos(27t)? + 2cd sin(27t) cos(27t) + d* sin(27t)? (82)

Somando as equagdes acima, obtemos

20— OV 4 (y) - ) = 24 2 (83)
(s =) + (0 -3)

que corresponde ao circulo descrito.
Entretanto, note que fizemos a suposicio que C' é uma curva de classe C' e queremos generalizar
o resultado para qualquer curva retificavel, pois assim teremos de fato a demonstracdo do Pl no plano,

dado que curvas nao retificaveis ndo tém chance de serem solucdo conforme discutido anteriormente.

Podemos aproveitar o fato de que uma curva retificivel pode ser aproximada por curvas de classe C*,
isto &, dado € > 0, existe C, C' por partes, de perimetro L e drea A tal que |L — L| <ee |[A—A| <e.

Como ja provamos a desigualdade isoperimétrica para curvas de classe C!, segue que:

4rA < AmA +4me < L* + 4me (84)
< (L +¢€)* + 4me (85)
= L?+e(2L + 47 +¢) (86)
Tomando o limite para € indo para 0 segue o resultado. O
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Para dimensdes maiores que 2, ndo existe prova que aproxime a simplicidade das provas existentes para
dominios planos. A abordagem mais direta, supondo que as solu¢des sejam suficientemente diferencidveis,
é utilizar Célculo de Variacdes. Como exemplo do problema isoperimétrico, no espaco tridimensional R?,
fixada uma drea A, queremos encontrar o sélido de maior volume V' que tenha a drea pré-determinada.
Para se aprofundar no problema isoperimétrico em outras superficies e/ou dimensdes maiores, recomen-
damos a leitura do capitulo 4 da referéncia [1].
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