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Resumo

O presente trabalho buscou estudar a solugao numérica de leis de conservacao
hiperbdlicas escalares em uma dimensao através de redes neurais fisicamente guiadas
na forma fraca, introduzida em 2022 [2]. Para isso, primeiro, através da teoria de dis-
tribuicoes, foi explicitada a forma integral das equacgoes diferenciais, levando as suas
conhecidas solucoes fracas. Em seguida, a condigao de entropia de Kruzhkov é apre-
sentada, o que garante a unicidade de solucoes no caso escalar. Para a aproximacao
numérica foram utilizadas redes neurais que incorporam restricoes de otimizacao, sendo
“guiadas” a partir da fisica do problema, o que leva a minimizacao de uma fungao nao
linear e nao convexa. Os experimentos numéricos se basearam na modificagao do cédigo
livre disponivel em https://github.com/mrobertol66/wpinns. A partir dos resulta-
dos, obteve-se a evolugao das ondas de choque e rarefacao para os problemas de Riemann
na equacao de Burgers inviscida. Estes foram contrastados com os resultados do PINN
na forma forte, apresentado no congresso ECCOMAS 2022, para problemas de leis de
conservagao hiperbdlicos escalares bidimensionais [I]. Assim, o método numérico obteve

solugoes promissoras e eficientes em termos de tempo e memoria computacional.


https://github.com/mroberto166/wpinns

Abstract

The present work sought to study the numerical solution of scalar hyperbolic
conservation laws in one dimension through physics-informed neural networks in the weak
form, introduced in 2022 [2]. For this, first, through the theory of distributions, we make
explicit the integral form of differential equations, leading to their known weak solutions.
Then, the Kruzhkov entropy condition is presented, which guarantee the uniqueness of
solutions in the scalar case. For the numerical approximation it was utilized neural net-
works that incorporate optimization constraints, being “guided” by the physics of the
problem, leading to the minimization of a non-linear and non-convex function. The nu-
merical experiments were based on the modification of the free source code available
at https://github.com/mrobertol166/wpinns. From the results, the evolution of the
shock and rarefaction waves for the Riemann problems in the inviscid Burgers equation
was obtained. These, were contrasted with the PINN results in the strong form, pre-
sented at ECCOMAS 2022 congress, for scalar hyperbolic conservation laws problems in
two-dimensions [I]. Thus the numerical method obtained promising and efficient solutions

in terms of computational time and memory consumption.


https://github.com/mroberto166/wpinns
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1 Introducao

A recente popularidade do método physics-informed neural network (PINNs)
[18; 22} 27; 28], ou, na traducdo adotada neste trabalho, redes neurais fisicamente guiadas,
como um método de aproximacgao para resolver numericamente classes de equacgoes difer-
enciais parciais (EDPs) (por exemplo, [19} 2T} 26]) representa um grande avango na com-
putagao cientifica [25; 20], especialmente, considerando as relativamente simples redes
neurais empregadas para esse fim [11].

Um passo importante e distinto no tratamento numérico de modelos envol-
vendo EDPs foi dado em [22] (2019) para problemas diretos (resolvendo uma equagao difer-
encial com condigao de contorno e/ou de valor inicial) e problemas inversos (aproximando
uma EDP paramétrica sobre um conjunto de dados experimentais), combinando mode-
lagem de equagdes diferenciais e abordagens baseadas em dados; veja também [14; [17].
Desde entao, apenas alguns trabalhos foram desenvolvidos com uma analise matematica
e numérica rigorosa; veja [14; 23; 24] e as referéncias nele citadas.

Para o propdsito especifico do presente trabalho, consideramos essencial destacar
alguns avancos recentes dos quais obtivemos insights adicionais, a saber, a prova da con-
sisténcia para EDPs elipticas e parabdlicas lineares de segunda ordem [12]; estendendo
esta estratégia a prova generalizada de consisténcia para equagoes lineares [13], incluindo
a equagao de adveccgao linear, que é uma EDP linear hiperbdlica; e a estimativa de limites
de erro para problemas diretos e inversos [14].

Apesar do sucesso recente de abordagens baseadas em aprendizado para re-
solver EDPs em configuragoes relativamente “bem comportadas”, ainda existem pontos
nessas metodologias e aplicagoes que merecem uma discussao mais profunda, tanto em
termos tedricos quanto praticos.

Uma dessas questoes esta relacionada ao fato de solugoes de leis de conservacao
hiperbdlicas poderem ser descontinuas. A andlise de [27; [15] e as referéncias nele contidas
sugerem que PINNs na forma forte nao podem aproximar com precisao as solucoes fracas
subjacentes dessas EDPs. Isso pode ser explicado pelo fato de que o residuo pontual
aumenta para aproximacoes suaves da solucao exata subjacente e minimiza-lo na classe

de redes neurais é ineficiente.



Outra forma natural de se abordarem os modelos de transporte em questao
é na sua forma fraca, i.e., variacional. As solugoes descontinuas geradas pertencem ao
espaco L', sendo assim, nao sao diferencidveis, mas, em contrapartida, sao Lebesgue
integraveis em um espaco de medida. Portanto, a solugao proposta para contornar tal
questao envolvendo as redes neurais fisicamente guiadas utiliza a forma fraca das leis
de conservacgao hiperbdlicas e foi introduzida em 2022 por De Ryck, Mishra e Molinaro
[2] com c6digo livre disponivel em https://github.com/mrobertol66/wpinns. Este
método apresenta grande potencial para avancar as aplicacoes de redes neurais em EDPs
e, portanto, sera estudado neste trabalho.

A monografia estd organizada da seguinte forma: na Secao 2, os preliminares
matematicos envolvendo analise funcional utilizados sao expostos para completude de
defini¢oes. Depois, na Secao 3, sao apresentados alguns aspectos basicos de equagoes
diferenciais parciais hiperbdlicas em problemas de transporte, juntamente com o esquema
numérico a ser utilizado. Na Secao 4, os experimentos numéricos obtidos pela rede neural,
tanto na forma forte no caso bidimensional, quanto na forma fraca no caso unidimensional

sao apresentados. Finalmente, na ultima secao, sao feitas algumas consideragoes finais.

2 Preliminares Matematicos

2.1 Medidas

Sejam (X, X)) e (Y, Z) espagos mensuraveis, i.e., X e Y sdo conjuntos equipados
com sua respectiva o-algebra > e Z. Uma funcao f : X — Y é dita mensurédvel se para

todo F € Z a pré-imagem de E sobre f estd em X. Ou, alternativamente,

fUE)={reX|f(x) e E}eX. (1)

2.2 Espacos Funcionais

Neste trabalho, a notacao usual serd empregada. Assim, para qualquer p €
[1,00), LP(U) denota o conjunto de todas as fungoes mensuraveis F' : U — R, tal que a

integral


https://github.com/mroberto166/wpinns

J @)

é finita. LP(U) é equipada com a norma

1/p
1115, (V) = ()" azpee )

ess sup| f|, p = oo.

E bem conhecido que os espacos LP(U) sao espagos de Banach para p € [1,00), e L*(U)
é um espaco de Hilbert. Ainda, para tratar casos de descontinuidade com medida nula,

pode-se definir

Lp

loc

(U)={f:U — R|f € LP(K) para qualquer conjunto compacto K € U}. (4)

Portanto, se assumir que u é constante fora de um intervalo finito, implica que

oo
i) u(z, t)dx = 0. (5)
Logo, a quantidade total de u é independente do tempo, ou, a area do gréfico u(-,t) é
constante.

Combinando a definicao de norma LP com as derivadas de uma func¢ao, no

sentido fraco, define-se a norma natural de um espaco de Sobolev W*?(R) para 1 < p < oo

e k € N, tal que

11l = (Z ||f(“||£> - (Z / |f(i)(t)|”dt> . )

Para o caso em que p = oo, estende-se a definicdo como

100 = {igfgéfk}llf“)!\oo = e (ess sup|f(1)]) . (7)

O espago de Sobolev também representa um tipo de espaco normado, ou seja, de Banach.

Por fim, define-se a variacao total de uma funcao u : R — R como a semi-



norma |u|gy:= T.V.(u), com

T.V.(u) = Sup Z |(u(zi) = u(zi))l; (8)

tal que o supremo é tirado sobre todas as parti¢oes finitas de {x;} para x; < ;1.

2.3 Distribuicoes

Pela férmula de integracdao por partes, para todo u € C*(€2), com k € N, e

para todas as funcoes ¢ de classe C*° com suporte compacto, i.e., ¢ € C(Q2), obtém-se

/ uD¢dz = (—1) / pDudz, (9)
Q Q

em que « é um multi-indice || = k e a notagdo D*f é

olel f

T Ort . dwon

D f (10)

Note que u s6 tem sentido neste contexto se for localmente integravel. Assim, se existir

uma func¢ao localmente integravel v, entao

/ ¢Dudx = (—1) / vD%dx, para todo ¢ € C2°(12). (11)
Q 0

sendo v chamada de derivada fraca de w.

3 Fundamentacao Tedrica

3.1 Leis de Conservacao Hiperbdlicas
3.1.1 Derivacao

As leis de conservagao hiperbolicas modelam uma ampla gama de fenomenos
fisicos, como, por exemplo: ondas de choque em avioes supersonicos, propagacao de
tsunamis até a costa, fluidos imisciveis em reservatérios de petréleo, etc. Pode-se con-

siderad-las como um caso particular das leis de balanco hiperbdlicos, definido como



u+V-u=o(u), (12)

no caso em que v(u) =0, i.e.,

Para o caso multi-dimensional, o problema de Cauchy esta definido como

ou(z,t) <~ 0
+
at - ai[}j

Jj=1

fi(u(z,t)) =0, u(x,0) = uo. (14)

Em especifico, este trabalho focara no caso particular quando m =1 e m = 2, ou seja,

w4 f(u), =0, u(z,0)=ug. (15)

u + f(u)y + h(u), =0, u(x,y,0) = up. (16)

Para exemplificar como as leis de conservagao hiperbédlicas surgem em proble-
mas fisicos, segue a deducao da equacao de conservagao da massa para um problema de
dinamica de gases unidimensional em um tubo.

Seja = a distancia ao longo do tubo, p(z,t) a densidade do gds no ponto = e
tempo t. Assumindo que a velocidade e densidade do fluido sdo constantes ao longo de

cada seccao do tubo. Entao, a massa entre dois pontos x1 e x5 é dada por

2
massa em [r1, T3] no tempo t = / px,t)dx. (17)

xr1
Como se assume que nao ha perda ou ganho de massa ao longo do tubo, i.e., é um sistema
isolado, a causa da variacao da massa ao longo de uma secgao sé pode ser causada pelo
deslocamento do gas entre os pontos z; e xo. Entao, seja v(z,t) a velocidade do fluido no

ponto x e tempo ¢, o fluxo de massa entre os pontos é

fluxo da massa em (z, t) = p(x,t)v(z,t). (18)
Assim, a variacao da massa neste intervalo é dada pela diferenca entre os fluxos

10



)

pr plx, t)dx = p(x1,t)v(z1,t) — p(ae, t)v(22,t). (19)

Note que esta é uma formulacao integral da lei de conservacao. Pode-se também integrar

entre os tempos t; e ty, com ty > t1, obtendo a massa no intervalo [z1, z5]

/ﬁ p(z, ty)dx = / " et + / : play, tyo(zy, t)dt — / : plzg, tyo(zy, t)dt.  (20)

1 1 t1 t1

Para se obter a formulacao diferencial da lei de conservacao, assume-se que v

e p sao diferenciaveis. Entao, utilizando

Pl ts) — pla, 1) = / Doy, (21)
plan, (e t) = pla (e t) = [ (o ot 1)), (22)
tem-se que

/: /: {%P(%t) + %(P(x,t)v(x,t))} dzdt = 0. (23)

Como esta condicao precisa ser valida para todo espago e tempo nos intervalos de inte-

gragao, obtém-se

pe+ (pv)s = 0. (24)

Raciocinios andlogos podem ser utilizados para se obter a conservacao de mo-

mento deste gas, bem como a sua conservagao de energia, chegando nas seguintes equagoes:

(pv): + (pv* +p), =0 conservacio de momento (25)

11



Ei+ (v(E+p)). =0 conservacao de energia (26)

com p sendo a pressao e F/ a energia interna no gas.

A principal equacao a ser estudada neste trabalho serd a equacao de Burgers
inviscida, dado que suas solugoes modelam dois dos principais fenomenos presentes em leis
de conservacao: ondas de choque e rarefacao. No formato candnico da lei de conservacao,
a equagao tem a fungao de fluxo convexa igual a f(u) = u?/2, ou seja,

2
Up + % (%) = u; + uu, = 0. (27)
Note que esta é uma equacao diferencial parcial quasilinear. Retomando a classificacao
de EDPs quanto sua linearidade, para uma func¢ao nao homogénea de duas varidveis x e

t a forma geral pode ser escrita como

a(z,t,u)uy + b(z, t,u)u, = c(z,t,u). (28)

Caso a derivada de maior ordem seja linear, entdao a equacao é dita quasilinear; além
disto, caso a e b nao dependam de u a equacao ¢é dita semi-linear; e, além disto, caso ¢
também nao dependa de u, entao a equacao é dita linear.

Em uma primeira abordagem, pode-se procurar obter a solucao da equagao a
partir de suas curvas caracterfsticas. Assim, seja I' uma curva em R?® parametrizada por
(t(y), z(y), 2(y)) para y em algum intervalo. A superficie S = {(¢,z,u(z,t)) € R3|(¢,z) €
R?} em R? precisa satisfazer u = u(x,t) e I' € S. Parametrizando S em novas varidveis
(s,y), tal que t = t(s,y),x = x(s,y),z = z(s,y) de tal forma que u(z,t) = z(s,y),

obtém-se o seguinte sistema de EDOs

ot or 0z
%—a, %—b, %—c, (29)
com
t(807 y) - t(y)7 .T(So, y) - I’(y), Z(SOa y) = Z(y) (30)

Assumindo que seja possivel inverter as rela¢oes de parametrizagao, entao u(x,t) =

12



2(s(z,t);y(z,1)), ou seja,

0z 8u8x+0u8t - (31)
c=—=——+ —— = u, b+ wa.
ds  Oxds Ot Os !
Entretanto, quando a solugao ¢ dada apenas localmente, nem sempre sera possivel realizar
esta inversao.

Encontrando as curvas caracteristicas para a equacao de Burgers com dado

inicial u(x,0) = ug(z), obtém-se

625_1 ox 8z_

%— s %—Z, g—o, (32)

com condigoes iniciais t(0,y) = 0,2(0,y) =y, 2(s,y) = up(y). Integrando as EDOs

t(s,y) = s,2(s,y) =y + sz =y + suo(n), 2(s,y) = uo(y)- (33)

Pode-se escrever isto como

T=y+ u0<y)t7 (34)

resolvendo em termos de y = y(z,t), e utilizando y para obter u(z,t) = z(s,y) =

uo(y(z, 1)), tem-se a seguinte relagao implicita

u(z,t) = ug(x — u(x, t)t). (35)

Dado um ponto (z,t), pode-se determinar a solugao u = u(z,t) pela equagao [35] Difer-
enciando a equagao |34} encontra-se
Ox

9 1+ tug(y). (36)

Note que se a fungdo nado é estritamente crescente, i.e., existe uj(z) < 0, a solugdo por
caracteristicas s6 pode ser encontrada para t < t* = —1/uj(x). O resultado pode ser

generalizado para todas as fungoes de fluxo convexas.

13



Figure 1: Solugao da equagao de Burgers’ inviscida para ug = — arctan(z).

3.1.2 Condicao de Entropia

O objetivo de obter solug¢oes u = u(x, t) na forma fraca, i.e., no sentido distribu-
cional, permite nao assumir explicitamente propriedades de continuidade para f. Assim,
precisa-se apenas assumir suavidade suficiente para que as seguintes demonstragoes facam
sentido. Além disto, é bem conhecido que as solucées fracas sé recuperem a unicidade
com a imposi¢ao da entropia de Khruzkov [5].

Partindo da ideia que problemas fisicos apresentam alguma difusao, entende-
se que as leis de conservacao hiperbdlicas representam um modelo limite regularizado da

seguinte equacao

up + f(u)e = eug,, (37)

quando e — 0. Para que a equacao esteja bem posta, € precisa ser nao negativo. Entao,
¢ imposto que a solucao distribucional precisa ser solugao limite para a equacao |37]quando
o termo viscoso desaparece.

Escolhendo uma fungao convexa 1 = n(u) e uma funcao de teste nao negativa

¢ € C°(R x (0,00)). Logo, buscando a forma integral da lei de conservagao

14



0= [ [+ s, - cuyodaat
= / / W wddadt + / / ' ugpdedt — € / / 0ty dddt
/ / mdrdt + / / qupdrdt — € / / New — 0"u2)pdadt (38)
/ / nédxdt + / / g drdt — € / / NGpudrdt + / / n'u?pdxdt

> / / (NPt + 4Pz — NPy )ddt,

em que se define ¢ como

/ / (ndr + q¢u)dxdt > 0 (39)

e, subsequentemente usa-se a convexidade de 7, i.e., n” > 0, para remover o termo

/ / ) pdadt. (40)

Note que este termo é problemaético, ja que buscamos solucoes fracas de u. E, para que a

desigualdade seja satisfeita para e — 0, tem-se

[ [+ atwysydaa > o (41)

No caso particular, considerando

n(u) = [(u— k*) + (52]1/2, 0>0 (42)

para alguma constante k. Tirando o limite de 6 — 0, obtém-se

n(u) = lu—kl, (43)

q(u) = sign(u — k)(f(u) = f(k)). (44)

15



Sendo a func¢ao sign definida como

1 x>0,
sign(z) = -1 2 <0, (45)
0 r=0

Pode-se visualizar o limite de n no grafico.
10
0.8

0.6

n

0.4

02
— mod(x)

op MEEE sqrtix)

=100 -0.75 -050 -025 000 025 050 075 100
U

Figure 2: Funcao n com ¢ = 0.

Portanto, uma funcao é solugao entropica de Kruzhkov se a desigualdade

/ / (lu— Kl + sign(u — k)(F(u) — F(k))bu)drdt > 0 (46)

é satisfeita para todas as constantes k € R.
Estendendo para o caso com soluges no intervalo [0, 7], e utilizando fungoes

de teste nao negativas ¢ € C°(R x [0,77]), obtém-se

/0 / [Ju — klr + sign(u — k) (f(u) — £(K))¢s)ddt
_ / |u(z, T) — k|p(x, T)dx + / lug(z) — k|¢(x, 0)dx > 0

para todo k € R.

Assim, a entropia garante a unicidade de solugoes fracas para o caso escalar.

16



Também é possivel observar que, para solucoes suficientemente regulares, a entropia de
Kruzhkov se torna equivalente as entropias da onda viajante e entropia de Oleinik. Por-

tanto, nestes casos pode-se escolher qual entropia é mais conveniente.

3.1.3 Compacidade

A partir desta definicao de solucao entrdpica, i.e., uma solucao fraca que sat-
isfaz a condicao de entropia de Kruzhkov, pode-se provar a compacidade das solugoes.
Sejam f € C!' e ug € L N L', entdo existe uma solucdo entrépica tinica de e se

||uol|7v < oo ent@o w satisfaz as seguintes relagoes

[lu(®)]|oe < [Juof|zo, (48)
lu®)|sv < [[uol[5v- (49)
[lu(t) = uls)ller < [t = s|M|[uo||zv, (50)

com M = M(UO) = IMaX ess infyug(z)<u<ess sup,uo(z) |f/(U)|

As demonstracoes de cada propriedade se encontram em [4]. A primeira,
garante que a aproximacao é uniformemente limitada, dado que o esquema serda uma
combinagao convexa de seus pontos, entao nenhum minimo ou méaximo ¢é introduzido
para além da condicao de valor inicial. A segunda, estima a variacao total de u parti-
cionado pela norma BV, ver os preliminares matematicos. E, por fim, a terceira inequagao
garante a continuidade em L! no tempo. Com isto, leva a convergéncia de ua, — u quando

Ax — 0.

3.1.4 Problemas de Riemann

Em 1859, o matematico alemao Bernhard Riemann introduziu o problema
do tubo de choque no contexto de dinamica de gases. Ele estudou a situacao de um
tubo cilindrico preenchido com gas, inicialmente dividido ao meio por uma membrana

impermeavel. O gas tem maior densidade e pressao em uma das metades do tubo, com

17



velocidade nula em todo lugar. No tempo t = 0, a membrana ¢é instantaneamente retirada
e 0 gas pode se mover livremente. Assumindo um fluxo uniforme, a variagao serd apenas
unidimensional no sentido do lado do tubo com menos pressao.

Ao analisar a estrutura de propagacao deste fluxo pode-se chegar a trés tipos de
ondas diferentes, como mostra na Figura[3] No sentido de menor pressio a onda de choque
se propaga, aumentando os valores de pressao e densidade de forma descontinua. Seguido
pela descontinuidade de contato, em que a densidade é descontinua mas a velocidade de
pressao sao constantes. Por fim, no sentido oposto, com todas as varidveis de estado
continuas, a onda de rarefacao se propaga com transicao suave. Esta onda é chamada
de rarefagao pois a densidade do gas diminui conforme ela se propaga, intuitivamente o

deixando “mais rarefeito”.

— chogue
contato
— rarefacao

Figure 3: Estrutura da onda no plano x —t.

E de grande interesse estudar o comportamento das ondas de choque e rar-
efacao isoladamente, e isto é possivel através da condigao inicial de Riemann. Seja um
dado inicial para a equacao de Burgers’ constante por partes com apenas uma descon-

tinuidade, i.e.

u;, x <0,
u(z,0) = (51)
Up, x> 0.

A forma da solugao dependera da relacao entre u; e u,.

18



Para o caso em que u; > u,, a solucao fraca sera tnica

u, T < St,
u(z,t) = (52)

Up, T > St,

com

5= (“LQU) (53)

sendo a velocidade do choque, ou seja, a velocidade com que a descontinuidade se propaga.

10 @ ———r

=== t=1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 100
X

Figure 4: Onda de choque se propagando.

Para o caso em que u; < u,, existem infinitas solugoes fracas em que a descon-
tinuidade se propaga com velocidade s. Porém, estas nao sao estaveis em perturbagoes e
também nao representam a solugao com viscosidade limite. O caso de solugao generalizada

¢ a onda de rarefacao

(
w, < ut,

u(x,t) = z/t, wt<z<ut, (54)

Up, T > Upt.

\

A velocidade do choque sera dada pela prépria conservacao. Para um fluxo

f(u) arbitrario a seguinte relacao é valida
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Figure 5: Onda de rarefacao se propagando.

flur) = f(ur) = s(w — ), (55)
para problemas escalares
_ fw) = fw) _ [f]
o (w— ) [u] 0

Esta, é conhecida como a condigao de salto de Rankine-Hugoniot. Note que [-] indica o

salto de alguma quantidade ao longo do choque, sendo qualquer salto valido.

3.2 Redes Neurais

3.2.1 Multi Layer Perceptron

Seja N™ : R%® — R% o modelo de uma rede neural totalmente conectada
criada para representar a solucao de um problema com m camadas e d, neurdnios na
k-ésima camada, em que a camada de entrada tem dy e a de saida d,, neuronios. Para

qualquer 1 < k < m, a k-ésima camada de saida é definida como

Ck(zk) = Wgizp + by, para W, € de+1><dk, 2L € de, by € deH, (57)
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onde zg, Wy e by é a entrada, pesos, e bias, respectivamente. Seja © = {Wy, by} € V a
colecao de todos os parametros treindveis, com ) sendo o espaco dos parametros, entao,

a saida da rede neural pode ser escrita como

ue(29) = Cpno00Cp_yi...000Cy000C(2). (58)

Aqui, o se refere a composicao de funcgoes e o é uma funcao mensuravel o : R — R nao
linear, chamada de funcao de ativagao. Note que as m — 1 camadas da rede neural sao
chamadas de camadas escondidas, e, se m > 3, uy é chamada de rede neural profunda.
O teorema da aproximacao universal é um resultado central que justifica a ca-
pacidade das redes neurais serem utilizadas na pratica. Ele garante que qualquer funcao
real continua definida em um conjunto compacto pode ser aproximada arbitrariamente
por uma rede neural com uma camada escondida. Este resultado foi apresentado inicial-
mente em 1989 por Cybenko [6] para func¢oes de ativagao sigmoide, e, posteriormente,
generalizadas para qualquer fungao de ativagao limitada e nao-constante por Hornik [§].

Uma funcao é dita sigmoidal se

1, =z — 400,
o(x) = (59)

Oou —1, =z — —o0.

Note que tanto

. . 1
Slngld(!)ﬁ') = 1—|—eX—p(—[L‘)7 (60)

CcOo1mo

exp(x) — exp(—x)

tanh(z) = exp(x) + exp(—z)’

(61)

sdo sigmoidais. Além disso, seja I,, o cubo unitario n-dimensional, i.e., [0, 1]", o espago
de todas as fungoes continuas em [, é denotado por C(I,). Entdo, uma funcao o é dita

discriminatéria se, para uma medida p € M (1,),

/ o(Wa + b)du = 0, (62)

In

21



para todo W € R" e b € R implica que p = 0.
Pelo teorema da aproximagao universal, seja o uma fungao continua discrimi-

natoria. Entao, a soma finita na forma

G(zr)=> o(Wz+b), (63)

Jj=1

é densa em C(I,). Em outras palavras, dado quaisquer f € C(I,) e € > 0, existe uma

soma, G(x), da forma acima, para a qual

|G(z) — f(x)] <€, Vzel,. (64)

A prova deste teorema é feita por contradi¢ao. Seja S N C(I,) o conjunto das
funcoes da forma de G(x) como em |63] Claramente S é um sub-espago linear de C(1,,).
Afirma-se que o fecho de S ¢ todo C(1,).

Assumindo que o fecho de S nao é todo C'(1,,), entao o fecho de S, diga-se R,
é um sub-espaco fechado de C(I,). Pelo teorema de Hahn-Banach, existe um funcional
linear limitado em C(1,), diga-se L, com a propriedade que L # 0 mas L(R) = L(S) = 0.

Pelo teorema de representacao de Riesz, este funcional limitado, L, é da forma

L(h) = / h(e)du(z), (65)

In
para algum p € M(I,) e para todo h € C(I,,). Em particular, como o(Wz + b) estd em

R para todo W e b, tem-se obrigatoriamente que

/ o(Wz + b)du(z) = 0, (66)

I,
para todo W e b.
Porém, assumiu-se que o era discriminatéria, de modo que esta condi¢ao im-
plica u = 0, contradizendo a suposigao. Logo, o sub-espaco S é denso em C(I,,).
Recentemente, muitos pesquisadores também estenderam os resultados de aprox-
imacao de redes neurais para fungoes de ativacao lineares por partes [7], sendo seu principal

exemplo a unidade linear retificada,
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ReLU(x) = max(0, z). (67)

3.2.2 PINN Classico

Dado uma equagao diferencial parcial na forma

us + D(u) =0, (x,y) € Q,t €[0,T], (68)

onde D(-) é um operador diferencial e u(x,y,t) é a solu¢ao desejada. Entao, constréi-se
o método PINN (em sua forma forte) baseado na otimizagao de uma rede neural sob a
restricao de satisfazer o funcional da EDP e sua condicao de valor inicial.

Assim, duas fungoes de perda quadratica sao definidas sobre f, u e a condicao

de valor inicial wug:
1
= F Z |f($3”7y3‘a va )|27
‘CUO u, UO N Z|u u7yu7 _u€)|27

em que {z%,y5, ;}fvzfl corresponde aos pontos de colocacao sobre f, enquanto {z%, v’ ¢\, ud }
corresponde aos pontos de valores iniciais pré-definidos, com f sendo a parte esquerda de
cada EDP, i.e., f :=u; + D(u).

Finalmente, a solugao u(z,y,t) é aproximada minimizando-se a soma de ambas

as funcoes objetivo ao mesmo tempo, ou seja,
u(x,y,t) ~ arg min[Lp(u) + Ly, (u, uo)]. (70)

Podemos ver uma ilustracao esquematica representando a arquitetura empre-
gada na Figura [6]

A arquitetura PINN aqui proposta é composta por 4 camadas ocultas, cada
uma com 20 neurénios e uma tangente hiperbdlica utilizada como fungao de ativagao. A
fungao de perda ¢é definida na forma forte, seguindo a mesma abordagem originalmente

usada em [22]. Em contraste, aqui nao temos uma condigao de contorno explicita e a rede
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Figure 6: Tlustracao da abordagem physics-informed deep learning

neural é otimizada apenas sobre as condigoes iniciais, ou seja, um problema de Cauchy.

Dado que a funcao de perda é nao-linear e nao-convexa, o processo de encontrar
um minimo global no método nao supervisionado é crucial. Assim, para a escolha do
otimizador, optou-se pela utilizacdo do Adaptive moment estimation (Adam), pois é bem
estabelecida sua capacidade de nao cair em minimos locais dado seu comportamento de
otimizagao pendular [9]. Esta é uma modificagdo em relagao a proposta inicial utilizada
em [22], em que se usa L-BFGS-B.

Os parametros m; e v; correspondem ao primeiro e segundo momento do

péndulo, enquanto 3; e 5 sdo suas respectivas taxas de decaimento exponencial,

my = Bimy—1 + (1 — B1) g, (71)

vy = Bavy—1 + (1 — B2)gy. (72)

A correcao do viés é feita posteriormente por
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my

iy = t (73)
1—p
N Ut
= _ 74
CTIo )
e, por fim, os parametros # sao atualizados por
0t+1 - Qt - 77 mt. (75)

Vi + €
Quanto aos hiper-parametros, utilizaram-se os valores padrao de taxa de aprendizado
0,001, 81 = 0,9, B2 = 0,999 e € = 1078, Estes foram empiricamente encontrados para ser
valores adequados em nossos experimentos.

Para a distribuicao dos pontos de colocacao empregamos amostragem em
hipercubo latino, seguindo o procedimento anteriormente adotado em [22]. Nos testes, o

nimero de pontos de colocacao para os valores iniciais foi fixado em N, = 256.

3.2.3 PINN Weak

O método PINN em sua formulagao fraca busca solugoes no sentido distribu-
cional. Sendo assim, para u € (LN LY)(D x [0,T]),¢ € Wy™(D x [0,T]) e ¢ € R, entéo

o residuo entrépico de Kruzhkov é

Llu, ) = — /D /[O (e 1) =l 0 + Qlute, 05 oot e (76)

com

Q :R* = R: (u,c) = sgn(u—c)(f(u) — f(c)). (77)

Note que se u é uma solugao entrépica, entao L(u, ¢, c) < 0. Isto sugere a resolugao do

problema de otimizacao min-max para encontrar
0* := argmin mda)nx(ﬁ(u@, b, ¢) + M| Ly, (ug, uo)|*). (78)
0
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com L,, definido como

N,
. i i i
Loy (u,up) = N g lu(z’, ") — uf|*. (79)
1=1

u 1=

A rede neural associada com wug é definida como a forma fraca do PINN, ou
wPINN, que obtém solugoes entropicas para u.

Observe que o espaco de Sobolev VVO1 > associado & funcao de teste precisa
ser substituido na pratica por uma aproximagao finita. Uma possibilidade é utilizar
polinomios ortogonais, como os de Legendre. Esta escolha leva ao que usualmente se
conhece por PINN variacional. Porém, neste trabalho, utilizou-se a propriedade de aprox-
imacao universal de redes neurais para aproximar tal espaco, i.e., ¢ é uma rede neural em
um compacto. Assim o problema de maximizacao esta associado a ¢ e, o de minimizacao,
associado a u.

A familia das fungoes de teste consideradas no estudo sao parametrizadas tal
que ¢p(z,t) = w(z,t)é,(x,t). Aqui, w : D — R é uma funcao de corte que satisfaz as

seguintes propriedades:

1, ze€ Dc,
w(r) = (80)
0, xe€dD
com D¢ = {zx € D : dist(z,0D) < (}, e &,(x,t) é uma rede neural com parametros 7. A
escolha da funcao de corte garante o suporte compacto da funcao de teste.
Para o cdlculo numérico da integral presente no funcional fraco utilizou-se

a aproximagao de Monte Carlo da semi-norma H' de ¢,, mantendo a derivada parcial

temporal na rede neural, obtendo

(ReLU(Y2, 6,0 ug — | — Q0,0,))°
S 0,02 '

Assim, o algoritmo para wPINN pode ser sintetizado no pseudo-cédigo que

L (ug) = (81)

segue abaixo. Sua implementagao no presente trabalho foi feita em Python3 e se baseia na

modificagao do codigo livre disponivel em https://github.com/mrobertol66/wpinns.
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Algorithm 1 Treinamento wPINNs

Resultado: 6%, n*, c*;
Inicializar as redes neurais ug, ¢, : D x [0,7] = R e C;
FORe=1,.. N DO
FOR k£ =1,..., Nyay DO
Computar max.J.x (6,7, ¢;);
Atualizar 1 < n 4+ 7,V Jnaz;
END
FOR k = 1,..., Ny DO
Computar maxJyax (0,1, ¢;);
Atualizar 0 < 0 + 79V (A yaz + Ju);
END
END

4 Experimentos Numeéricos

4.1 PINN Classico

Para a resolucao das equacoes na forma forte, concentrou-se na equacao de

adveccao linear bidimensional com condicao inicial peridédica e na equacao inviscida nao

linear bidimensional de Burgers com condicao de Riemann.

Na equacao de advecgao linear bidimensional temos

0u , ou , ou _
ot ox 0Oy

com condig¢ao inicial senoidal periddica

u(z,y,0) = sin?(72)sin?(7y),

e solucao exata

u(z,y,t) = sin?(r(z — t))sin®(7(y — t)).

Na equagao inviscida nao linear bidimensional de Burgers temos

u? u?
v fd E—
wr ()7 (5), =

com o dado de Riemann dado por
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0, (z,y,t) €[0,1]* x [0, 1],

(83)

(84)



u(z,y,0) = (86)

em que a solu¢do é uma onda de rarefacdo evoluindo no dominio (z,y,t) € [—6,6] X
[—1.5,1.5] x [0,2.5]. O salto é definido de tal forma que a mudanca no sinal da velocidade

da onda ocorre quando x = 0; a condi¢ao inicial do problema de Riemann

(

2, x<0.25y<0.25,

u(r,y,0) =13, z>0.25y>0.25, (87)

1, caso contrario,
\

no dominio (z,y,t) € [0,1]* x [0,1/12], e a condicao inicial obliqua de Riemann

(

—1.0, > 0.5,y > 0.5,

0.2, x<0.5,y>0.5,
u(z,y,0) = (88)

0.5, x < 0.5,y <0.5,

+0.8 x> 0.5,y <0.5,

(
no dominio (x,y,t) € [0,1]*> x [0,0.5]. Em cada problema de Riemann, a predominancia
de rarefacao ou ondas de choque é dada pelos maiores saltos na condicao inicial. Isso
significa que, para a condicao inicial dada pela Equagao a rarefacao é predominante.
Em contraste, para o caso obliquo, dado pela Equacao , choque é o fenomeno pre-
dominante.

A seguir, apresentamos as solugoes para os problemas hiperbélicos in-
vestigados obtidas pelo modelo de rede neural. Gostariamos de salientar que nenhuma
comparagao é feita aqui com a abordagem mais geral em [10] j4 que o foco principal do
trabalho atual é um estudo computacional PINN para um modelo escalar 2D inviscido de
Burgers com alguns dados especificos de Riemann. Usamos apenas o método descrito em
[T0] para produzir as solugoes pertinentes corretas de entropia fraca para a equacao 2D
escalar inviscida especifica de Burgers, juntamente com os dados iniciais sob investigacao.

Um minucioso processo de ajuste fino foi explorado para os modelos, al-
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cancando uma arquitetura 6tima com 4 camadas ocultas, 20 neuronios em cada uma
e Ny = 4-10° pontos de colocagdo para o funcional. Para ilustrar o efeito dos hiper-
parametros, mostramos os resultados para a equacao de Burgers inviscidos com uma onda
de rarefagao na solugao conforme apresentado nos graficos da Figura |8 até a Figura [10],
mas o mesmo aconteceu para todos os casos. Priorizamos maximizar o nimero de pontos
de treinamento aplicando ao funcional da EDP, inspirado por resultados recentes em [14].
O problema de determinar a relagao 6tima entre o erro e os valores desses parametros nao
é trivial.

Para o caso de advecgao linear bidimensional (veja a Figura , 15000 épocas
foram suficientes para obter resultados promissores. Em ambos os modelos, inviscido
e aumentado, as solugoes sao semelhantes. Destacamos também que os modelos nao
mostraram efeitos espirios como difusao numérica excessiva como ¢ a situacao tipica para

o conhecido esquema de Lax-Friedrichs.

Figure 7: Solucao de rede neural para equacao de adveccao linear bidimensional com
condicao inicial periédica. A arquitetura empregada foi composta por 4 camadas ocultas,
20 neuronios cada, Ny =4 -10° e 15.000 épocas. Esquerda: sem viscosidade. Meio: 2,5 -
1073 viscosidade. Direita: Solu¢iao SDLE para equacao de adveccao linear bidimensional
com condi¢ao inicial periddica.

Na Figura |10 0 modelo de rede neural produz aproximagoes qualitativamente
corretas como esperado da literatura clédssica. Embora a equacao de Burgers inviscida nao
seja linear, para esses casos, apenas 5000 épocas foram necessarias para um bom resultado,
em contraste com o problema de advecgao linear. Um aspecto muito importante a ser
analisado em problemas com onda de rarefacao é a presenca de uma “linha sonica” no
sentido de um ponto sonico (glitch effect) como discutido, por exemplo, na obra [16]. Esse
é um efeito nao fisico gerado pela mudanca no sinal da velocidade da onda, e esta presente
em alguns esquemas numéricos, como o esquema de Godunov; para mais detalhes veja

[16] e Segao 3.2.3 em [29]. Nota se que as redes neurais nao apresentam esse efeito espirio.
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Figure 8: Solucao de rede neural para equagao bidimensional de Burgers inviscida com
onda de rarefagao, com N; = 10* e 5.000 épocas. Esquerda: 2 camadas ocultas, 20
neuronios cada. Meio: 2 camadas ocultas, 40 neurdnios cada. Direita: 4 camadas ocultas,
20 neuronios cada.

1 -1

Figure 9: Solucao de rede neural para equagao bidimensional de Burgers inviscida com
onda de rarefagao, com N; = 10* 2,5 1073 viscosidade e 5.000 épocas. Esquerda:
2 camadas ocultas, 20 neuronios cada. Meio: 2 camadas ocultas, 40 neurtnios cada.
Direita: 4 camadas ocultas, 20 neuronios cada.

Figure 10: Solucao de rede neural para equagao bidimensional de Burgers inviscida com
onda de rarefacao. A arquitetura empregada foi composta por 4 camadas ocultas, 20
neuronios cada, Ny = 4-10° e 5.000 épocas. Esquerda: Sem viscosidade. Meio: 2,5-107?
viscosidade. Direita: Solucao SDLE para equacao bidimensional de Burgers inviscidos
com ventilador de rarefacao.
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No problema de Riemann em duas dimensoes, as ondas de choque e rarefacao
interagem durante a propagacgao, complexificando a fisica a ser capturada pelo modelo
PINN. E importante afirmar que, neste caso, a onda de rarefagao é predominante sobre o
choque. Para ambas as abordagens, inviscida (e = 0) e aumentada (e > 0), precisdvamos
aumentar o nimero de épocas de 15.000 para 30.000. No entanto, a rede neural apresenta
dificuldades em aproximar a parte com choque conforme mostrado na Figura A in-
trodugao do termo difusivo na EDP, na Figura[12], reduziu a altura do nivel de choque para
mais perto de 2, que é a solucao correta esperada da literatura, mas, como consequéncia,

“suaviza ” a descontinuidade, também como esperado.
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Figure 11: Solucao de rede neural para a equacao bidimensional de Burgers inviscida com
condicao de Riemann. A arquitetura empregada foi composta por 4 camadas ocultas, 20
neurdnios cada, Ny = 4-10% Esquerda: épocas de 15.000. Médio: épocas de 30.000.
Direita: Solugao SDLE para equacao bidimensional de Burgers inviscida com condigao de

Riemann.
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Figure 12: Solucao de rede neural para a equacao bidimensional da equacao de Burgers
inviscida com condic¢ao de Riemann. A arquitetura empregada foi composta por 4 camadas
ocultas, 20 neuronios cada, Ny = 4-10°, 2.5-107 viscosidade. Esquerda: épocas de 15.000.
Médio: épocas de 30.000. Direita: Solucao SDLE para equagao bidimensional de Burgers
inviscida com condicao de Riemann.

Outro caso dos problemas de Riemann é a condi¢ao inicial do tipo obliquo,
também contendo ondas de choque e rarefacao, mas sendo o choque o fenomeno nao

linear predominante. Este problema potencializa as dificuldades do modelo ja mostrado
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para os problemas anteriores de Riemann. Investigamos as épocas de 15.000 e 30.000 e
variamos o € entre 2,5-107% e 2,5 - 1073. Em particular, os resultados aumentados (ou
seja, € > 0) se assemelham vagamente a solu¢do desejada, na Figura . A medida que
a viscosidade diminui vemos claramente a recuperacao da solugao inviscida, que nao é

entropica para a abordagem proposta, veja a Figura

28e CELLE

Figure 13: Solucao de rede neural para a equacao de Burgers inviscida bidimensional com
condicao de Riemann obliqua. A arquitetura empregada foi composta por 4 camadas
ocultas, 20 neuronios cada, Ny = 4 - 10%. Esquerda: épocas de 15.000. Médio: épocas
de 30.000. Direita: Solucao SDLE para equacao bidimensional de Burgers inviscida com
condicao obliqua de Riemann.
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Figure 14: Solucao de rede neural para a equacao de Burgers inviscida bidimensional com
condi¢ao de Riemann obliqua. A arquitetura empregada foi composta por 4 camadas
ocultas, 20 neurdnios cada, Ny = 4-10° e 15.000 épocas. Esquerda: 2,5-107? viscosidade.
Meio: 2,5 - 10~* viscosidade. Direita: Solucao SDLE para equacao bidimensional de
Burgers inviscida com condicao obliqua de Riemann.

Em geral, observamos pelos resultados que o modelo guiado pela fisica na forma
forte investigado até aqui, e especialmente ajustado para tais condicoes desafiadoras,
forneceu resultados promissores, especialmente na advecgao linear e na equacao de Burgers
inviscida com onda de rarefacao. Mais estudos sao necessarios para os problemas de

Riemann, principalmente quando o choque ¢ predominante.
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4.2 PINN Weak

Para o caso do wPINN focamos nos seguintes problemas unidimensionais: no

dominio [—1,1] x [0,1.0] e condi¢ao de valor inicial

up(r) = (89)

o que resulta no choque em movimento com velocidade igual a 0.5. E com respectiva

solugao analitica dada por

1, z<t/2,
u(z,t) = (90)
0, x>t/2.
E, no dominio [-8, 8] x [0, 8.0],
-1, =z <0,
uo(x) = (91)
1, x>0,

-1, x < —t,
u(x,t) =S z/t, —t<ax<t, (92)
1, x>t

Para o treinamento da wPINN é necessério realizar uma abordagem baseada
em ensemble, ou seja, para cada configuracao de hiper-parametros a rede neural é re-
treinada buscando escolher a configuracao que minimiza o funcional total. Assim, adotou-
se para u: 6 camadas escondidas com 20 neuronios cada e 5000 épocas de treino; J4, para
¢: 4 camadas escondidas com 10 neronios cada e 5000 épocas. A funcao de ativagao
escolhida para ambas as redes foi a tanh. A implementacao se baseou na modificacdo do
cédigo livre disponivel em https://github.com/mrobertol66/wpinns.

A partir da Figura observamos que a previsao média dos resultados aprox-

ima com precisao tanto o choque em movimento, quanto a rarefacao. Dada a nao-
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Figure 15: Solucao de rede neural para a equacao de Burgers inviscida unidimensional
na forma fraca. Esquerda: Condicao inicial de choque em movimento. Direita: Condigao
inicial de rarefacgao.

convexidade do problema de otimizacao min-max, nota-se uma variagdo nas previsoes,
provavelmente por estarem presos em minimos locais. Além disso, no caso do choque, ex-
iste a presenca de uma oscilacao espuria ao redor da descontinuidade. Na rarefacao, nao
hé presenga de ponto sonico de glitch [3] e as pequenas oscilagoes provavelmente podem
ser resolvidas adicionando a norma BV no funcional a ser minimizado.

Estendendo os resultados obtidos em [2], os experimentos numéricos presentes
neste trabalho simulam a propagacao das ondas para tempos maiores. No caso do choque,
passou de 0.4 para 1.0; e, na rarefagao, de 0.45 para 8.0. Isto contribui para demonstrar
a robustez da abordagem, mesmo para tempos mais longos. Ainda, a partir dos casos
unidimensionais, vislumbra-se uma alternativa para contornar os problemas apresentados
na se¢ao anterior, potencialmente capturando corretamente os efeitos de interacao entre

ondas em duas dimensoes.

4.3 Comparacao das Abordagens

Ao comparar a formulagao fraca do método PINN com sua versao cléssica,
adiciona-se a dificuldade do problema de otimizacao min-max, que é mais caro com-
putacionalmente. No entanto, dado que PINNs convencionais podem falhar em aproxi-
mar com precisao solugoes descontinuas de leis de conservacao hiperbdlicas, é imperativo

usar wPINNs neste contexto. Futuramente pode-se explorar técnicas de otimizagao mais
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avancadas para reduzir o tempo de treino e nao cair em minimos locais.

Uma das principais vantagens das abordagens de aprendizado de maquina
para resolver equacoes diferenciais, como PINN classico e forma fraca, é sua capacidade
de, uma vez que a rede neural tenha sido treinada para uma amostragem (aleatéria)
do dominio da EDP, ser possivel a inferéncia de solucoes em relacao a outros pontos
com custo computacional praticamente zero. Além disso, pode-se também usar wPINNs
dentro de uma estrutura de aprendizado de operadores guiados por fisica para aproximar

o semigrupo do operador de solucao subjacente.

5 Conclusao

Este trabalho apresentou uma aplicagao computacional baseada na forma fraca
de redes neurais fisicamente guiadas (wPINN) para resolver problemas hiperbélicos de-
safiadores em modelos de transporte unidimensionais. Mais especificamente, resolvemos a
equacao de Burgers inviscida para varias configuracoes dentro dos problemas de Riemann,
que levam as solucoes conhecidas com descontinuidades. Nossa rede foi ajustada experi-
mentalmente de acordo com cada problema e foram observadas descobertas interessantes,
com base no conhecimento estudado em [IT} [].

A abordagem baseada em aprendizado, que incorpora as propriedades fisicas
das equagoes governantes, supera os métodos do tipo exclusivamente orientados a dados.
J4& vislumbramos o desenvolvimento de um método guiado por EDPs aprimorado para mel-
horar os resultados insatisfatorios sendo aplicado para melhorar a simulacao de problemas
hiperbdlicos em modelos de transporte. Em resumo, os resultados obtidos compartilham
implicagoes praticas e tedricas. Em termos praticos, os resultados confirmam o poten-
cial de um modelo de deep learning relativamente simples na solucao de um intrincado
problema numérico unidimensional. Em termos tedricos, isso também abre caminho para
estudos formais e rigorosos sobre essas redes como métodos numéricos matematicamente

validos e eficazes.
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