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Resumo

Neste trabalho estudamos a solu¢ao numérica do fluxo de Calabi em duas
dimensoes aplicado a descricao de ondas gravitacionais a partir de fontes compactas axis-
simétricas sem rotacao, dado pela métrica de Robinson-Trautman. Para isso, primeiro,
explicitamos as expressoes de energia e velocidade da fonte compacta através do momento
de Bondi e grupo BMS. Em seguida, as condigoes de valor inicial para a colisao de dois
buracos negros é definida e a equacao do fluxo de Calabi que descreve a evolugao tempo-
ral do sistema é apresentada. Por fim, o método de Galerkin espectral é utilizado para
fazer a decomposicao em harmonicos esféricos da equagao diferencial parcial, levando a
um sistema de equagoes diferenciais ordinarias, resolvido utilizando Runge-Kutta. A par-
tir dos resultados, obteve-se a evolucao temporal das emissoes radiativas bem como sua
velocidade. Assim, o método numérico obtém uma solucao eficiente em termos de tempo

e memoria computacional, sendo relativamente simples de implementar.



Abstract

In this work we study the Calabi flow numerical solution in two dimensions
applied to the description of gravitational waves coming from axisymmetric compact sour-
ces without spin, given by the Robinson-Trautman metric. For that, first, the energy and
velocity expressions from the compact source are explicitated using the Bondi momentum
and BMS group. In sequence, the initial condition value for the colision of two black ho-
les is defined and the Calabi flow describing the time evolution is presented. Finally, the
spectral Galerkin method is utilized for decomposing in the spherical harmonics a partial
differential equation, leading to a system of ordinary differential equations, solved with
Runge-Kutta. By the results, the time evolution from the radiative emissions were obtai-
ned, as well as its velocity. Therefor, the numerical method obtains an efficient solution

in terms of computational time and memory, being relativly simple to implement.
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1 Introducao

A observacao de ondas gravitacionais vem ganhando grande importancia como
uma nova forma de aprender sobre o universo. Com sua primeira confirmagao feita em
2015 pelos experimentos LIGO e Virgo [1], registrando o evento de colisao de dois bu-
racos negros de aproximadamente 36 e 29 massas solares, a busca por novos modelos
computacionais eficientes que simulem, analiticamente ou numericamente, a emissao de
radiacoes gravitacionais se intensificou. Isto segue pela estratégia adotada para inferir as
deteccoes. Cada interferometro, ao identificar uma variacao no feixe de luz, ja decrescido
os fenomenos geofisicos, registra o padrao de onda formado e, a partir de um banco de
solugoes computacionais para diferentes tipos de sistemas binarios, calcula a probabili-
dade do evento ter ocorrido. Assim, com o crescente niimero de eventos capturados pelos
experimentos desde entao, totalizando 90 resultados até janeiro de 2020, se torna impres-
cindivel aumentar a quantidade de templates disponiveis para realizar as novas medigoes,
abrangendo casos como: sistemas miltiplos, buracos negros (BN) super-massivos, estrelas
de néutrons (EN), etc.

O principal objetivo deste trabalho é estudar a emissao de ondas gravitacionais
causadas pela colisao de objetos compactos para o caso axissimétrico sem momento an-
gular, descritas pela métrica de Robinson-Trautman, que leva ao fluxo de Calabi em duas
dimensoes, e utilizar o método de Galerkin para performar uma decomposi¢ao espectral
das equacgoes de Einstein no vacuo, resolvendo numericamente a evolucao temporal. Na
secao de historia das ondas gravitacionais, retoma-se os principais eventos que levaram ao
desenvolvimento da teoria, partindo das primeiras propostas no século XIX e chegando
ao atual cendrio de “estado da arte”. Na secao sobre o fluxo de Calabi, os preliminares
matematicos sao apresentados, expondo a notacao basica e dando uma intuicao do seu
comportamento em duas dimensoes para a precisa caracterizacao a posteriori da equacao
diferencial fisica que modela o problema. Na quarta se¢ao, é apresentado as proprieda-
des fisicas do espaco-tempo RT, fixando todos os graus de liberdade das coordenadas de
Bondi. Na secao de metodologia proposta, a decomposicao espectral das equagoes no
harmonico esférico é apresentada para a condicao inicial de um sistema binério de bura-

cos negros. Na secao de resultados, as estratégias de implementacao sao explicitadas bem



como os resultados obtidos para dois valores de condicao inicial distintas. Por fim, as con-
clusoes sobre o método como uma ferramente computacional extremamente eficiente sao

apresentadas e possiveis caminhos para o desenvolvimento da pesquisa sao apresentados.

2 Historia das Ondas Gravitacionais

Desde a primeira confirmagao experimental das ondas gravitacionais em 2015
feita pelos interferometros LIGO e Virgo, uma nova série de deteccoes seguiram, revelando
colisoes entre sistemas bindrios BN-BN, BN-EN e EN-EN, totalizando 90 resultados até
janeiro de 2022 [2]. No entanto, para além dos recentes sucessos experimentais, o primeiro
interesse por radiacoes emitidas através de campos gravitacionais data do final do século
XIX. Desta forma, retomemos o seu desenvolvimento histérico para a compreensao do
atual cendrio tedrico.

Em 1893 o fisico autodidata Heaviside propos em seu artigo seminal “A Gra-
vitational and Electromagnetic Analogy” [6] a primeira versao das ondas gravitacionais.
Utilizando o argumento da lei circuital e considerando a velocidade de corpos finita, o
autor derivou uma expressao de campo tipo magnético para a gravidade. Para exempli-
ficar os resultados obtidos, aplicou as equagoes ao cédlculo da influéncia do Sol sobre a
Terra, encontrando numerosas perturbacoes orbitais. Assumindo que estas eram peque-
nas o suficiente para nao serem percebidas por observacao, concluiu que as ondas geradas
deveriam se propagar a velocidade da luz, como no campo eletromagnético.

Doze anos depois (1905), Poincaré, ao sintetizar sua visao da mecéanica no
trabalho “Sur la dynamique de l’électron” [7], assume que todos os fendmenos fisicos,
incluindo a segunda lei de Newton, podem ser reduzidos a interagoes eletromagnéticas
sujeitos a contragao de Lorentz. Assim, estendendo a descricao ondulatério de elétrons
para corpos em movimento, é proposta uma onda que transmite a gravidade se propagando
a velocidade da luz, chamada no artigo de onde gravifique. Esta teoria ficou conhecida
como “analogia eletromagnética’”.

Influenciado pelo trabalho do fisico-matematico frances, Einstein, logo apés fi-
nalizar o postulado da relatividade geral (1915), tenta manipular suas equagoes de campo

gravitacional para obter uma forma andloga as equacgoes de Maxwell. Em meio as dificul-



dades de se obter um sistema de coordenadas apropriado para a descricao do fenomeno,
recebeu a sugestao de seu colega De Sitter para utilizar uma aproximacao de primeira
ordem no espago perturbado de Minkowski. O resultado, conhecido como gravidade li-
nearizada [8], leva a emissao de trés tipos de ondas gravitacionais classificadas por Weyl:
longitudinal-longitudinal, transversal-longitudinal, transversal-transversal.

Porém, a existéncia de ondas gravitacionais nao se consolidou diretamente na
comunidade cientifica. Em 1922, Arthur Eddignton, um dos fisicos céticos, demonstra
que dois, dos tres tipos de ondas, poderiam viajar a qualquer velocidade dependendo do
referencial adotado [9]. O que violaria a teoria em questdao. Assim, passados mais de
uma década sem encontrar novas solugoes que contra argumentassem as criticas, Einstein
escreve um artigo a Physical Review em 1936 negando a existéncia de ondas gravitacionais
[10].

O inicio da elucidagao sobre as criticas levantadas deu-se em 1957 nos trabalhos
de Pirani, em que o formalismo da tétrade foi utilizado para detectar a presenca de
ondas gravitacionais como descontinuidades no tensor de Riemann ao longo de hiper-
superficies nulas em trés dimensoes [11]. Esta defini¢do exclufa qualquer tipo de onda
longitudinal. No mesmo artigo foi descrito o efeito de ondas gravitacionais passando ao
longo de um grupo de particulas teste via equacgoes de desvio geodésico. O resultado foi
um avanco chave para o entendimento do transporte de energia, posteriormente levando
ao desenvolvimento dos aparelhos de medicao.

Mais tarde, o trabalho desenvolvido por Pirani contribuiria para a classificagao
de Petrov [12] dos espagos-tempos em diferentes tipos de conteidos gravitacionais. Isto
possibilitou a descoberta do teorema de Goldberg e Sachs (GS) conectando a classificagao
de Petrov e as familias de raios de luz no espaco-tempo (congruéncias nulas) ajudando a
entender as propriedades fisicas dos diferentes tipos de campos gravitacionais [13].

Uma das principais questoes em aberto era possibilidade do consumo da massa
pelo corpo emissor dado que as ondas gravitacionais descritas por Pirani transportavam
energia. A primeira solucao para tal problema veio por meio da descoberta das ondas
planas exatas por Bondi, Pirani e Robinson em 1959 [14]. Estas foram consideradas
nao fisicas dado que as solu¢oes nao poderiam descrever corretamente qualquer emissao

de corpos compactos massivos, pois era feita através da construcao de duas folhas no



espaco-tempo de Minkowski.

Inspirados pelas ondas planas exatas, Robinson e Trautman (1960) publicam
uma familia de solucoes de ondas gravitacionais esféricas, chamadas posteriormente de
espago-tempo RT [15]. Nao estava claro inicialmente se poderiam representar fontes iso-
ladas compactas. Ainda que a métrica de Schwarzschild fosse um caso especial do espaco-
tempo RT, o processo radiativo parecia apresentar singularidades nas ondas frontais. No
ano seguinte, Sachs formula a condicao que ondas gravitacionais deveriam ser apenas
outgoing [16]. Como a métrica RT é algebricamente especial, imediatamente foi conside-
rada uma forte candidata para a descricao das ondas gravitacionais. Também, em 1961,
Newman e Penrose complementaram o teorema GS baseado na conexao do spinor afim
de uma forma que todas as caracteristicas da congruéncia nula foram entendidas como
o comportamento assintotico das métricas planas assintéticas, investigadas utilizando os
escalares de Weyl [18].

Em 1962, Robinson e Trautman apresentaram um estudo detalhado sobre as
suas solucoes para as equacoes de campo no vacuo com exemplos de constantes de mo-
vimento, propriedades da fonte e das ondas [20]. No mesmo ano, Bondi, van der Burg e
Metzner definiram a news function [22], que quantifica no futuro infinito nulo o fluxo das
ondas gravitacionais e usaram para mostrar que fontes compactas perdem massa durante
o processo de emissao no caso axissimétrico. Sachs estende o resultado para fontes com-
pactas isoladas no caso geral e investiga o grupo de transformacoes em que as condi¢oes
de fronteira mantém a métrica inalterada, levando o nome de grupo Bondi-Metzner-Sachs
(BMS). Este é a generalizagao do grupo de Poincaré e descreve as simetrias dos espagos-
tempos assintoticamente planos. As novas estratégias foram aplicadas no espego-tempo
RT por Foster e Newman em 1967, encontrando casos em que a métrica de Schwarzschild
era a solucdo estaciondria no futuro assintético [24]. Porém, muitas aproximagoes foram
necessarias dado a dificuldade técnica de resolver as equacoes de campo.

A existéncia de solugao e convergéncia para condigoes iniciais gerais nas equagoes
de campo RT foram apenas bem estabelecidas nos anos 90 [25; 26; 27]. Os autores de-
monstram que, uma condicao inicial regular RT converge para a solucao de Schwarzschild
com evolugao de tempo positiva. Mesmo assim, havia grande dificuldade em manipular as

equacoes analiticamente e o problema de evolucao completa do campo foi resolvido apenas



em 1999 quando Prager e Lun propuseram a abordagem espectral [28]. Desde entao, o
espago-tempo RT vem sendo estudado com a adi¢ao do método numérico, possibilitando
calculos precisos de valores de energia e recoil causado pela emissao de ondas gravitacio-
nais. Como sugestao de aprofundamento no tépico da histéria das ondas gravitacionais,

recomenda-se [30] e [29].

3 Fluxo de Calabi

Seja M uma variedade compacta complexa de dimensao n. Uma métrica

Hermitiana g em M em coordenadas locais é dada por

em que {g;} ¢ uma matriz definida positiva Hermitiana de uma funcio suave. E usa-se
{g”} para denotar a matriz inversa de { 95} A classe de Khiler de w = v/—1g;dz" A dz?
tem forma (1, 1) fechada. A classe de Khaler de w é sua cohomologia [w] em H?*(M,R).

Qualquer outra forma de Khéler da mesma classe tem a forma

w, = w +/—189¢p > 0, (2)

para alguma funcao real ¢ em M, onde
00 = Z 81'85-90dzi Adz = goﬁdzi Adz. (3)
ij=1
A métrica de Khéler correspondente é denotada g, = (95‘*‘ Spﬂj)dzi @ d2 e utiliza-se { gg

para denotar a matriz inversa de { 95+ gpﬁ}. Por simplicidade, utiliza-se tanto g e w para

denotar a métrica de Khaler. Defini-se o espago potencial de Khaler como

Ho = {plw, = w+ /=100 >0, € C®(M)}, (4)

que é chamado o espaco das métricas de Khaler.

Dado uma métrica de Khaler w, seu volume tem forma

10



I

' det(g;5)dz" A dz" Ao A2 A d2T (5)
n!

A curvatura de Ricci de w localmente é dada por

R = —0;0;log det(g,7)- (6)

E a forma de Ricci é

Ricy, =V —1Ri;dzid27 = —V/—10;0;log det(g,;)- (7)

Que é uma forma real fechada em (1,1).
Dado uma variedade de Khéler compacta polarizada (M, [w]), para qualquer

v € H,, E. Calabi introduziu o funcional de Calabi como

Calw,) = [ R, 8

em que R, ¢ a curvatura escalar de w,. Note que, tanto o volume escalar

V- [ )

e sua curvatura escalar total

Swz/ Rowg, (10)
M

permanecem inalteradas quando ¢ varia em H,,. Como consequéncia, a média da curva-

tura escalar é

_ 5
B= 7, (11)

sendo uma constante dependente apenas da classe [w]. Usualmente se utiliza a seguinte

energia de Calabi modificada

Cafu,) = [ (R, = R, (12)
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para substituir Ca(w,) dado que sé diferem por uma constante topoldgica. E. Calabi
estudou o problema variacional para minimizar Ca(w,) em H,. A existéncia de um
ponto critico parece intratavel a primeira vista dado que a equagao é nao linear de quarta
ordem. E. Calabi propoe o entao chamado fluxo de Calabi para abordar o problema da
existéncia. O fluxo de Calabi é um fluxo de gradiente do funcional de Calabi definido

como a seguinte equagao parabdlica com respeito ao parametro ¢ > 0,

0

No nivel poténcia, o fluxo de Calabi tem forma

d¢
5 e & (14)
Sob o fluxo de Calabi, tem-se
d 2, .n n
at (R — R)*wi = =2 [ (DyRy, Ry)wy, (15)
M M

em que D, é operador de Lichnérowicz com respeito a w,. O operador de Lichnérowicz

D é definido como

Df = [, (16)

no qual as derivadas covariantes sao com respeito a w. Entao a eneriga de Calabi é
estritamente decrescente ao longo do fluxo. Para o aprofundamento sobre o tema, é

sugerido as seguintes referéncias [3], [4] e [5].

4 Fundamentacao Teodrica

4.1 Espago-Tempo de Robinson-Trautman

O espago-tempo RT ¢é o conjunto de solugoes mais simples para a equacao de
campo gravitacional de Einstein no vacuo representando fontes compactas rodeadas de

ondas gravitacionais. A forma padrao da métrica [20] é:
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2m r2dQ)?
ds® = gdatdx ( (u,0,9) — 70, (In Q )) du dudr + (0. 0.0)" (17)

em que mg é uma constante, ) e K sao funcoes suaves, dQ)? é a métrica esférica unitaria,
com angulos (6, ¢), distancia radial r, e u o tempo retardado.

Além de 0, gerar a congruéncia geodésica nula sem cisalhamento, com r sendo
o parametro afim, i.e., é algébricamente especial e a foliacao 2 + 2 associada com ele é
baseado em constantes superficies v com curvatura Gaussiana igual a K/r?. A expressio

completa de K(u,0,¢) é

K= Q1+ 5VAIn@Y) = @* + QVAQ - (VaQ)’, (18)

em que Vg é o operador gradiente em S2. A tétrade nula induzida pela foliacao é

k=0 (19)

[, = 6"+ g%éﬁ (20)
Q[ Lo

T =g % + sin95¢’ ' (21)

Calculando o tensor de Riemann nesta base obtém-se

N 117 D
ABCD | AQBCD i AE;CD
r r

RABCD = ’ (22)

com N, IIl e D constantes covarientes ao longo de 0,. Isto deixa claro a interpretagao

de corpos compactos rodeados de ondas gravitacionais. Entao, calculando os escalares de

Weyl

13



Q@
Uy = — DK 25
3 \/§T2 ( )
sin 0 Q*Dgua
U, =— 2
4 4r2 < sin 0 > (26)
em que D = 0y — L&b. Como esperado, ¥y = ¥; = 0, e nao ha nenhuma onda

sin 6
gravitacional ingoing. Logo, todas as ondas sao emitidas por uma fonte compacta que

também gera um campo tipo Columb representado por W,. O tnico caso sem ondas
gravitacionais é Wy, quando K é constante, i.e., U3 = WU, = 0, e é possivel reconhecer os
escalares de Weyl para a métrica de Schwarzschild com massa my.

Utilizando a transformacao da métrica esférica para o frame de Bondi é possivel

determinar

U= /u: Q. 0,¢)du' + a(b,¢) + O (%) (27)

©.3)=0.60+0(;), (29

em que a ordem lider das coordenadas angulares foi escolhida para igualar o frame original
de Lorentz com o frame de Bondi. No entanto, ainda héa grande liberdade de gauge,
dado que é possivel performar super-translagoes parametrizadas por a que determinara

os termos de alta ordem. Assim, obtém-se

Mp(u,0,¢) = m + P(0.Uo, DadyUoi u, 0, 9), (30)

em que P é um polinomio homogéneo em z* = (6, ¢) derivadas de U = f;; Q. 0,¢)du +
a(f, ¢). Determinar P para um momento genérico de u é uma tarefa nao trivial, entao,

adota-se 2% = (0, ¢) = ug, o que faz P = 0 em wuy, e, todos os termos de alta ordem, com

14



excecao do termo lider, desaparecem. Entao, o momento de Bondi é

P = (P, Plu) = 12§ s (31)

Defini-se o centro de massa velocidade de Bondi [31] como

1
Note que esta definicao funciona para qualquer frame de referéncia, porém ¢é muito dificil
calcular em para um frame genérico de Bondi, em que P pode ser diferente de 0 até ug e
a expressao para o momento nao funcionaria.
Feitas as devidas consideragoes, as equagoes de Einstein no vacuo para o

espaco-tempo RT podem ser escritas como uma EDP nao linear de quarta ordem

0 (1

em que a coordenada r nao aparece. Assim, escolhendo uma fungao inicial Q(u = o, 6, @),
determina-se um problema de Cauchy, i.e., a evolu¢ao no tempo esta bem definida com a
métrica de superficie sendo a deformagao continua da esfera. Ou seja,
2
i = 4 (34)
Q2 (u07 07 ¢)
com unica restrigao em relacao a Q(uyg, 0, ¢) sendo a convergéncia do momento de Bondi
em ugy para gerar uma solucao fisicamente valida.
A integracao em S? das solucoes de campo no vdcuo geram uma quantidade

conservada ao longo da evolugao de u, dada por

B ds
B S2 Q2<u7 0) Qb) 7

representando a area de deformacao da esfera. Entao, é fixado gy = 4w, para que a area

o (35)

das r superficies constantes seja igual a 4772, Disto, reconhecemos as solucoes em questao

como um fluxo de Calabi em duas dimensoes.
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4.2 Condicao Inicial de Brill-Lindquist

A emissao de ondas gravitacionais na fase pos fusao dos buracos negros pode ser
modelada pelo caso axissimétrico de Q(ug, 0, ¢). Para isso, utiliza-se um procedimento que
empresta uma geometria espacial plana tridimensional e cria uma métrica que se aproxima,
de Schwarzschild a grandes distancias da origem conhecida como condigao inicial de Brill-
Lindquist. Parte-se das coordenadas bi-esféricas para o espaco plano tridimensional [32],

tal que

in # sinh
asin 0 sinhn cos (36)

T = Cosh 1 4+ cos §sinh n
asin f sinh 7

_ : 37
Y= cosh 1 + cos @ sinh 7 sin.g (37)
a
=4 38
: coshn + cos @ sinhn’ (38)

com 0 <n<oo,del0,r], ¢€l0,2r)ea>0. Nestas coordenadas, o vetor de posicao é

coshn — cos §sinhn
0) = 39
(i, 6) a\/coshn + cosfsinhn’ (39)
e o elemento de linha é
Co .

ds® = @(d'r]2 + (sinh?)dQ?), (40)

em que o ¢y é constante e
® = S(n,0,¢,7n) = \/coshn + (7 - #)sinh 7. (41)

Ainda é possivel escolher ® como

aq + %)
S(?]+771,9,¢,2) S(n+n2a0a¢7_AZ>’

com «; > 0 obtendo uma geometria nao plana que se aproxima de uma geometria plana

e — (42)

a grandes distancias, i.e.,

16



4
ds? o [ 14 Q215 coshn 4+ cos @ sinh 7 g2 (43)
o coshn — cosfsinh 7 ’

para n >> 7,. Ainda, quando n >> 1, a geometria se aproxima da parte espacial de

Schwarzschild longe da origem, com métrica

2M,
Gij & (1 + TO) dij, (44)

no qual as escalas foram fixadas da seguinte forma

Moale”mg"ll
= 45
a 2as (45)

Entao, a superficie de constante n = 19 > 0 pode ser usada para gerar uma

condicao inicial como

-2
— . -
Q(uo, 0, 9) = Qo <s(w1,6, ¢, 2) " S(ws, 0,0, —5)) "

:QO<\/(1+wlcosé’)+\/(1—w20030)> 47)
= Q(uo, 0), (48)

com 0 < w; =tanh(ny+m) <1le

Q +3=~In| ——
1—w

0_1—w2+\/1—w2 w

Esta é a condicao inicial de BL que representa a fase pés fusao de uma colisao frontal entre

T4+q¢*  4q(1+ ¢ 2
s 1+g q(1+q°)  .q ( +w)‘ (49)

buracos negros [31]. Em que @ é escolhido de tal forma que a condigao de normalizagao
seja satisfeita. Note que para ¢ = 1 (o caso com mesmas massas), a fungado tem simetria

de reflexao, portanto, a evolugao é inteiramente determinada por qg = 4.
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5 Metodologia Proposta

5.1 Meétodo de Galerkin

A evolucao temporal dos espacos-tempos RT sao descritos por uma equacao
diferencial parcial nao linear de quarta ordem, sendo assim, nao ha método analitico para
resolugao. Como descrito na segao de histéria das ondas gravitacionais, em 1999 Prager
e Lun utilizam uma abordagem numérica espectral [28], permitindo o cdlculo preciso das
emissoes radiativas. A abordagem consiste em reduzir a EDP para um sistema de EDOs
por meio de uma projecao em um espaco de dimensao finita gerado por uma base escolhida,
geralmente polindémios ortogonais [34]. Portanto, o problema passa a ser determinar os
coeficientes modais da expansao para a evolucao temporal.

Aplicando a decomposicao em harmonicos esféricos de (), obtém-se

N m

On(,0,0) =3 3 1, (y(0,0), (50)

=0 m=—
tal que toda a dependéncia de u é carregada por b, (u). A base ortogonal formada por
Y™ em S? seguird a defini¢gao de semi-normalizagao de Schimdt

(I —m)!

60.0) = | (g B eos0)e™, 651

em que P/ sao os polinomios ortogonais de Legendre e sua relacao de ortogonalidade ¢

dada por

’ —m ’ 47T
mY") = Y 7 dS = —— 0 O - 52
0¥ = § V7 Yas = o (52)

Para o caso especial axissimétrico, ou seja, com simetria de rotacao em torno
do eixo z (¢ — ¢+¢€,¢e € [0,27]), apenas os coeficiente m = 0 sdo nao nulos, independendo

de ¢. Portanto, o harmonico esférico é dado por

N

QN(u797¢) = Zbl(u)Pl(x)v (53)

=0

com x = cosf, e todas as integrais em ¢ sao triviais, entao a condi¢ao de normalizagao se
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reduz a

L dx
o= /1 Q*(uo, x) - (54

Ainda, a velocidade estacionaria é
bl

7(00) = b5 02(00) = 0;0y(00) = 0;v:(00) = —35. (55)

E, por fim, o momento de Bondi serd igual a

Utilizando a decomposicao é possivel reescrever as equacoes de campo no vacuo
para o espago-tempo RT como

dQ(u, Al 1
L) S ) i) = 15 QVAK (57)

=0

Aplicando (Y}, -) em ambos os lados, obtém-se um sistema de (N + 1) EDOs

20+1

=
24m0

(P, Q*VK), (58)

com[=0,1,2,....N.
Dado que VAK = [(1—2?)K,], = (1 —2*)*(QQuzee — Q%) — 8(2 — 23)QQ prr —

4(1 — 32?)QQ,, e os coeficientes modais sao dados por

1 1

¥ = 0. Q) = = § 6. 0)Q(u0.0,0)dS. (59)

Como 1ltimo passo do método de Galerkin, basta utilizar Runge-Kutta para encontrar

cada by, considerando a condicao de valor inicial.

6 Resultados

Nesta secao é apresentado a resolucao da evolucao das equacoes de u e suas

respectivas propriedades fisicas durante a emissao de ondas gravitacionais. As principais
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estratégias de implementacao utilizadas sao discutidas, bem como suas contribui¢oes no
erro numeérico.

O primeiro passo do algoritmo consiste em determinar os coeficientes modais
b(ug). Para isso, utilizamos a condi¢ao de valor inicial de Brill-Lindquist no caso BL-2

axissimétrico

_ q ! -
Q0.6) = Qo <\/<1—|—U}C089)+\/(1—MC089)> ’ (60)

com g = 1 e w = 0.5, representando a fase pés fusao do sistema binario de buracos negros.
Assim, os coeficientes modais em ug sao computados, e é possivel visualizar a condicao
inicial obtida pelos coeficientes utilizando a decomposicao em harmonicos esféricos. Em
seguida, é necessario determinar o sistema de equagoes diferenciais a ser resolvido. O
valor de cada coeficiente b é passado como um array dentro da expansao, e a rotina de
resolucao de PVIs com Runge-Kutta de quarta ordem é aplicado ao sistema, levando a

determinacao das funcoes de evolucao.

105

100

00, x)

095

=100 075 -050 -025 000 025 050 075 100
X

Figura 1: Condicao inicial de Brill-Linquist para g =1 e w = 0.5.

Para a implementacao dos polinomios de Legendre, a férmula de recorréncia

de Bonnet foi utilizada,

(n+1)Pi1(x) = (2n+ DaP,(z) — nP,_1(z). (61)

Esta estratégia permite nao utilizar programacao simbdlica, com a classica férmula de
Rodriguez, o que acelera as operagoes. Além disso, para o cédlculo das derivadas dos

polinémios, a recorréncia explicitada em [35] também foi utilizada, tal que
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n—

(62)

= ()

O controle do erro numérico é um fator importante de verificagao durante a

(-t k)(n+1+k); P
R (Y P

j=

implementacao. Existem duas formas formas que podem ser utilizadas para quantificar tal
incerteza: usar as conhecidas constantes de movimento, e estimar parametros analiticos

da solucao estacionaria. Assim, é possivel demonstrar que

[bo(00)]* — [bo(00)]* — 2|by(00)[* = 1; (63)

b'(c0) =0, 1>2. (64)

A primeira equacao de fato sera utilizada para o controle, explicitando o calculo
numérico para cada coeficiente modal. Ja, a segunda equagao, serd apenas utilizada qua-
litativamente a partir de uma anélise visual da evolucoes dos coeficientes com [ > 2.
Ainda, para o caso da solucao estaciondria axissimétrica, é possivel calcular A analitica-
mente, em que obteve-se A = 6.482436 - 1073, sendo possivel computar a diferenca para
os coeficientes obtidos. Portanto, na tabela 1, todos os erros para o caso estacionario sao

apresentados, além de seu respectivo tempo de computagao.

N T Jgo — 2 1097 = (01> = 1] A v | t (seg)
2 | 7-107° 1-1072 6.393258 1073 | 0 | 0.34
317-10°° 1-1072 6.393258 -107% | 0 | 0.55
51 21077 1-1072 6.482127 -1073 | 0 | 10.78
7710710 1-1072 6.482435 1073 | 0 | 77.19
9 [ 1-10712 1-1072 6.482436 -10~% | 0 | 337.67

Tabela 1: Determinagao da fracdo de energia (A), estimativa de erro e tempo de com-
putagao para a evolugao de u, de ug = 0 até ug = (24mp)~*, com condigio inicial para
q=1, w=0.5e 1000 passos de integracao.

Nao é possivel calcular diretamente os erros associados a escolha dos N coe-
ficientes modais para a expansao Qy(u, 8, ¢), mas é possivel ilustrar a convergéncia com
os graficos de evolugio para cada bl (u > ug).

Na figura 2, com N = 9, pode-se constatar a simetria de reflexao em relagao

a z = 0, como esperado, dado que todos os b' impares sdo nulos durante a evolucao,
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Figura 2: Coeficientes modais da evolucao de u com condicao inicial para ¢ =1 e w = 0.5.

portanto computar um N impar é praticamente equivalente a computar N — 1, note a

inalteracao das estimativas de erros em 1 para N =2e N = 3.

Agora, considere o caso para a condic¢ao inicial de BL-2 com ¢ = w = 0.5, ou

seja, este caso nao apresenta condicao de valor inicial com funcao par, logo a velocidade

de recoil v, serd nao nula.

110 A
105
100

0.95 4

o0, x)

0.90 4

0.85 A

0.80 1

0.75 1

T T T T T
=100 -075 -050 -025 000

X

T
0.25

T
050

T T
075 100

Figura 3: Condicgao inicial de Brill-Linquist para ¢ = w = 0.5.

Calculando analiticamente os parametros de controle de erro numérico obtém-

se A =1.116493 - 1072 e v, = 0.166. Note que, para o célculo de v no caso sem simetria
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de reflexao utilizou-se a aproximacao para pequenos valores de w, tal que:

—1

Os valores obtidos para N = 6 no caso ¢ = w = 0.5 ilustrando a convergéncia seguem
na tabela 2. Analisando a evolucao dos coeficientes modais verifica-se que todos os b’ sao

diferentes de 0, dado que nao h& simetria adicional.

N | lao —2[ | () — (b)* — 1] A ve |t (seg)
2 [ 11072 11072 1.281631 -1072 | 0.164 | 0.99
3]110°° 11072 1.145350 -10 2 | 0.164 | 2.06
531077 11072 1.160228 102 | 0.164 | 12.18
611079 11072 1.160296 -102 | 0.164 | 73.25

Tabela 2: Determinagao da fracdo de energia (A), estimativa de erro e tempo de com-
putagiao para a evolucao de u, de ug = 0 até ug = (24mg)~!, com condicao inicial para
qg = w = 0.5 e 1000 passos de integracao.

10

[=]
[=]

08

|
=]
in

06 —_—
bt
b?

— b?

|
=
=]

04 b*

Bo

Coefficients

|
=
n

02

Coefficients [x107%]

|
~
=]

0o

|
~
in

0000 0025 0050 0075 0100 0125 0150 0175 0200 0000 0025 0050 0075 0100 0125 0150 0175 0200
Time [u/24my] Time [uf24ma]

Figura 4: Coeficientes modais da evolug¢ao de u com condigao inicial para ¢ = w = 0.5.

7 Conclusao

Este trabalho buscou estudar o fluxo de Calabi em duas dimensoes aplicado
a descricao de emissoes de ondas gravitacionais por objetos compactos. Primeiro, para
uma contextualizacao do desenvolvimento tedrico sobre o fenomeno de ondas gravitaci-
onais, um breve panorama historico foi apresentado na secao 2. Partindo das primeiras
propostas que aproximavam as teorias do eletromagnetismo e mecanica, passando pe-

las controvérsias envolvendo a gravidade linearizada, e terminando com os mais recentes
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avangos na area, provando a existéncia de solugoes, condigoes inicias e algoritmos de
simulagao no espago-tempo de Robinson-Trautman. Na terceira se¢ao, os preliminares
matematicos sao apresentados, assim, a definicao e caracterizagao do fluxo de Calabi so-
bre uma variedade compacta complexa com métrica de Khaler foi exposta, dando uma
intuicao sobre o comportamento deste fluxo em duas dimensoes. Entao, na secao 4, as
propriedades fisicas do espaco-tempo RT sao exploradas, permitindo chegar nas equacoes
que descrevem a evolucao das ondas gravitacionais a partir da correta escolha dos graus
de liberdade para determinar o momento de Bondi. Em seguida, o método numérico
espectral utilizado é apresentado na segao 5, permitindo a decomposicao da métrica em
harmonicos esféricos, que leva a resolucao do fluxo de Calabi. Por fim, uma discussao so-
bre as escolhas de implementacao e os resultados para a condicao inicial de Brill-Lindquist
sao apresentados.

Em termos tedricos, este trabalho endossa os recentes avancos em relatividade
geral numérica, demonstrando a simplicidade do algoritmo espectral, com uma resolucao
eficiente em termos de tempo e meméria computacional, sendo relativamente simples de
implementar. Em termos praticos, abre portas para explorar diferentes casos de condigao
inicial (sem simetria, com rotagao, multi corpos, etc.) na decomposigao espectral, e novas

abordagens competitivas de resolucao de equacoes diferencias.
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A Algoritmo Implementado em Python

import numpy as np

from scipy

from scipy.

import integrate

special import legendre

import matplotlib.pyplot as plt

import time

class galerkin_method:

#Initialize class

def __init__(self, q, w, x, N):

#Attributes

self.q = q

self . w = w

self .x = x

self . N = N

self .recoil_v_exact = ((self.q-1)/(self.q+1))*self.w

self .Q_uO_exact = self.initial_condition ()

self .q0_exact = self.normalization_condition(self.Q_uO_exact)
self .f_energy_exact = self.fraction_of_energy(self.Q_uO_exact,

self . recoil_v_exact)

self .b_u0 = self.initial_b_coef ()
self .recoil_v_coef = -(self.b_u0[1]/self.b_u0[0])
self.Q_uO_coef = self.Q_decomp(self.b_ul0, self.N, 0)
self.qO0_coef = self.normalization_condition(self.Q_uO_coef)
self .f_energy_coef = self.fraction_of_energy(self.Q_uO_coef, self.
recoil_v_coef)
self.solution = self.solve ()
#Auxiliary methods
def Q_decomp(self, b, i, n):
Q = np.zeros_like(self.Q_uO_exact)
for j in range(i+1):
Q += np.array(b[jl*np.polyval(legendre(j).deriv(n), self.x))

return Q

def K_coef(self, b, 1i):
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39

10

19

50

59

return np.power ((1-np.power (self.x,2)), 2)*(self.Q_decomp(b,i,0)*
self.Q_decomp(b,i,4) -np.power (self.Q_decomp(b,i,2), 2))-(8*(self.x-
self .x**3) ) *x(self.Q_decomp(b,i,0)*self.Q_decomp(b,i,3))-4*x(1-3*self.x
**2) x(self.Q_decomp(b,i,0)*self.Q_decomp(b,i,2))

#Main methods
def initial_condition(self):

corr = np.sqrt((l1+self.q**4)/(1-self.w*x*x2) + (4xself.qx*x(1l+self.q
x*%2) ) /(np.sqrt (1-self .w*x*2)) + 3*x(self.q**2/w)*np.log((1+self.w)/(1-
self.w)))

return corr*np.power ((1/((self.q/np.sqrt((1+self.wxself.x))) + (1/
np.sqrt ((1-self.w*xself.x))))), 2)

def normalization_condition(self, Q_u0):

return integrate.simps ((1/np.power(Q_u0, 2)), self.x)

def fraction_of_energy(self, Q_u0, v):
return 1 - (2/(np.sqrt(1-v**2)))*(1/(integrate.simps ((1/np.power (
Q_u0, 3)), self.x)))

def initial_b_coef (self):
return [((2*i+1)/(2))*(integrate.simps ((self.Q_uO_exact*np.polyval

(legendre (i) .deriv(0), self.x)), self.x)) for i in range(self.N+1)]

def b_0ODE_sys(self, u, b):

db_du = [(-2*i+l1)*integrate.simps ((np.power (self.Q_decomp(b,i,0),
3)*x(self.K_coef(b,i))*(np.polyval (legendre(i) .deriv(0), self.x))),
self.x) for i in range(self.N+1)]

return db_du

def solve(self):
t_span = np.array ([0, 0.1])
times = np.linspace(t_span[0], t_span[1], 1000)
return integrate.solve_ivp(self.b_ODE_sys, t_span, self.b_u0,

t_eval=times, method=’RK45’)

#Initial condition 01
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60 def initial_condition(x):
61 corr_0 = np.sqrt ((1+g**4) /(1-w**2) + (4*xq*x(1+g**2))/(np.sqrt(1-w*x*2))
+ 3x(q**2/w)*np.log ((1+w)/(1-w)))

52 return corr_Ox*np.power ((1/((q/np.sqrt ((1+w*x))) + (1/np.sqrt((1-w*x)))
)), 2)

63

64 #Paramteres

65 q = 1

0.5

66

=
I

67 x = np.cos(np.linspace(np.pi, 0.0, 1000))

6o #Plotting

70 plt.plot(x, initial_condition(x))
71 plt.xlabel ("$x$")

72 plt.ylabel ("$Q (0,x)$")

73 plt.show ()

75 if __name__ == "__main__":
76 #Paramteres

77 q=1.0

78 w = 0.5

79 X np.cos(np.linspace(np.pi, 0, num=1000))
80 tests = [2, 3, 5, 7, 9]

81

82 for N in tests:

83 #Solve model

84 start_time = time.time ()

85 model = galerkin_method(q, w, x, N)

86 elapsed = time.time() - start_time

87

88 print (’Number of Modes: %d’ % N)

89 print (’Run Time: %.18f sec’ % elapsed)

90 print (’Analytic Normalization Condition: %.18f’ % model.qO_exact)
91 print (’Analytic Fraction of Energy: %.18f’ ) model.f_energy_exact)
92 print (’Coefficients b(u_0): %s’ % model.b_u0)

93 print (’Error of Normalization Condition: %.18f’ 7 abs(model.qO_coef

-2))

27



94

95

96

105

106

107

108

113

114

115

116

118

119

120

print (’Error of (b_0)"2 - %.18f° 9,
1))

print (’Numerical Fraction of Energy:

(b_1)"2: abs (model.b_u0 [0]**2 -
model.b_uO [1]**2 -
%.18f° % model.f_energy_coef)
print (’Analytical Recoil Velocity: %.18f° J abs(model.recoil_v_exact
))

print (’Numerical Recoil Velocity:

%.18f° % abs(model.recoil_v_coef))

print (’?)

#Plot part 01

plt.plot(model.solution.t, model.solution.y[0], ’-’, label="$b"0$’)
plt.plot (model.solution.t, model.solution.y[1], ’-’, label="$b"1$’)
plt.plot (model.solution.t, model.solution.y[2], ’-’, label=’$b"2$’)
plt.plot (model.solution.t, model.solution.y[3], ’-’, label="$b"3$°)
plt.xlabel (’Time $[u/24 m_0]$’)

plt.ylabel (’Coefficients’)

plt.legend(loc=’center right’)

plt.show ()

#Plot part 02

#Plot part 03

plt.plot(model.solution.t,

)

plt.plot (model.solution.t,

)

model .solution.y[6]*x10%*4,

model .solution.y[7]*x10%**4

28

plt.plot(model.solution.t, model.solution.y[4]*10**3, ’-’, label="$b"4$’
)

plt.plot (model.solution.t, model.solution.y[5]*10*x*3, ’-’, label=’$b"5$’
)

plt.plot (model.solution.t, model.solution.y[6]*10**3, ’-°, label="$b 6§’
)

plt.plot(model.solution.t, model.solution.y[7]*10*x*3, ’-’, label=’$b"7$’
)

plt.xlabel (’Time $[u/24 m_0]$’)

plt.ylabel(’Coefficients $[x10°3]1$°)

7 plt.legend(loc=’center right?’)
plt.show ()

a—

J

, label="3%b"6%°

>, label=’$b"7$’



130

131

139

140

141

142

143

145

146

148

149

150

plt.plot (model.solution.t, model.solution.y[8]*10x*4, ’-’, label=’$b"8$’
)
plt.xlabel (’Time $[u/24 m_0]$’)

5 plt.ylabel (’Coefficients $[x1074]1$°)
5 plt.legend (loc=’center right’)
- plt.show ()

#Plot part 04

plt.plot(model.solution.t, model.solution.y[8]*10%*6, ’-’, label="$b"8$’
)

plt.plot (model.solution.t, model.solution.y[9]*10*x*6, ’-’, label=’$b"9$’
)

2> plt.xlabel (’Time $[u/24 m_01$°)

plt.ylabel (’Coefficients $[x10°6]1$’)

plt.legend(loc=’center right’)

5 plt.show ()

7 #Initial condition 02

35 def initial_condition(x):

corr_0 = np.sqrt ((1+g**4)/(1-w**2) + (4*xq*x(1+g**2))/(np.sqrt(1-w*x*2))
+ 3x(q**2/w)*np.log ((1+w)/(1-w)))

return corr_O*np.power ((1/((q/np.sqrt ((1+w*x))) + (1/np.sqrt((1-w*x)))
)), 2)

#Paramteres
q = 0.5
w = 0.5

x = np.cos(np.linspace(np.pi, 0.0, 1000))

7 #Plotting

plt.plot(x, initial_condition(x))
plt.xlabel ("$x$")

plt.ylabel ("$Q (0,x)$")
plt.show ()

if __name__ == "_ g

_main_

#Paramteres
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161

162

163

164

165

166

167

168

183

q

w

X

0.5

0.5

= np.cos(np.linspace(np.pi, 0, num=1000))

tests = [2, 3, 5, 6]

for N in tests:

#Solve model
start_time = time.time ()
model = galerkin_method(q, w, x, N)

elapsed = time.time() - start_time

print (’Number of Modes: %d’ % N)

print (’Run Time: 7%.18f sec’ % elapsed)

print (’Analytic Normalization Condition: %.18f’ % model.qO_exact)
print (’Analytic Fraction of Energy: %.18f’ I model.f_energy_exact)
print (’Coefficients b(u_0): %s’ % model.b_u0)

print (’Error of Normalization Condition: %.18f’ % abs(model.qO_coef
-2))

print (’Error of (b_0)"2 - (b_1)7"2: %.18f° % abs(model.b_ul[0]**x2 -
model.b_uO [1]**2 - 1))

print (’Numerical Fraction of Energy: %.18f’ 7 model.f_energy_coef)
print (’Analytical Recoil Velocity: %.18f° I abs(model.recoil_v_exact
))

print (’Numerical Recoil Velocity: %.18f° % abs(model.recoil_v_coef))

print (’?)

#Plot part 01

plt.
plt.
plt.
2 plt.
plt.
plt.
5 plt.
plt.

plot (model.solution.t, model.solution.y[0], ’-’, label=’$b"0$’)
plot (model.solution.t, model.solution.y[1], ’-’, label="$b"1$°)
plot (model.solution.t, model.solution.y[2], ’-’, label="$b"2$°)
plot (model.solution.t, model.solution.y[3], ’-’, label=’$b"3$’)
xlabel (’Time $[u/24 m_0]1$°)

ylabel (’Coefficients’)

legend (loc=’center right’)

show ()

g #Plot part 02
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150 plt.plot(model.solution.t, model.solution.y[4]*10*%*3, ’-°, label="$b 4§’

)

190 plt.plot(model.solution.t, model.solution.y[5]*10*%*x3, ’-°, label=’$b"5$’
)

191 plt.plot(model.solution.t, model.solution.y[6]*10%*3, ’-°, label="$b 6§’
)

192 plt.xlabel (’Time $[u/24 m_01$’)
193 plt.ylabel(’Coefficients $[x10°31%’)
194 plt.legend(loc=’center right’)

195 plt.show ()
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