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Resumo

A primeira parte deste projeto tem por finalidade apresentar a implementacao
de um algoritmo que calcule o niimero de partigoes irrestritas de n € N a partir de uma
bijecao entre o conjunto de particoes irrestritas de n e um conjunto de matrizes de duas
linhas de inteiros nao negativos. Em seguida mostramos o mesmo processo de constru¢ao
de arvore por meio da representacao matricial de uma particao para o caso em que a
particao tem parte minima sendo maior do que ou igual a ¢ € N, com ¢ < n —1 e
diferenca minima entre as partes A € N

Palavras-Chave: Particoes irrestritas. Particoes. Matrizes de duas linhas.



Abstract

The first part of this project aims to present an implementation of an algorithm
that computes the number of unrestricted partitions of n € N from a bijection between the
set of unrestricted partitions of n and a set of two-line matrices of non-negative integers.
Then we show the same process of constructing the tree by the matrix represention of a
partition with the restrictions of minimum part greater than or equal toc € N, ¢ < n—1,
and minimum difference between parts being A € N

Keywords: Unrestricted partitions. Partitions. Two-line matrices.
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1 Introducao

Partindo de algumas defini¢coes, vamos encontrar a bijecao entre o conjunto
de partigoes irrestritas de n e um conjunto de matrizes de duas linhas de inteiros nao

negativos.

Defini¢ao 1.1 (Partigao). Uma particio de n € N € uma cole¢ao de inteiros positivos
cuja soma é n, isto €, Q = {cy,ca, -+ ,cs} € uma parti¢io de n se ¢; +co+ -+ -+ ¢g = n.

A ordem das partes cy,ca, -+ ,cs € irrelevante, por isso podemos pedir uma
ordenacao especifica. Por questdo de facilidade, vamos pedir que ¢; > cg > -+ > ¢y > 1.

A definicao acima € de parti¢cao irrestrita, se colocarmos algumas restrigoes
para as parti¢oes, definiremos as particoes restritas, como por exemplo, pedir que todas
as partes sejam numeros pares, todas as partes sejam maiores do que 5, todas as partes

sejam distintas, entre outras.

Em especial neste projeto, trabalharemos apenas com dois tipos de restrigoes.

Tamanho minimo: todas as partes devem ser no minimo ¢ € N, com ¢ <n—1,
isto é, para Q = {cy,¢9, - ,¢s}, 1 > > - >¢cs > c€EeN.

Diferenca minima entre as partes: as partes devem ser distintas entre si por,
no minimo, A € Njistoé ¢; > A +¢;yq, Vi=1,--- ;s — 1.

Perceba que, na definicao de particao, todas as partes sao nimeros inteiros
positivos, entao se ¢ = 1, a restricao de tamanho minimo se torna redundante, além disso,
representamos as partes numa sequéencia nao decrescente, entao se A = 0, a restricao
de diferenca minima entre as partes é redundante, logo, nao temos nenhuma restrigao

adicional, voltando para o caso irrestrito.

Definigao 1.2 (Conjunto de partigoes). Unindo todas as particoes de m com tamanho
minimo ¢ e diferenca minima entre as partes X\, temos o conjunto de parti¢oes P(n,c, \).
Dessa forma, temos que P(n,1,0) é o conjunto de parti¢oes irrestritas, e

p(n) = #P(n,1,0).

Definigao 1.3. M(n,c, \) € o conjunto de todas matrizes de duas linhas do tipo

a’l a2 PR as

by by --- b,

=
I



onde aj,b; e NU{0} e

as=¢, a;j =aj41 +bjp1+Ae Z(amtbz-):n

i=1

Tendo uma matriz de duas linhas desta forma, tomemos ¢; = a; + b;, como
definido a;j,b; € NU{0} e aj = aj41 +bj41 +A Vi =1,--- s, temos que ¢; > ¢j1q, isto é,
{a1 + b1,a9 + by, - -+ , a5 + bs} é uma particdo de n. Dessa forma, vemos que cada matriz
se relaciona a uma tnica particao.

Agora, tendo uma particao {ci,ca,- -+ ,¢s}, tomemos ag = ¢ e by = ¢5 — 1
para a tltima coluna, e as outras colunas com a; = a;4+1 + bj41 + A e b; = ¢; — a;, para
j=1,---,s—1, obtendo uma matriz pertencente a M(n,c, ).

Além disso, é facil perceber que, por estes dois processos, uma matriz M sempre
sera ligada a uma particao €2, e esta particao sempre serd ligada a mesma matriz M.
Assim, temos uma bijegao entre o conjunto de partigdes P(n, ¢, A) e o conjunto M(n, ¢, A).

Ao definir parti¢oes definimos ¢ < n — 1, pois
M(n,n,\)| = [M(n,n—1,\)|=1eM(n,n+t,\) =0, t €N

Inicialmente, trabalharemos apenas com particoes irrestritas, com o propésito
de implementar um algoritmo que calcule p(n). Abaixo, temos um exemplo das partigoes

irrestritas de 5, e sua respectiva forma matricial.

Exemplo 1.1. Tomandon =5, c=1 e XA =0, isto €, estamos tratando do caso irrestrito,

listamos todas as particoes e as respectivas matrizes abaizo



ayp Qa9 Qg
cateptotes | {en o o)
by by bs
1
D {5}
4
11
441 {4,1}
3 0
2 1
342 (3,2}
11
111
3+1+1 {3,1,1}
200
2 11
2+42+1 {2,2,1}
010
1111
24+41+1+1 {2,1,1,1}
1000
11111
1+1+1+1+1| {1,1,1,1,1}
000O0O

Portanto, p(5) = #P(5,1,0) = #M(5,1,0) = 7.

Uma explicagao mais detalhada sobre particoes pode ser encontrada em Santos
et al.|[2007], para saber mais sobre a representacdo de particoes em matrizes de duas
linhas, veja [Santos et al.| [2011], e uma visao de um procedimento por caminhos, e uma
aproximacao obtida a partir deste procedimento sao abordados em [Santos and Matte
[2018].

Obtendo a bijecao, temos que a cardinalidade dos dois conjuntos é a mesma,
e este algoritmo calcula quantas matrizes existem no conjunto M(n, 1,0), que, por haver
bijecao com P(n), é o mesmo que o nimero de parti¢oes irrestritas de n.

Partindo disso, a deducao do algoritmo depende da andlise feita no artigo
Godinho and Santos| [2020], que possui um caso especial para partigoes irrestritas, uma

formula fechada para este caso, e é este algoritmo que buscamos implementar.



2 Desenvolvimento

Dadas duas matrizes de duas linhas quaisquer A e B, definimos a operacao de

justaposicao AW B como

a/ e CLS C DEREY C a DRI aS C DRI C
AH_—JB: 1 W 1 t _ 1 1 t
by - b, dy - d, by -+ by dy .-+ d

Agora vamos definir a matriz A(t, ), que é importante para a contagem do

nimero de zeros no final da segunda linha, e a matriz D(ty,--- ,t;):
c+t A e+t =D - c+ A ¢

A<t17t2> ==
1+t 0 e 0 O

c+ G+ DA+ 1+t
D(tl7t27t3) =
l3

E recursivamente, para ¢ > 4

CH (b +DA+1+(=3)N+ D0t
D(ty,....t) = 2 W D(ty, ... ti1).
7]

Precisaremos também das seguintes funcoes:
Lz)=c+(z+1A+1

Qz) = ez + 1) +A@
m(r) =n—Q(r).

A partir destas fungoes vamos definir a primeira geracao da nossa arvore de

matrizes: os blocos, definimos os blocos como abaixo, e cada um deles vai gerar uma série



de descendentes, e assim, montamos a arvore.

c . c+A ¢ c+rA - c+ A ¢
m(0) | m1) o) m(r) -~ 0 0

Perceba que o bloco é um tipo de matriz A(ty, t2), mais especificamente, B(j) =
A(j,m(j) — 1), assim, vamos ter que os descendentes de B(j) serdo matrizes concatenada
auma A(j,t5), isto é, a descendéncia conserva o nimero de zeros no fim da segunda linha.
Além disso, precisamos que m(r) seja ndo negativo, entdo Q(r) < n. Assim,

tomamos a equagao

Q(x) —n= %(/\372+m(20+/\)—1—2(c—n)) =0 (1)

que possui duas raizes distintas de sinal distinto se A # 0, e uma raiz positiva de A = 0.
Tomamos entdo 7 como o piso da raiz positiva, e, como quisto, m(r) > 0 para r =
0,1---,r, dessa forma, sabemos também que teremos r; + 1 blocos.

Y 9 ? Y

Para encontrar os primeiros descendentes de B(t;), definimos

m(tl,tg) = m(tl) — 2t2 — L(tl) — 1,

e os descendentes serao da forma

Lt]) +t
F(t1,ts) = (h) + . W At o)
m(tl,tg)

m(tl, O)
2 s

Para encontrar os descendentes de F'(t1,t2), isto é, a segunda geragao de B(t;),

para to =0,1,--- |

definimos

m(tl,tg,tg) = m(tl,t2> — L(tl) — )\ — tg — 2t3

e os descendentes serdao da forma

10



L(t))+A+1ta+t
Pty taty) = | 7 P WD(t b ts) WAt 1)

m(th t27 t3>

m(ti,t2,0) |
—
Por fim, recursivamente, para encontrar a ¢-ésima geragao de B(t;) (descen-

para t3 =0,1,--- |

dentes de F'(ty,--- ,t,—1)) para £ > 4, definimos

/—1
mty, -« te) =mlty, - te) — L(t) = ((=2)A =)t — 2
=2

e os descendentes serao da forma

L(t) + (0 — 2N+ Sy
Flty, - ) = (h) +( A+ 2 WD(ty,- - 1) WAt Lo)
m(ty,- -+, te)

m(t17"' 7tf—170)J
5 )
Assim temos definidas todas as matrizes de nossa arvore de acordo com o

para t,=0,1,--- |

definido em |Godinho and Santos| [2020].

Vale a pena destacar que todas as matrizes descendentes de B(t;) sao justa-
postas com A(ty,t5), sendo assim, elas tém t; zeros no final da segunda linha, isso torna
rapida a deducgao de qual bloco uma matriz qualquer é descendente, além disso, o niimero
de colunas de F'(t1,--- ,t;) é o numero de colunas de A(ty,ts), t; + 1, somado ao nimero
de colunas de D(ty,--- ,ts), £ — 2, somado a 1, isto é, t; + ¢ colunas. Assim, sabendo ¢;

contando os zeros a direita, sabemos também facilmente a geracao da matriz.

m(tl, e ,tgfl, 0)
2

se m(ty,--+ ,te—1,0) < 0, 0 n6 F(ty,---,t, é uma folha, ndo tem descendentes. Unindo

Outro ponto interessante é que t, varia de 0 a | |, ou seja,

essa informacao com a defini¢ao recursiva da fungao m, percebemos que quanto maior t;,

menor é m(ty, -+ ,t;), para todoi=1,--- /.

11



2.1 Caso irrestrito

No caso irrestrito temos ¢ = 1 ¢ A = 0, como definido na Defini¢ao [1.2] ¢
temos p(n) = #M(n, 1,0).
Dado n € N, queremos que o algoritmo nos devolva p(n). Para tal, vamos

trazer as defini¢oes acima para esse caso simplificado:

1 1 - 11
Aty ta) =

1+t 0 --- 0 O

ti+12glunas

1y + 2

D(tlat%t?)) =
l3
E recursivamente, para ¢ > 4
24+ Sy
D(ty,... ty) = Lz W D(ty,... te1).
177

Adaptando as fungoes, temos que agora a fungdo L(x) é constante:

m(r)=n—Q(r)=n—r—1.

Entao, adaptamos os blocos:

1 1 1 11 1
B(0) = ;B(1) = ;o3 Bn—1) =
n—1 n—2 0 0 0 0
ncc?lflnas
Vale ressaltar que D(tq,...,t;) nao depende de t;, pois A = 0, mas vamos

12



manter como uma variavel de D para manter a conformidade o que ja foi definido. Além
disso, vale notar que os blocos podem ser escritos como a matriz A, de forma que B(j) =
A(j,n—j—2).

Agora, como A\ = 0, a equacao tem uma tnica solugao: © = n — 1, isto é,
nesse caso, teremos r =n — 1, logo, r + 1 = n blocos.

A maneira que o algoritmo fara para calcular é por geracao, isto é, na visao
de arvore, contar por linha, o nimero de matrizes numa mesma linha, este nimero deno-
taremos por Dy.

Para definir estes valores, precisamos do seguinte polinémio:

Po(z) =n—2(x+1)

n n—2 n
Cuja raiz é xo = 5~ 1, e com esta obtemos £y = L

nimero de geracoes da familia de matrizes, a profundidade da arvore.

Com fy podemos definir os seguintes polinomios:

Pi(z)=n—1—xzePj(r)=n—2j—xparaj=2,---,,
Cujas raizes sao:

ri=n—ler;=n—2jparaj=2-- (.

Agora, para encontrar os primeiros descendentes de B(t1), tomamos

m(tl,t2> = m(tl) — 2t2 — L(tl) —1=n-— tl — 2t2 —4

e os descendentes serdao da forma

241
F(tl, tg) - 2 L‘U A(tl, tQ)

m(tl, t2>

m(tl, O)
2
Para encontrar os descendentes de F'(1,12), isto é, a segunda geragao de B(t;),

para to =0,1,--- || |, com m(t1,0) =n —t; — 4.

13



definimos

m(tl, t2, t3> = m(tl,tg) — L(tl) — A= tQ — 2t3 = m(tl, t2> —2— tz — 2t3
e os descendentes serdo da forma

24t +1t
F(ty,ta,t3) = SR D(ty,t2,t3) W A(ty, t2)

m(th t27 t3)

m(ty,t2,0) |
5 .
Por fim, recursivamente, para encontrar a f(-ésima geracao de B(t;) (descen-

para t3 =0,1,--- |
dentes de F(ty,--- ,t, 1)) para £ > 4, definimos

-1
m(th Ut 7t€) = m(tla e 7t€71) - 2 - th - 2tf
i=2
e os descendentes serdo da forma
24+ 30t

F(tl,"' ,t@) - - H’JD(lfl, ,tg) H’JA(tl,tQ)
m(ty, - te)

m(tla e 7t€7170)J
5 .

parat, =0,1,--- |

Exemplo 2.1. Vamos descobrir a denominacao de uma matriz genérica, tomemos a

representacao matricial de uma particao de 32 a sequir.

6 55311111
310220000

A sequéncia de zeros no final da linha inferior € feita de 4 zeros, isto €, t; = 4,
e sabemos que essa matriz € descendente de B(4), como temos 9 colunas, e t; = 4, sabemos
que essa matriz pertence a 5% geragao (€+t, € o nimero de colunas), isto é, ela € da forma
F(ty,ta,t3,t4,t5). Jd sabemos ty, como o primeiro elemento nao nula na linha inferior é

2, temosty = 2—1 =1, e os elementos anteriores a este na linha inferior, lidos da direita

14



para a esquerda, com excecao do primeiro elemento da linha, formam os outros valores:
t322, t4:0, t5:1
Dessa forma, a matriz acima € F(4,1,2,0,1), e representa a parti¢ao 9+ 6 +

54+0+3+1+1+1+1 de 32

Exemplo 2.2. Agora tomemos uma denominacdo e vamos retornar a matriz que ela se

refere.representa. Vamos supor que F(3,2,0,4) é uma representa¢iao matricial de uma

particao de 30.
Primeiro, vejamos que ela depende de tq, to, t3 € ty, assim sendo uma matriz
pertencente a 4% geracao. Como t; = 3, ela tem as 3 iltimas colunas de 1 na linha

superior 0 na linha inferior, sendo um total de 3+ 4 =T colunas.

a1a2a31111
by by b3 by 0 0 O

Por construcao, by =1+ t9, bg =t3 e by = t4:

CL16L2(L31111
by 4 0 3 0 0 O

logo,

8 441111
bp 4 0 3 0 0 0

Os elementos somam 27 + by, que deve ser 30, logo, by = 3, obtendo:

8§ 441111
bp 4 0 3 0 0 O

F(3,2,0,4) =

Se o dltimo elemento encontrado (by) fosse negativo, concluiriamos que ndao
ha uma matriz com essa denominagao dentre as representacoes matriciais de 30, e nossa

suposi¢ao inicial estaria errada.

Partindo para o calculo dos valores de quantas matrizes existem em cada
~ l . / /o
geracao, Dy, definamos Tj( ), para j = 2,--- .,/ — 1, que é um valor necessario para o

calculo de Dy, da seguinte forma:

15



L

Po(ty) — >, i-teiyo

i=0—j+3

V)

7O = TO(t by, 15 ) = (2)

Agora podemos definir D; = 71 + 1 = n (ntmero de blocos, isto é, matrizes da

primeira geracao), e, usando Tj(f) calculamos Dy, para ¢ = 2,--- ,/{y, definido como:

¢
re TSV 7%, Po(ty) — > i tr—iyo
i=3

De=> Y Y ; +1 (3)

t1=01t2=0 ty_1=0

Por fim, obtido todo D, para ¢ = 2,--- ,{y, temos o nimero de matrizes em

cada geracao, logo, o total de matrizes na familia é, simplesmente, a soma desses valores:
Lo Lo

=1 =2
A dedugao destas formulas estd em |Godinho and Santos [2020]. Tomando-as
definidas como acima, passamos agora a implementar esses calculos, e o faremos em forma

de fungoes aninhadas.

2.1.1 Calculo de T\

Partindo de ({2)), queremos implementar uma fungdo que receba, de entrada,
valores de j, £ e um vetor t = (ti,--- ,t;—1) e devolva Tj(z)(tl, .-+ ,t;_1), que deve ser
natural.

Para o caso irrestrito, ja sabemos a forma explicita de Py(x), em especial neste

caso podemos substituir na férmula, o que nos deixa com

4
TL—Zf—tl— Z ’i'tg_i+2
i=f—j+3

() ()
T =Tt b, 1) =
i (17 27 » Y] 1) g_(]_2)

J

16



-,

Para a implementagao da fungao, podemos perceber que t; é equivalente a t(7),
parai=1,---,7—1.
Algoritmo 1: Funcao Tj@) (t1,--+ ,t-1)
Entrada: (€N, (>2 j€{2,3,--- {—1}et=(t,--- ,tj_1), vetor de

tamanho j — 1, n
1 s=0;
2 Para i =/—j+ 3 até { faga:
3 L s=s+i-t(l —1+2);
n—20—1t(1)—s
—G-2
T = floor(T) (toma o maior inteiro menor do que ou igual a T');

Saida: ,11](6) (tl, cee ,tj_l) =T

T —

'y

(S}

2.1.2 Calculo de D,

Partindo de , queremos implementar uma funcao que receba, de entrada,
valores de ¢ e ry (raiz de Py(x)), e nos devolva o valor de D).
Para o caso irrestrito, ja sabemos a forma explicita de P,(x), em especial neste

caso podemos substituir na férmula, o que nos deixa com

¢
YA .
e T5" 79 n—20—1t — > i-ti_iso
i=3

D=3 % . i1

t1=0t2=0 ty_1=0

Facamos o somatorio por recursao, pois o nimero de somatérios é variavel,

para isso, vamos dar como entrada o vetor, que carrega os valores atuais de t1,to, - , .

17



Entao vamos criar uma fungao 'soma’; que recebe ...

Algoritmo 2: Fungao soma

10

11

12

13

Entrada: (€N, (> 2 ry t=(t;, - ,ti_1), j, somatorio, n

Se j =1 entao

T =ry;
Senao

_ @R,
¥T_,‘Tj (fja

Para t(j) =0 a T faga:

Se j=/{—1 entao
somainterna = 0;
Para @ =3 até ( faga:

L somainterna = somainterna + i - t({ — i + 2);

_ n—2-L—t(1) — somainterna_
= 5 7
somatorio = somatorio + floor(a) + 1;

a

Senao

somatorio = soma(t, {, s, somatorio, j + 1,n);

Saida: somatorio, valor a ser utilizado na funcao D,

E entao a funcao que calcula D, fica:

Algoritmo 3: Funcao Dy

1

2

3

4

Entrada: (€N, (>2 n, 7,

J=1

somatorio = 0;

t =1(0,0,---,0) de £ — 1 dimensoes;
somatorio = soma(t_; , ¢, somatorio, j);

Saida: somatorio =D,

18




2.1.3 Algoritmo final

Com a funcao que calcula I, basta somarmos os valores de D, para ¢ =

2, L.
Algoritmo 4: Célculo de p(n)

Entrada: n

o2}

2 Defina r vetor de ¢, zeros;

r(l)=n-—1

[u—y

w

N

p=r(1)+1
5 Para (=2 até {, faga:

6 r(l)=n—2-¢
7 d = Dy(n,r;) usando a fungao;
8 | p=p+d;

Saida: p = p(n)

2.1.4 Exemplos

Para entender melhor o que significam esses resultados na pratica, vamos mon-
tar dois casos de exemplo, um primeiro, pequeno, para n = 5, mostrando todas as matrizes

de acordo com o Exemplo 1.1, e a arvore formada.

Exemplo 2.3. Tomando n =5, como no Exemplo 1.1, vamos identificar as matrizes de

M(5) que sao blocos:

-~ =
w =
[ R
\»)
[N
(e
[

—_
—_
—_

1111 11
B(
100 0 0 0

]
@]
@]

Os primeiros descendentes de B(0) sdo, para ty > 0 da forma:

2419 1
F(0,t5) =
n—2t2—4 t2+1

19



Cugja unica matriz que se encaira €:

F(0,0) =
11

Fazemos de maneira semelhante para descobrir os descendentes de B(1), vendo
quais valores ty se encaizam na matriz de forma que o sequndo elemento da linha inferior

seja to + 1 e a matriz ainda pertenca a M(5):

F(L1y) 2419 1 1
y L2) =
n—2t2—5 t2+1 0

Cuja unica matriz que se encaiza é:

2 11
010

F(1,0) =

Os blocos B(3), B(4) e B(5) nao tem primeiros descendentes, isto €, nao tem
valores to que, ao adicionar ts + 1 no sequndo elemento de linha inferior desses blocos e
fazendo as alteragdes necessdrias, as matrizes resultantes ainda perten¢am ao grupo M(5).

Assim, temos listados todos as matrizes do grupo, e podemos montar a drvore:

Assim, podemos ver as geracoes, a primeira geracdo, a gerac¢ao dos blocos
B(t1), tem 5 matrizes (n = 5), assim, Dy = 5, a sequnda geragdo, dos descendentes
diretos dos blocos, F(t1,ts), tem 2 matrizes, assim, Dy = 2.

Logo, p(n=5)=D;+Dy=n+Dy=5+2=7.

Este exemplo simples conseguimos mostrar todas as matrizes e a maneira que
sao escolhidos os descendentes, entretanto, por terem poucos descendentes, a arvore nao

fica muito visivel, para tal, vamos pegar um exemplo maior, n = 10, p(10) = 42.

Exemplo 2.4. Neste exemplo, maior, o caso n = 10, vamos apenas apresentar as matri-

zes, mas os descendentes foram encontrados da maneira descrita no texto.
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Estas sao as drvores dos descendentes de cada bloco, inclusive os casos de
B(7), B(8) e B(9) que ndo tem descendentes, sao drvores. A primeira linha contém os

blocos, as linhas sequintes seus descendentes, os nomes das matrizes sao listados na tabela

abaixo:
Geracao | Matrizes D,
1 B(0), B(1), B(2), B(3), B(4), B(5), B(6), B(7), | D; =n =10
B(8). B(9)

2 | F(0,0), F(0,1), F(0,2), F(0,3), F(1,0), F(1,1),| Dy=16
F(1,2), F(2,0), F(2,1), F(2,2), F(3,0), F(31),
F(4,0), F(}.1), F(5,0), F(6,0)

3 | F(0,0,0), F(0,0,1), F(0,0,2), F(0,1,0), F(1,0,0),| Djs=11
F(1,0,1), F(1,1,0), F(2,0,0), F(2,0,1), F(3,0,0),

F(4,0,0)
4 | F(0,0,0,0), F(0,0,0,1), F(1,0,0,0), F(2,0,0,0) D, = 4
5 | F(0,0,0,0,0) Ds = 1

Que completam, na soma, as 42 particoes irrestritas de 10.

2.2 Caso Restrito

No caso restrito para as restrigdes que estamos trabalhando, isto é P(n,c, A),
com n,c,\ € N, com ¢ < n — 1, j& vimos como encontrar os blocos e seus descendentes.
Vamos entao ver um exemplo de como encontrar uma matriz na arvore, e montar uma

arvore para demonstrar.
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Exemplo 2.5. Seja a matriz

26 23 18 14 11 8 5
5 0 2 1 0 00

seu ultimo elemento da primeira linha € 5, isto €, ¢ = 5 € a menor parte, além disso, a
diferenca entre as partes é A\ = 3, pois 8 = 5+ A+ 0. Somando todas as entradas da
matriz temos n = 113, portanto, temos que essa matriz pertence a M(113,5,3).

Como a matriz tem trés zeros no fim da sequnda linha, isto €, t; = 3, ela €
uma descendente do bloco B(3), como temos 7 colunas, sabemos que essa matriz pertence
a 4% geragao da drvore, isto €, ela € da forma F(3,tq,13,t4).

O altimo elemento nao nulo € ty + 1, para confirmar que o fim da matriz
seja A(ty,t2), logo, to = 0. Agora, os elementos by e by sao justamente ty e ts. Assim,
concluimos que a matriz dada € denominada F'(3,0,2,0) € M(113,5,3).

Observagao: Essa matriz representa a partigao {31,23,20,15,11,8,5}, que é
uma particao que também pertence ao conjunto de particoes irrestritas de 113, e também
pertence a P(113,1,1) (conjunto de partigoes com partes distintas), e alguns outros,
porém, em cada um desses conjuntos que ela seja referenciada, ela terda uma representacao
matricial distinta. A particao € a mesma, mas a representacao matricial depende das res-

tricoes.

Agora que sabemos identificar onde uma determinada matriz se encontra na

arvore, e sabemos montar as matrizes da arvore, vamos dar um exemplo de uma arvore.

Exemplo 2.6. Tomemos M(32,7,2), o primeiro passo é montar os blocos, que sao 0s trés
abaizro, perceba que ao tentar montar um quarto, precisariamos de um termo —8, o que
ndo pode ocorrer (essa € uma maneira pratica de montar a drvore, aumentar até aparecer

um valor negativo).

7 9 7 11 9 7

B(0) = ;B(1) = ; B(2) = ;
25 16 0 5 0 0
B3y 13 11 9 7
8 0 00
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B(2) nao tem descendentes, pois m(2,0) = —10 < 0 (a maneira analitica de
verificar). B(1) tem dois descendentes, pois m(1,1) =1 >0, mas m(1,2) = —1 < 0. Por
fim, checamos também que B(0) tem 8 descendentes, pois m(0,8) = —2 < 0 € o primeiro
m(0, ty) negativo.

Da mesma maneira, vemos que, da 2% geragao, apenas F(0,0) tem descenden-

tes, e sao dois, obtemos assim a drvore de M(32,7,2):

E, portanto, #M(32,7,2) = 15.

3 Resultados

3.1 Caso irrestrito

O principal resultado é o proprio algoritmo mostrado acima, implementado
em funcoes em MATLAB, as implementagoes estao no anexo, para nao poluir o texto.
Fazendo um laco em n dessa funcao, conseguimos analisar melhor o comportamento do
algoritmo.

Além do valor de p(n), coletamos o tempo de processamento do algoritmo para
os valores calculados, que foram de n = 1 até n = 167.

Primeiro de tudo, o grafico de n x p(n) comprova que a func¢ao p(n) realmente

explode para n crescente:
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% 10" n x p(n)

0 50 100 150
Figura 1: n x p(n), n=1:167

Porém, é necessario dividir o grafico em trés menores, pois no Grafico , p(100)
aparenta ser um numero préximo a 0, quando, na verdade, é da ordem de 10%. Tomamos,

entao, os sub-intervalos 1 : 100, 1: 50 e 1 : 20 e obtivemos os seguintes graficos:

i nxp(n i nxp(n nxp(n
510 p(n) 25 X10 p(n) p(n)
600
15 Z
z 31-5 £400
a a1 o
1
200
05 -
0 0 0
0 20 40 60 80 100 0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20
n n n
(a) n x p(n), n=1:100 (b) n x p(n), n=1:50 (¢) nxp(n), n=1:20

Figura 2: n x p(n) para sub-intervalos
Tomando o grafico log-log com estes mesmos valores, temos o grafico |3 abaixo,

que mostra que o comportamento da funcao é, nao s6 extremamente crescente, mas mais

crescente que exponencial.
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log(n) x log(p(n))

1010 L

105.

log(p(n))

10° : :
10° 10" 10°
log(n)

Figura 3: logn x logp(n), n=1:167

Analisando agora, a velocidade do algoritmo, temos que o tempo gasto para
achar cada resultado é aproximadamente proporcional ao préprio resultado p(n), como o

grafico abaixo mostra (aproximadamente uma reta).

p(n) x tempo de processamento

15000

10000 |

5000

tempo de processamento (s)

0 05 1 15 2 25
p(n) x10"

Figura 4: p(n)xtempo de processamento, n =1 : 167

Isto significa que, assim como a fungao p(n), o tempo de processamento também
cresce muito rapidamente, o grafico abaixo, de n em fun¢ao do tempo, nos da uma boa

nocao deste crescimento.
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n x tempo de processamento

=
)]
o
o
o

10000

5000

tempo de processamento (s)

0 50 100 150
n

Figura 5: nxtempo de processamento, n = 1: 167

Para simplificar a compreensao, a tabela abaixo mostra intervalos de tempo,

e os valores de n cujo processamento se encaixa no intervalo.

Tempo de Processamento | Valores de n
Até 1 segundo n=1:76

De 1 segundo a 1 minuto | n=77:111

De 1 minuto até 1 hora | n=112:151

Mais de 1 hora n = 152 : 167

Tabela 1: Intervalos de Tempo de Processamento

Com ela, percebe-se que os calculos se tornam cada vez menos praticaveis para

um computador simples.

4 Conclusao

Conclui-se que o algoritmo acima calcula o nimero de particoes irrestritas de
n, como era seu objetivo. Conclui-se também que a func¢ao p(n) tem um comportamento
explosivo, cresce muito rapidamente.

Além disso, é possivel concluir que o algoritmo é eficiente e viavel, pois calcula
valores até p(111) em menos de um minuto. Entretanto, o algoritmo perde valor para
grandes valores de n, j4 que o tempo se torna impraticavel, isto é, o algoritmo tem um
‘limite’, que depende de quanto tempo o computador pode estar alocado apenas para
calculo desta funcao.

J& para o caso restrito, o calculo nimero de parti¢coes de n com menor parte
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no minimo ¢ e diferenca minima entre partes A por meio de sua representacao matricial

alcangou o que foi proposto.
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5 Anexos

5.1 Implementacao do calculo de Tj@)

Implementagao em MATLAB referente ao algoritmo [I]

Listing 1: Célculo de T

1 function T = Tj(3j,1,t,n)

2 s = 0;

3 for 1 = (1—3+3):1

4 S = s+ixt (1—1i+2);

5 end

6 T = (n—2%x1-t (1)—s)/(1—3+2);
7 T = floor(T);

8 end

5.2 Implementacao da funcao soma

Implementagao em MATLAB referente ao algoritmo [2|

Listing 2: Funcao Soma

1 function somatorio = soma(t,l,rl,somatorio, j,n)
2 if § ==1

3 T =1rl;

4 else

5 T =T3(j,1,t,n);

6 end

7 for tj = 0:T

8 t(3) = tJ;

9 if § == 1-1

10 somainterna = 0;

11 for 1 = 3:1

12 somainterna = somainterna + i*t (1—1i+2);
13 end
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14 a = (n—2x1—t (l)—somainterna)/2;

15 somatorio = somatorio + floor(a) + 1;

16 else

17 somatorio = soma(t,l,rl,somatorio, j+1,n);
18 end

19 end

20 end

5.3 Implementacao do calculo de Dy

Implementagao em MATLAB referente ao algoritmo [3

Listing 3: Célculo de D,

1 function somatorio = D(1l,rl,n)

2 J =13

3 somatorio = 0;

4 t = zeros(l1-1,1);

5 somatorio = soma(t,1l,rl,somatorio, j,n);
6 end

5.4 Implementagao da fungao principal: célculo de p(n)

Implementagao em MATLAB referente ao algoritmo [4]

Listing 4: Célculo de p(n)

1 function p = particao (n)

2 %$Valores iniciais

3 lzero = floor (n/2);

4 r = zeros(lzero,1);

5 r(l) = n—1;

6 p = r(l)+1;

7

8 %$Laco para somar D2, D3, ..., Dlzero
9 for 1=2:1zero
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10

11

12

13

end

end

r(l)

d=D (1, r(1l)

p =

= n—2%1;

p+d;

,n);
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