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Resumo

Este projeto tem por finalidade apresentar a implementacao de um algoritmo
que calcule o nimero de particoes irrestritas de n € N a partir de uma bijecao entre o
conjunto de particoes irrestritas de n e um conjunto de matrizes de duas linhas de inteiros
nao negativos.

Palavras-Chave: Particoes irrestritas. Matrizes de duas linhas.



Abstract

This project aims to present an implementation of an algorithm that computes
the number of irrestrict partitions of n € N from a bijection between the set of irrestrict
partitions of n and a set of two-line matrices of non-negative integers.

Keywords: Irrestrict partitions. Two-line matrices
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1 Introducao

Partindo de algumas defini¢coes, vamos encontrar a bijecao entre o conjunto
de partigoes irrestritas de n e um conjunto de matrizes de duas linhas de inteiros nao

negativos.

Definigao 1.1 (Particao). Uma particao de n € N é uma cole¢dao de inteiros positivos
cuja soma é n, isto €, Q = {cy,¢a,- -+ ,cs} € uma particio de n se ¢y +co+ -+ + s = n.
A ordem das partes ci,cq,- -+ ,cs € irrelevante, por isso podemos pedir uma ordena¢ao

especifica. Por questao de facilidade, vamos pedir que ¢y > co > +++ > cg > 1.

Defini¢ao 1.2 (Conjunto de partigdes). P(n) € o conjunto de particoes de n se

]P)(n) - {Q: {617627”' ,CS}|01+C2—|—"'+CS :n}
E o nimero de parti¢oes de n é p(n) = #P(n).

Defini¢ao 1.3. M(n) é o conjunto de todas matrizes de duas linhas do tipo

a’l a2 PR as

by by --- b,

M =

onde aj,b; e NU{0} e

ag = 1, aj = CL]‘_H + bj+1 e Z(az + bz) =N

i=1
Esta defini¢ao é um caso particular de uma definicao mais geral M(n,c, \),
apresentada em |Godinho and Santos [2020] o caso em que ¢ =1 e A =0, que € o caso

especifico para particoes irrestritas.

Tendo uma matriz de duas linhas desta forma, tomemos ¢; = a; + b;, como
definido a;,b; € NU {0} e a; = aj41 +bjs1 Vj = 1,--- s, temos que ¢; > ¢j41, isto €,
{a1 + b1,as + by, - -+ , a5+ bs} é uma particdo de n. Dessa forma, vemos que cada matriz
se relaciona a uma tnica particao.

Agora, tendo uma partigao {cy,co, - ,cs}, tomemos as = 1 e by = ¢, — 1
para a ultima coluna, e as outras colunas com a; = a1 + bj41 e b; = ¢; — a;, para

j=1,---,s—1, obtendo uma matriz pertencente a M(n).
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Além disso, é facil perceber que, por estes dois processos, uma matriz M
sempre sera ligada a uma particao €, e esta particao sempre serd ligada a mesma matriz

M. Assim, temos uma bijegao entre o conjunto de parti¢oes P(n) e o conjunto M(n).

Exemplo 1.1. Tomando n = 5, listamos todas as particoes e as respectivas matrizes

abaizo

ap G As
cateptotos | {enoe o)
by by bs
1
5 {5}
4
11
441 {4,1}
3 0
2 1
342 (3,2}
11
111
3+1+1 {3,1,1}
200
2 11
2+2+1 {2,2,1}
010
1111
24+1+1+1 (2,1,1,1}
1000
11111
1+1+1+1+1| {1,1,1,1,1}
000O0O0

Assim, podemos ver também que p(5) = 7.

Uma explicagao mais detalhada sobre parti¢oes pode ser encontrada em [Santos
et al.|[2007], para saber mais sobre a representacao de particoes em matrizes de duas
linhas, veja [Santos et al.| [2011], e uma visdo de um procedimento por caminhos, e uma
aproximacao obtida a partir deste procedimento sao abordados em Santos and Matte
[2018].

Obtendo a bijecao, temos que a cardinalidade dos dois conjuntos é a mesma, e



este algoritmo calcula quantas matrizes existem no conjunto M(n), que, por haver bijegao
com P(n), é o mesmo que o nimero de parti¢oes irrestritas de n.

Partindo disso, a deducao do algoritmo depende da andlise feita no artigo
Godinho and Santos| [2020], que possui um caso especial para partigoes irrestritas, uma

formula fechada para este caso, e é este algoritmo que buscamos implementar.

2 Desenvolvimento

Dado n € N, queremos que o algoritmo nos devolva #M(n), isto é, p(n). Para
tal, (Godinho and Santos| [2020] define blocos de matrizes e descendentes de cada um
destes blocos, o artigo é baseado no caso com algumas restrigoes (M(n, ¢, A)), mas no caso

irrestrito (lembrando que M(n) = M(n, 1,0)), sabemos quantos e quais sdo os blocos:

n colunas

Perceba que B(j) tem j + 1 colunas, isto é, temos n blocos.

Cada um desses blocos tem uma familia de descendentes criando uma arvore
de matrizes. A maneira de calcular é por geracao, isto é, na visao de arvore, contar por
linha, o nimero de matrizes numa mesma linha, este niimero denotaremos por ID,.

Para definir estes valores, precisamos do seguinte polinémio:

Po(x) =n—2(x+1)

—2
Cuja raiz é xg = g — 1, e com esta obtemos {5 = {n 5 J +1= {—J, que é o

numero de geracoes da familia de matrizes.

Com /¢y podemos definir os seguintes polinomios:

Pi(z)=n—1—zeP;(z)=n—2 —zparaj =2 ly,



Cujas raizes sao:

rm=n—1ler;=n—2jparaj=2---, 4.

~ ? . , ]
Definamos entao Tj( ), para j =2,--- £ — 1, que é um valor necessario para o

calculo de Dy, da seguinte forma:

¢
Po(ty) — >, i-teiyo

i=0—j+3

TO — 7Oty oot ) =

(1)

Agora podemos definir D; = 71 + 1 = n (nimero de blocos, isto é, matrizes da

(¢
j

primeira geracao), e, usando 7' ) calculamos Dy, para £ =2, --- , {g, definido como:

¢
re T8 7Y, Po(th) — D i tr—ito
i=3

D=%% % - +1 (2)

t1=01t2=0 ty_1=0

Por fim, obtido todo D, para ¢ = 2,--- ,{y, temos o numero de matrizes em

cada geracao, logo, o total de matrizes na familia é, simplesmente, a soma desses valores:
fo ZO

=1 =2
A dedugao destas féormulas estd em |Godinho and Santos [2020]. Tomando-as
definidas como acima, passamos agora a implementar esses calculos, e o faremos em forma

de fungoes aninhadas.

2.1 Célculo de )"

Partindo de , queremos implementar uma funcao que receba, de entrada,
valores de j, £ e um vetor £ = (t;,---,t;_1) e devolva Tj(z)(tl, .-+ ,tj_1), que deve ser
natural.

Para o caso irrestrito, ja sabemos a forma explicita de Py(z), em especial neste



caso podemos substituir na férmula, o que nos deixa com

4
7’L—2€—t1— Z i'tg_i+2
i=0—j+3

TO =TO( ty, -+ i) =
J (17 27 7]1) g—(]—2)

J

—

Para a implementacao da funcdo, podemos perceber que ¢; é equivalente a (i),

parat=1,---,7—1.

Algoritmo 1: Fungao Tj(e) (t1,-- ,t-1)
Entrada: (€N, (>2 jc{2,3,--- {—1}et=(t;, - ,t;_1), vetor de

tamanho j — 1, n
1 s=0;
2 Para 1 =1/(—j+ 3 até { faga:
3 L s=s+i-t(l—1+2);
n—20—t(1)—s
—G-2
T = floor(T) (toma o maior inteiro menor ou igual a T');

Saida: CTJ(Z) (tl, cee ,tj_l) =T

4T =

(S}

2.2 Calculo de Dy

Partindo de ({2)), queremos implementar uma func¢ao que receba, de entrada,
valores de ¢ e ry (raiz de Py(x)), e nos devolva o valor de D,.
Para o caso irrestrito, ja sabemos a forma explicita de Py(x), em especial neste

caso podemos substituir na férmula, o que nos deixa com

14
(€) :
Ty TQ(Z) Tg,1 n — 2€ - tl - Z 7 t(—z+2
1=3

3=33 % . 1

t1=0t2=0 ty—1=0

Facamos o somatorio por recursao, pois o nimero de somatoérios é variavel,

para isso, vamos dar como entrada o vetor, que carrega os valores atuais de tq,t9, - , 2.
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Entao vamos criar uma fungao 'soma’; que recebe ...

Algoritmo 2: Fungao soma

10

11

12

13

Entrada: (€N, (> 2 ry t=(t;, - ,ti_1), j, somatorio, n

Se j =1 entao

T =ry;
Senao

_ @R,
¥T_,‘Tj (fja

Para t(j) =0 a T faga:

Se j=/{—1 entao
somainterna = 0;
Para @ =3 até ( faga:

L somainterna = somainterna + i - t({ — i + 2);

_ n—2-L—t(1) — somainterna_
= 5 7
somatorio = somatorio + floor(a) + 1;

a

Senao

somatorio = soma(t, {, s, somatorio, j + 1,n);

Saida: somatorio, valor a ser utilizado na funcao D,

E entao a funcao que calcula D, fica:

Algoritmo 3: Funcao Dy

1

2

3

4

Entrada: (€N, (>2 n, 7,

J=1

somatorio = 0;

t =1(0,0,---,0) de £ — 1 dimensoes;
somatorio = soma(t_; , ¢, somatorio, j);

Saida: somatorio =D,

11




2.3 Algoritmo final

Com a funcao que calcula I, basta somarmos os valores de D, para ¢ =

2, L.
Algoritmo 4: Célculo de p(n)

Entrada: n

o2}

2 Defina r vetor de ¢, zeros;

r(l)=n-—1

[u—y

w

N

p=r(1)+1
5 Para (=2 até {, faga:
r(l)=n—2-4

[=2]

d = Dy(n,r;) usando a fungao;

~

p=p+d
Saida: p = p(n)

0]

3 Resultados

O principal resultado é o proprio algoritmo mostrado acima, implementado
em funcoes em MATLAB, as implementacgoes estdao no anexo, para nao poluir o texto.
Fazendo um laco em n dessa funcao, conseguimos analisar melhor o comportamento do
algoritmo.

Além do valor de p(n), coletamos o tempo de processamento do algoritmo para
os valores calculados, que foram de n = 1 até n = 167.

Primeiro de tudo, o gréfico de n x p(n) comprova que a fungao p(n) realmente

explode para n crescente:
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% 10" n x p(n)

0 50 100 150
Figura 1: n x p(n), n=1:167

Porém, é necessario dividir o grafico em trés menores, pois no Grafico , p(100)
aparenta ser um numero préximo a 0, quando, na verdade, é da ordem de 10%. Tomamos,

entao, os sub-intervalos 1 : 100, 1: 50 e 1 : 20 e obtivemos os seguintes graficos:

i nxp(n i nxp(n nxp(n
510 p(n) 25 X10 p(n) p(n)
600
15 Z
z 31-5 £400
a a1 o
1
200
05 -
0 0 0
0 20 40 60 80 100 0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20
n n n
(a) n x p(n), n=1:100 (b) n x p(n), n=1:50 (¢) nxp(n), n=1:20

Figura 2: n x p(n) para sub-intervalos
Tomando o grafico log-log com estes mesmos valores, temos o grafico |3 abaixo,

que mostra que o comportamento da funcao é, nao s6 extremamente crescente, mas mais

crescente que exponencial.
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log(n) x log(p(n))

1010 L

105.

log(p(n))

10° : :
10° 10" 10°
log(n)

Figura 3: logn x logp(n), n=1:167

Analisando agora, a velocidade do algoritmo, temos que o tempo gasto para
achar cada resultado é aproximadamente proporcional ao préprio resultado p(n), como o

grafico abaixo mostra (aproximadamente uma reta).

p(n) x tempo de processamento

15000

10000 |

5000

tempo de processamento (s)

0 05 1 15 2 25
p(n) x10"

Figura 4: p(n)xtempo de processamento, n =1 : 167

Isto significa que, assim como a fungao p(n), o tempo de processamento também
cresce muito rapidamente, o grafico abaixo, de n em fun¢ao do tempo, nos da uma boa

nocao deste crescimento.
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n x tempo de processamento

=
)]
o
o
o

10000

5000

tempo de processamento (s)

0 50 100 150
n

Figura 5: nxtempo de processamento, n = 1: 167

Para simplificar a compreensao, a tabela abaixo mostra intervalos de tempo,

e os valores de n cujo processamento se encaixa no intervalo.

Tempo de Processamento | Valores de n
Até 1 segundo n=1:76

De 1 segundo a 1 minuto | n=77:111

De 1 minuto até 1 hora | n=112:151

Mais de 1 hora n = 152 : 167

Tabela 1: Intervalos de Tempo de Processamento

Com ela, percebe-se que os calculos se tornam cada vez menos praticaveis para

um computador simples.

4 Conclusao

Conclui-se que o algoritmo acima calcula o nimero de particoes irrestritas de
n, como era seu objetivo. Conclui-se também que a func¢ao p(n) tem um comportamento
explosivo, cresce muito rapidamente.

Além disso, é possivel concluir que o algoritmo é extremamente eficiente e
vidvel, pois calcula valores até p(111) em menos de um minuto. Entretanto, o algoritmo
perde valor para grandes valores de n, ja que o tempo se torna impraticavel, isto é,
o algoritmo tem um ’limite’, que depende de quanto tempo o computador pode estar

alocado apenas para calculo desta funcao.

15



5 Anexos

5.1 Implementacao do calculo de Tj@)

Implementagao em MATLAB referente ao algoritmo [I]

Listing 1: Célculo de T

1 function T = Tj(3j,1,t,n)

2 s = 0;

3 for 1 = (1—3+3):1

4 S = s+ixt (1—1i+2);

5 end

6 T = (n—2%x1-t (1)—s)/(1—3+2);
7 T = floor(T);

8 end

5.2 Implementacao da funcao soma

Implementagao em MATLAB referente ao algoritmo [2|

Listing 2: Funcao Soma

1 function somatorio = soma(t,l,rl,somatorio, j,n)
2 if § ==1

3 T =1rl;

4 else

5 T =T3(j,1,t,n);

6 end

7 for tj = 0:T

8 t(3) = tJ;

9 if § == 1-1

10 somainterna = 0;

11 for 1 = 3:1

12 somainterna = somainterna + i*t (1—1i+2);
13 end
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14 a = (n—2x1—t (l)—somainterna)/2;

15 somatorio = somatorio + floor(a) + 1;

16 else

17 somatorio = soma(t,l,rl,somatorio, j+1,n);
18 end

19 end

20 end

5.3 Implementacao do calculo de Dy

Implementagao em MATLAB referente ao algoritmo [2|

Listing 3: Célculo de D,

1 function somatorio = D(1l,rl,n)

2 J =13

3 somatorio = 0;

4 t = zeros(l1-1,1);

5 somatorio = soma(t,1l,rl,somatorio, j,n);
6 end

5.4 Implementagao da fungao principal: célculo de p(n)

Implementagao em MATLAB referente ao algoritmo [4]

Listing 4: Célculo de p(n)

1 function p = particao (n)

2 %$Valores iniciais

3 lzero = floor (n/2);

4 r = zeros(lzero,1);

5 r(l) = n—1;

6 p = r(l)+1;

7

8 %$Laco para somar D2, D3, ..., Dlzero
9 for 1=2:1zero
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10

11

12

13

end

end

r(l)

d=D (1, r(1l)

p =

= n—2%1;

p+d;

,n);
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