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Resumo

O problema de corte de estoque tem grande importancia para industrias que lidam com a
transformagao de materiais (objetos) em itens de tamanho menor. Um dos grandes interesses
dessas industrias é a minimizacdo das perdas obtidas durante o corte, visto que estas perdas
normalmente sao onerosas para as industrias além da preocupagao com o excesso de residuos
gerados. Em alguns casos, a preparagao da maquina para a execugao de um padrdo de corte
pode ser custosa; assim, a redugdo do numero de padrdes de corte diferentes (setup) pode
aumentar a produtividade nestas industrias diminuindo o tempo de preparagao das maquinas
de corte. O objetivo deste projeto é estudar modelos matemaéticos de programagao linear
inteira e métodos de solugdo existentes na literatura para o problema de corte de estoque
unidimensional, com minimizac¢ao da quantidade de objetos cortados para atender a demanda
e do nimero de diferentes tipos de padrdes de corte usados. A partir disso, implementagoes
do modelo matemaético foram feitas usando o pacote de otimizacdo CPLEX, e testes compu-
tacionais béasicos foram realizados para validar a implementagdao. Os resultados obtidos sao

apresentados e analisados.



1 Introducao

O Problema de Corte de Estoque (PCE) consiste em produzir itens (pegas menores) a partir
do corte de objetos (pegas maiores) disponiveis em estoque, atendendo as demandas exigidas para
cada tipo de item. E desejado montar um plano de corte que, além de atender as demandas,
minimize a quantidade de material e também o ntimero de diferentes padroes de corte utilizados
(diminuindo assim o tempo de preparagdo das maquinas).

Definimos um padrao de corte como uma combinagao possivel dos itens sobre um objeto do

estoque. A Figura 1, retirada de [14], ilustra esses conceitos.
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Figura 1: (a) representa um dos objetos em estoque; (b) indica os itens a serem cortados; e (c)

mostra alguns possiveis padroes de corte desses itens sobre o objeto. Fonte: [1]].

1.1 Modelo matematico

Estudamos o PCE unidimensional, ou seja, os itens e objetos sao analisados em seu compri-

mento. Sejam:
e m a quantidade de tipos de itens;
e n a quantidade de padroes de corte factiveis;

e [ o comprimento do objeto;

e /; o comprimento do item tipo i, i =1,...,m;

e d; a demanda do item tipo i, ¢ =1,...,m;

e «; o vetor associado ao padrao de corte j, j =1,...,n;

e z; a quantidade de vezes que o padrao de corte j é utilizado, j =1,...,n.



Um padrao de corte pode ser representado por um vetor «;, no qual cada componente ay;
armazena a quantidade de itens do tipo ¢ presentes neste padrao de corte j. Isto é, o vetor

aj = (aij,...,qm;)" representa um padrao de corte se e somente se satisfizer

Elalj + Egagj + ...+ Emamj <L, (1)
Ofaijfdi, OéijEZ+, 1=1,....m, j=1,...,n.
Queremos determinar «; e z; (j = 1,...,n) que minimize a perda total de material ¢ a

quantidade de diferentes padroes de corte usados. O modelo matematico que representa

esse problema é dado por:

minimizar f(x) = (f1(x), f2(x))

n

sujeito a: Zaijxj > d; i=1,...,m, (2)
j=1
xj€Z+ j=1...,n.

n
em que fi(x) = Za:j, representando o total de objetos usados nos cortes e fo(x) é a fungio
j=1
referente & quantidade de padroes de corte, onde:

1, sex; >0, j=1,...,n,

fa(x) = 6;(x5), onde §;(x;) = (3)

j=1 0, caso contréario.
Assim, as restrigoes de (2) garantem o cumprimento da demanda de cada item e a integralidade
da solugdo, e a fungdo objetivo fo(x), definida por (3), indica se o padréo de corte j foi ou nao

utilizado.

1.2 Revisao bibliografica

Alguns métodos de solugdo para o problema proposto foram apresentadas por Arroyo [2], Aratjo
et al. [1], Foerster e Wéscher [8], Yanasse e Limeira [17], Kobersztajn [12] e Vanderbeck [16]. Uma
revisdo dessa literatura foi feita, captando os pontos importantes para o projeto. Além dessas,

outras referéncias importantes sobre otimizac¢do multiobjetivo sdo Ehrgott [7] e Cui et al. [4].

1.2.1 Arroyo

Em Arroyo [2] é apresentado um panorama sobre problemas de otimizac¢do multiobjetivos e
alguns métodos mais tradicionais de resolugao desse tipo de problema.

Nos problemas multiobjetivos temos normalmente objetivos conflitantes, e portanto diferentes
solugoes eficientes sdo encontradas, todas com igual importancia para o decisor. Arroyo [2] introduz
os conceitos de dominéancia e otimalidade de Pareto.

Sejam vy e Vg solucdes para um problema de otimizacao. E dito que a solucdo vi domina vo

se f(v1) < f(vg) com f(v1) # f(va). Assim, uma solugdo é chamada eficiente ou Pareto-dtima se



ela ndo é dominada por qualquer outra solucdo. A partir disso, o conjunto de todas as solucoes

eficientes forma o conjunto Pareto-6timo, e sua imagem (conjunto dos valores de fungao objetivo)

¢ denominada fronteira Pareto-6tima. A Figura 2, adaptada de Arroyo [2], ilustra os conceitos

definidos.
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Figura 2: (a) Fronteira eficiente ou Pareto-étima; (b) Relagao de domindncia entre as solugdes do

problema. Fonte:[2].

Além disso, dois métodos de resolugao para esse problema foram apresentados:

e Método da Soma Ponderada

Transforma o problema multiobjetivo em um problema mono-objetivo, fazendo uma soma

ponderada de todas as fungoes objetivos:

minimizar f(x) = i wy, fr (%)
k=1

sujeito a

: Zaijxj Z di 1= 1,
j=1
z; €ZT j=1,

SN

onde r é o namero de fungoes objetivos que deseja-se minimizar, e wy é o peso/importancia
T

que a fungdo k recebe. Normalmente, adota-se Zwk =1, comwp,>0(k=1,...,r).

k=1

Ou seja, o decisor pode priorizar os objetivos da maneira conveniente. Entretanto, quando a

regiao factivel é ndo-convexa, o método nao consegue gerar todas as solugoes eficientes.

e Método e-restrito

Esse método minimiza a fung@o objetivo de maior prioridade, enquanto restringe as outras

fungées por um limitante:



minimizar  fy(x)
sujeito a:  fr(x) < €k k=1,....r, k#I,

" 5
E aijxj:di i:l,...,m, ()
j=1

ijZ+ j=1...,n.

Com isso, é possivel também resolver o PCE para regioes viaveis nao-convexas. Ademais, o

limitante superior deve ser escolhido de forma que nao elimine pontos eficientes.

1.2.2 Araijo et al.

Aratjo et al. [1] propoém um Algoritmo Genético (AG) para solucionar o PCE unidimensional
com custo de preparacao.

A funcao objetivo apresentada por Aratjo et al. [1] determina, a partir do conjunto de carac-
teristicas (genotipo) de um individuo, a sua habilidade (fenétipo) para paternidade/maternidade.
Cada individuo representa uma solugao factivel do problema, ou seja, cada gene representa um
padrao de corte a; e também a frequéncia x; que o padrao é cortado. O objetivo é determinar um
conjunto de individuos (populagdo) com habilidade méaxima para paternidade/maternidade.

Elementos sao eliminados a cada iteragao, simulando o processo de sele¢ao natural teorizado
por Darwin, e o critério de remocao desses individuos é arbitrario. A partir dos elementos restantes,
recombinagoes sao aplicadas, gerando filhos com genes misturados, e mutagoes sao feitas, resultando
em uma nova geragao de individuos.

O algoritmo genético se resume a: inicialmente, cria-se uma populacao aleatoria cujos indi-
viduos tem diferentes caracteristicas (solugoes factiveis variadas); para formar uma nova geragao
(nova iteragao), os individuos sdo avaliados, a partir dessas caracteristicas, por suas respectivas
habilidades em serem pais (valor na fungao objetivo); individuos sdo escolhidos e eliminados, de
maneira que uma nova geragao possa ser formada com os individuos ainda vivos, a partir de recom-
binagOes genéticas entre eles e mutagdes; obtemos com isso uma nova populagdo (novo conjunto
de solugoes).

O processo se repete até que uma certa quantidade de geragoes seja determinada, ou até que a

demanda de cada item seja atendida.

1.2.3 Foerster e Wascher

Foerster e Wischer [8] propoem o método KOMBI para redugéo de padroes de corte em PCE
unidimensional. A ideia é fazer combinagoes de padroes que resultem em padroes com frequéncias
mais altas, diminuindo assim a quantidade de padroes diferentes usados, e mantendo o niimero de

itens produzidos.



Primeiramente, foi apresentada a combinacao de dois padrdes de corte para um (2-1) com
respectivas frequéncias 7 e x9. Para cada item ¢ = 1,...,m) demandado, s; = @121 + o2 € 0
comprimento total produzido por esses padroes. O padrao de corte resultante da combinagao dos
dois originais é dado por * = (@4, ..., Qs ), Onde e = 8;/T+ € T, = x1 + T2, se todas as razodes
s;/x. sdo inteiras. Com isso, é garantida a obten¢do do mesmo namero de itens, usando apenas
um padrao de corte.

A extensio do problema para combinagoes 3-2, 3-1, 4-3, 4-2, e 4-1 pode ser feita recursivamente,
tendo como caso base a combinacao 2-1. Toda vez que a recursao é chamada, a condigao de

m m

factibilidade deve ser conferida, ou seja, o processo para se Z l;a, > L ou Z liotes > L.
i=1 i=1

1.2.4 Yanasse e Limeira

Uma heuristica hibrida é estudada por Yanasse e Limeira [17], visando reduzir o ntumero de
padroes de corte no PCE. A proposta é gerar padrdes (cuja frequéncia seja suficiente para atender
a demanda de pelo menos dois itens) com perda limitada, e a partir disso, usa técnicas para reduzir
os padroes de corte.

Ao reduzirmos os padrdes, talvez ocorra o aumento da frequéncia dos padroes de corte para
que as demandas continuem a ser atendidas. E dito que, padroes com frequéncia X devem conter
itens de demandas maiores ou iguais a X, caso contrario havera superproducgao dos itens.

Proposeram entéo o uso do método RPET (Repeated Pattern Exhaustion Technique), que busca
padroes de corte compostos por itens com demandas préximas ou que sejam miltiplas entre si.
Um padrao é inserido no plano de corte se preenche os requisitos a seguir, e o método para se nao

encontrar mais padroes de corte desse tipo.

e Frequéncia G: Com um padrao formado por itens de demanda parecidas (ou multiplas), G
é escolhido de forma a ser um submiltiplo da demanda de alguns dos itens, para que, em G

cortes, a demanda de pelo menos 2 itens seja atendida (sem superprodugao).

e Eficiéncia de pelo menos §: [ é calculado a partir de §, que representa a perda total de

material obtida resolvendo o PCE atual.
e A demanda de mais de um item é atendida ao final dos G cortes

A heuristica é dividida em partes. Primeiramente, padroes de corte sdo gerados e os bons
(citados acima) sao selecionados, usados para construir um problema reduzido. Depois de resolver
o problema residual, sao usadas as técnicas de redugao de padroes de corte, como a citada em

Foerster e Wéscher [8].

1.2.5 Kobersztajn

Kobersztajn [12] apresenta uma resolugdo do PCE unidimensional inteiro com dois objetivos,

com objetos de diferentes tamanhos. Primeiro, resolve o problema de minimizagao do comprimento



total de objetos cortados, e em seguida reduz a quantidade de padroes de corte usados.

Primeiramente, alguns modelos matematicos para o PCE (objetos de tamanho tnico), tendo
como fungao objetivo minimizar a quantidade de objetos cortados, sao apresentados:

Gilmore e Gomory [9, 10] formulam o problema para ser resolvido usando o método simplex,
relaxando as restrigoes de integralidade. A solucdo encontrada pode nao ser inteira, porém os
limitantes obtidos sao fortes, o que possibilita uma boa aproximacao. Além disso, devido a alta
variedade de padrdes de cortes factiveis, Gilmore e Gomory [9, 10] propéem o método de Geragao
de Colunas para obter um bom padréo de corte (aquele que diminui o valor da fung¢éo objetivo)
a cada iteragdo, e substitui-lo na matriz basica do problema. O problema auxiliar que deve ser
resolvido para encontrar a melhor coluna & ser substituida é um Problema da Mochila associado
as variaveis duais do PCE. Essa técnica sera revisada na segao (2).

Valério de Carvalho [5, 6] cria um modelo de fluxo em arcos, onde cada unidade de comprimento
do objeto representa um n6é no grafo, e o comprimento de um item é um arco entre dois nos.
Além disso, arcos de perda sao adicionados e normalmente tem comprimento unitério. Assim, um
conjunto de arcos que formam um caminho entre os nés representa um padrao de corte factivel.
O PCE é definido como encontrar o fluxo minimo entre os nés extremos do grafo, isto é, caminhos
cuja frequéncia de uso de tal padrao de corte seja minima. Um fluxo minimo e um conjunto de
caminhos minimos determina a solugdo 6tima. Valério de Carvalho [5, 6] mostra alguns critérios
de reducgao, que visam remover padroes de corte redundantes, como: ordenar os arcos pelo seu
comprimento, de maneira nao crescente; inserir arcos de perda no final do objeto; garantir que a
quantidade de arcos do mesmo item (em um tnico objeto) nao utrapasse a demanda desse item.

Gilmore e Gomory [9, 10] propuseram uma extensao da resolugao ja citada, porém tendo como
objetivo minimizar a perda total em comprimento de material para todos os padroes de corte. Além
da restrigao de atendimento da demanda, também foi inserida uma restri¢ao sobre a disponibilidade
dos objetos em estoque.

Valério de Carvalho [5, 6] também propds um modelo estendido. Dessa vez, a ordem (ndmero
de nos) do grafo é definida pelo tamanho do maior objeto em estoque, também sendo discretizado
em unidades de comprimento. Analogamente & formulagao anterior, deseja-se minimizar o fluxo
pelo grafo, respeitando as demandas e também a disponibilidade dos objetos.

Apos encontrar uma solugao 6tima pelo modelo de Valério de Carvalho [5, 6], Kobersztajn [12]
apresenta um método para reconstruir os padroes de corte obtidos, ja que este modelo fornece
somente o valor do fluxo minimo e dos arcos que compoém essa solugao.

Para isso, um algoritmo de busca é apresentado. O algoritmo faz a reconstru¢ao de padroes de
corte (para um ou mais tipos de objetos) mapeando iterativamente caminhos formados pelos arcos

da solugao o6tima, ie, arcos cujos fluxos nao sao nulos.



1.2.6 Vanderbeck

Vanderbeck [16] apresenta uma reformulagao do problema, que é decomposto em miltiplos
problemas da mochila e resolvido por um algoritmo do tipo branch-and-bound.

No problema de minimizagao de padroes de corte, temos um limitante superior K dado, que
representa o nimero de objetos maximo & serem cortados. Assim, queremos encontrar padroes de
corte para usar em (no maximo) K objetos, satisfazendo o atendimento das demandas e minimi-
zando a quantidade de padroes de corte usados. Normalmente K é determinado resolvendo o PCE
classico (somente minimizando as perdas de material).

Assim, é facil ver que a quantidade maxima de padroes de corte validos para o problema sera
K, e definindo z; como a quantidade de padroes do tipo k usados, y; indicando se o objeto k é

cortado, o que nos permite escrever o problema:

K
Z = min Zyk
k=1

K
sujeito a: Zwkaik =d; i=1,...,m,
k=1
K
T SKv
2 ©
xr < Ky k=1,....K,
m
ZliaikSLyk k=1,...,K,
i=1
an €7 (i=1,....m) k=1,... K,

yr € {0,1} ez € Z k=1,...,K.
A ideia do método é aplicar um algoritmo de branch-and-price-and-cut, que consiste em inici-
almente usar uma relaxacao linear forte com auxilio da Geragao de Colunas, e entao, adicionando
planos de corte ao problema, obter um bom limitante inferior. A partir disso, o processo de

branch-and-bound é aplicado ao modelo.

2 Geragao de Colunas

2.1 Meétodo

Em Poldi [14], é revisado o método de Geragao de Colunas para o PCE (Gilmore e Gomory
[9, 10]). Considere um problema de otimizagéo na forma padrao com a condigao de integralidade
relaxada, reescrito na forma matricial
minimizar f(x) = c¢'x
sujeito a: Ax>d (7)

x € Rt



onde A € R™*™ é a matriz formada pelos padroes de corte e que pode ser reescrita pela parti¢ao
basica A = [B,N], com B € R™*™ sendo a matriz bdsica e N € R™*("~™) a matriz ndo-bdsica. Além
disso, os vetores x e ¢ também sdo particionados, em x = [xg,xn] (vetor das varidveis bdsicas e
nao-bdsicas, respectivamente) e c = [cg, cn] (vetor de custos bdsicos e nao-bdsicos, respectivamente).

Portando, obtemos

minimizar f(x) = cg’xp + enixN
sujeito a:  Bxp + Nxn =d, (8)

XB, XN € RT.

Manipulando o primeiro conjunto de restricoes, temos que bf Bxg+ Naxy =d = g = B~ 'd —
B7!Nzy. Uma solugio factivel é da forma x? = [x%,x%] = [B7'd,0] com B~'d > 0, entao
f(x%) = cg'B~1d. Definindo o vetor das varidveis duais (associadas ao primeiro conjunto de
restri¢des) como m € R™, tal que 7 = cg’B~1, temos uma solugio basica dual factivel se (¢j —
mta;) >0, j=1,...,n, com a; sendo a j-ésima coluna de A.

A funcgio objetivo, em termos das variaveis nao-basicas, fica entao f(x) = f(x°) + Z(Cj -

JEN
m'a;)x;, e os coeficientes de x;, (¢; — w'a;), sdo chamados custos reduzidos/relativos. A
estratégia simplex é encontrar, a cada iteragao, o padrao de corte j de menor custo reduzido, que
melhora o valor da funcao objetivo.

Para resolver esse problema pelo método simplex, teriamos que enumerar todos os padroes
de cortes factiveis. Porém, na maioria dos casos, essa quantidade é muito grande, tornando o
processo inviavel. Entao, o método de Geragao de Colunas foi criado, e a partir de alguns padroes
conhecidos, resolve pelo método simplex o problema (2) relaxado, e a cada iteragao do método
usamos as variaveis duais associadas para montar o subproblema (¢, — 7ay,) = min {¢; — 7ta;}
(j =1,...,n) que gera o melhor padrao de corte k para aquela iteragao, adicionando-o ao plano
de corte do problema mestre.

Esse subproblema é um Problema da Mochila, que usa o padrao de corte k (que seria a k-ésima
coluna de A) como a variavel de decisdo:

m

gx(7m) = minimizar ¢ — Zﬂ'iaik
=l

sujeito a: Z ol < L, )
i=1
i €Z7F i=1,...,m.

Quando o método nao encontra mais um bom padrdo de corte, ie, gp(m) < 0, a Geragao de
Colunas para e resolvemos por fim o problema (7). A seguir, consideramos todos os padroes
de corte gerados e entdo, resolvemos o problema (2) que determina uma solugio inteira para o

problema.



2.2 Algoritmo

Primeiro, foram criados os programas que resolvem o modelo do problema original (PCE 1D
Inteiro) e o subproblema associado (o respectivo problema da mochila GC). Com isso, temos o
arquivo de controle de fluxo, programa que rexala a integralidade do problema para encontrar os

padroes de corte candidatos & solugdo, como no esquema (1).

2.3 Implementacao

Consideramos dois modelos: modelo 1 que representa o PCE com objetivo de minimizar so-

mente f; (mono-objetivo) e modelo 2 que representa o PCE com ambos os objetivos, minimizando
fie fa
e Modelo 1

No primeiro caso, o problema mestre é:

n

z1 = minimizar E T

j=1
n 10
sujeito a: ZO&Z‘]‘$]‘ > di 1= 1, e,y ( )
j=1
x; €T j=1,...,n.
Como o custo de uso dos padroes de corte é ¢; =1 (j =1,...,n), o subproblema associado
para encontrar o padrao de corte k é
m
91k (7m) = minimizar 1 — Z Tk
i=1
- 11)
sujeito a: Zaik& <L, (
i=1

i €Z7T t=1,...,m.
e Modelo 2

Ao invés de usar a fungdo §(x) explicitamente, adicionamos o segundo conjunto de restrigoes
para controlar seu valor, onde M é um valor tao grande quanto se queira (limitante superior

da frequéncia de corte). Portanto, para esse modelo, problema mestre é:

n n
z9 = minimizar ij + Z(Sj(mj)
j=1 j=1
n
sujeito a: Z oy > d; i=1,...,m, (12)
j=1

IEJSMéj(JEJ) jil,...,TL,
T EZ+, (;j(xj) S {0,1} j: 1,...,77/.

10



Algoritmo 1: GERAGAO DE COLUNAS

Entrada: Arquivo com os dados do problema: m, L, ¢;, d;
Saida: Padroes de corte e as respectivas frequéncias
inicio
INICTALIZAGAO:
Leitura dos dados de entrada;
Monta o problema mestre PCFE;
Monta o subproblema GC';
Adiciona os dados a PCE;
best = 0;
curr = oo;
e=10"";
repita
best = curr;
RESOLVE 0 PCE RELAXADO;
se tem solu¢do entao

‘ curr = solugao do PCE;
senao

‘ O programa para;
fim
Adiciona os dados do PCE ao GC;

— Inclui as variaveis duais associadas as restrigoes do PCE

RESOLVE GC
se tem solu¢do entao

‘ Adiciona o padrao encontrado (solu¢do de GC') aos ja existentes em PCE;
senao

‘ O programa para;

fim

se solu¢do do GC > - € entao

‘ O programa para;

fim

até best = curr;

RESOLVE 0 PCE ORIGINAL;
se tem solugdo dtima entao

Imprime os padroes de corte e as frequéncias;

fim

fim

11



Nesse modelo, as variaveis duais sao © = [n p]t, onde n e p se associam ao primeiro e segundo
conjunto de restri¢oes, respectivamente. De forma analoga ao item anterior, para o primeiro
conjunto de restri¢oes temos ¢,; =1 (j =1,...,n) e ay; = oy (1 = 1,...,m). Ja para o
segundo conjunto, ndo temos custo associado ao padrao de corte (segunda parcela da fungao
objetivo), de, c; =0 (j = 1,...,n) e ay; = d; (j = 1,...,n). Desssa forma, foi construido o

subproblema, para encontrar o padrao de corte k:

m n
92k (N, 4) = minimizar 1— Z N0 — Z,uj
i=1 j=1
m
sujeito a: Z ol < L,
i=1

o, € ZT t=1,...,m.

3 O Método das Somas Ponderadas

O método das Somas Ponderadas (Sampaio [15], Grodzevich e Romanko [11]) consiste em trans-
formar um problema multiobjetivo em um problema mono-objetivo, atribuindo pesos diferentes a
cada uma das fungoes objetivos, e analisando a soma delas. Aplicando esse método para o caso do
PCE biobjetivo (2), queremos encontrar as solugdes 6timas (padroes de corte «; e suas respectivas

frequéncias x;) para o problema

minimizar wf1(x) + (1 — w) fa(x)

sujeito a: Zaijzj >d; i=1,...,m,
=1 (14)

xJSM(;](xJ) jil,...,n7
T €Z+7 5j(xj) S {0,1} 7=1...,n,

onde w é o peso (importancia) associado.

Porém as fungoes objetivos podem ter magnitudes diferentes, prejudicando a confiabilidade
da solugao, sendo entao necessaria a aplicagao de uma normalizagao, que é construida usando os
chamados pontos Nadir e Utopia.

Para o PCE multiobjetivo, o ponto Utopia z,g de um objetivo é o valor de fj(x) encontrado ao

resolver:

minimizar  fi(x) + Z orfr(X)

r#k
n
sujeito a: Zaijzj >d; i=1,...,m, (15)
j=1
IJSM(;j(ZEJ) jil,...,n7

1’j€Z+,5j($j)€{0,1} j=1...,n,

12



onde p, (Vr # k) é um ntunero muito pequeno. Ou seja, é o menor valor da fungéo objetivo fi(x)
desconsiderando a influéncia das outras fungdes (limitante inferior). E ponto Nadir 2}’ de um
objetivo ¢ o maior valor que f(x) pode assumir quando calculamos o ponto Utopia das outras
fun¢oes (limitante superior).

U
) . . X)—zp
Com isso, sabemos que z{ < fi(x) < 2}V, e ao definirmos as fungoes hy(x) = JCI;(N)TUIC, é
k k
facil ver que a relagdo 0 < hi(x) < 1 é sempre valida, e portanto podemos usé-las como novas

fungoes objetivos para o problema, dado que tém a mesma magnitude.
Foi criada uma fungao recursiva (Algoritmo 2) para enumerar todos os padroes de corte factiveis,

e entdo resolvemos o problema (15) exato, obtendo os valores de 2V, 2V, 2¥ e 2J.

Algoritmo 2: PADROES_DE_ CORTE (ITEM _ATUAL, ESPAGO _VAZIO, PADRAO)

inicio
se espago_vazio < tamanho do menor item entao

retorna;

fim

prox_item = item atual;

repita

se espago_vazio - tamanho do prox_item > 0 entao

Adiciona o prox__item ao padrao;

— PADROES_DE_CORTE (PROX_ITEM, ESPAQO_VAZIO - TAMANHO DO
PROX ITEM, PADRAO);

Remove o prox_item do padrao;

fim

prox_item = prox item + 1;

até proz_item > dltimo item da lista;

retorna;

fim

3.1 Geragao de Colunas

_ U _ U
Montamos entao as fungbes normalizadas h(x) = fl(]\),()ilzjl e ha(x) = h(]\),()iﬁ, e deter-
1 TR 2 T %2

minamos o modelo 3, que resolve o PCE usando o método das Somas Ponderadas com as fungoes

normalizadas:

13



minimizar whq (x) + (1 — w)ha(x)

n
sujeito a: E oy > d; i=1,...,m,
=1

.’I?jSM(Sj(l‘j) j:l,...,n7
T €Z+, 5j(33j) S {0,1} j=1...,n,

com w sendo o respectivo peso/importancia da fungdo objetivo. Variando w € (0,1), obtemos
diferentes solucoes para o problema.

Devido ao custo computacional de se trabalhar com todas as colunas (padrdes de corte) do
problema, utilizamos o método de Geragao de Colunas. Portanto, o Problema de Mochila associado

ao modelo 3 para calcular o padrao de corte k é:
w m n
93k (1, p) = minimizar N0 > micik — >
1~ i=1 j=1

m
sujeito a: Z ol < L,
i=1

a, €ZT i=1,...,m.
4 e-restrito

No método e-restrito (Bérubé et al. [3]), escolhemos uma fungéo para ser priorizada, e as

demais fungoes sao transformadas em restrigoes. Para o PCE biobjetivo (2), temos o modelo 4:

minimizar  f,.(x)

sujeito a:  fs(x) < &5
n
Zaijijdi 1=1,...,m, (18)
j=1

x; < Mdj(z;) j=1,...,n,
z; € ZT, §;(x;) € {0,1} j=1,...,n.

Resolvendo o modelo para (r,s) = (1,2) e (r,s) = (2,1), utilizando todos os padroes de corte
do problema, obtemos os pontos na curva de Pareto-6tima.

As constantes 1 e £5 sao limitantes superiores para as fungoes, e a ideia do método é resolver o
modelo (5) para diferentes valores dos limitantes, obtendo solugoes variadas. Conhecendo os pontos
Nadir das funcdes e sabendo que a solugao é inteira, iniciamos os limitantes em &; = 2 — A e a
cada iteracao diminuimos esses valores, fazendo ¢; < 2z — A, com A = 1, onde 2} é o valor de

fi(z) na solugdo 6tima encontrada. Esse processo estd esquematizado no Algoritmo (3).

14



Algoritmo 3: e—RESTRITO

Entrada: Arquivo com os dados do problema + pontos Nadir e Utopia das fungoes

Saida: Padroes de corte e respectivas frequéncias
A=1;

PARA (r,s) = (1,2):

inicio

g2 = 2 — A;

repita
— (27, 235) = SOLUGAO DO PCE EXATO;
Imprime a solugao encontrada;

€9 25 — A

até eo < 2Y;

fim

PARA (r,s) = (2,1):

inicio

g =2V — A;

repita
— (2, 23) = SOLUGAO DO PCE EXATO;
Imprime a solugao encontrada;

61%2’1‘—A;

até ¢, < 2V,

fim

5 Testes computacionais

Com o pacote de otimizagdo IBM ILOG CPLEX Optimization Studio versao 12.7.1.0 [13],
resolvemos: os modelos 1 (10) e 2 (12) usando o método de Geragao de Colunas, revisado na
Secao (2); o modelo 3 (16) pelo método das Somas Ponderadas, utilizando o método exato e
o método de Geragao de Colunas, revisado na Segdo (3); e o modelo 4 (18) de maneira exata,

usando o método e-restrito, revisado na Segao (4).

5.1 Modelos 1 e 2

O exemplo numérico 1 apresentado a seguir foi retirado de [14]. Considere L = 1000 o tamanho
dos objetos em estoque. A Tabela 1 contém os demais parametros do problema.
A Tabela 2 expoe os resultados encontrados no teste realizado para cada modelo proposto,

mostrando que quando o modelo 2 é aplicado, temos um aumento do niimero de objetos usados

15



Item i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tamanho ¢; | 173 194 97 118 22 163 184 67 88 133
Demanda d;, | 8 0 5 12 8 10 12 9 3 15

Tabela 1: Dados do exemplo 1 testado.

e uma diminui¢ao na quantidade de diferentes padroes de corte, se comparado ao modelo 1.
Comparando os modelos em um contexto de produgao, significa que o modelo 1 encontrou uma

solugao que gasta menos material, e o modelo 2 uma solugao que tem um menor custo de prepagao.

Modelo 1 2

Total de objetos cortados 13 15

Quantidade de padroes de corte usados | 9 6

Tabela 2: Resultados obtidos em cada caso, para o exemplo teste 1.

5.2 Modelo 3

O exemplo numérico 2 apresentado a seguir considera L = 200 o tamanho dos objetos em
estoque. A Tabela 3 contém os demais dados do problema, e a Tabela 4 a configuragao usada para

os testes.

Item i 1 2 3 4 5 6 7
Tamanho ¢; | 101 71 53 44 42 28 7
Demanda d; 5 6 15 4 10 9 12

Tabela 3: Dados do exemplo de teste 2.

Parametro | Valor

cplex.epgap | 1072
cplex.tilim 3600
1 107°
P2 10-°

Tabela 4: Pardmetros usados para testar o exemplo 2.

Resolvendo primeiramente a minimizagao de fi(x) + p2fa(x), referente ao problema (15), en-

contramos a solucdo fi(x) = 2V =14 e fo(x) = 2¥ = 7, apresentada na Tabela 5.
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Item ¢
z; |1 2 3 4 5 6 7|PCj
5(/1 1 0 0 0 1 0 1
110 1 2 0 0 0 3 2
410 0 2 1 1 0 1 3
110 0 2 0 2 0 1 4
1170 0o 1 0 3 0 3 5
170 0o 1 0 2 2 1 6
110 0 1 0 0 5 1 7

Tabela 5: Solugdo obtida na minimizac¢do de fi(x) + pafa(x).

Entao, resvolvendo a minimizagao de py f1(x) + f2(x), referente ao problema (15), encontramos

a solugao f1(x) = 2V =25 e fa(x) = 2¥ = 2, apresentada na Tabela 6.

Item ¢
zj|1 2 3 4 5 6 7|PCj
(1 0 1 0 0 1 2 1
(o 1.0 1 1 1 2 2

Tabela 6: Solugdo obtida na minimizac¢do de pi f1(x) + f2(x).

Encontrando os pontos Utopia e Nadir das fungoes objetivos (pontos extremos da curva de
Pareto-6tima) (2V,2Y) = (14,7) e (21, 2Y) = (25,2), resolvemos entdo o modelo 3 (16) para
w € (0,1) com passo 0.1, obtendo os resultados apresentados a seguir nas Tabelas 7 a 12, e
ilustrados na Figura 3.

.

2(x)

10

(14.6) »

_ 5 (s
* @

(17.4)

f1(x)

Figura 3: Solugdes do exemplo 2 pelo método das Somas Ponderadas. Fizo x representa os valores

de solugao de f1(x), e o eizo y de fo(x).
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Item i

2 3 4 5 6 7|PCj

1

0
0

0 0 O
0 0
4

0
0

0
0

0 0

0

Lj

Tabela 7: Solu¢do para w = 0.1.
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= =
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=

Tabela 10: Soluc¢do para w = 0.5.
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Item ¢
z; |1 2 3 4 5 6 7|PCj
410 0 3 0 0 1 1 1
3/0 2 0 1 0 0 2 2
111 0 0 0 0 3 2 3
411 0 1 0 1 0 O 4
3/0 0 0 2 2 1 0 5
Tabela 11: Solu¢do para w = 0.6.
Item ¢
z; |1 2 3 4 5 6 7|PCj
110 0 0 0O 4 1 O 1
410 0 3 0 0 1 1 2
3/0 2 0 1 0 0 2 3
111 0 0 0 0O 3 2 4
411 0 1 0 1 0 O 5
110 0 0 2 2 1 O 6

Tabela 12: Solug¢do para w = 0.7, w = 0.8 e w = 0.9.

5.3 Modelo 4

Utilizando os pontos Utopia e Nadir ja calculados (2V,20) = (14,7) e (2, 2Y) = (25,2),

resolvemos o problema (5) para (r,s) = (1,2) e para (r,s) = (2,1), com A = 1. Os resultados
encontrados estao expostos a seguir nas Tabelas 13 a 23, e a Figura 4 mostra as solucoes obtidas

pelo método.

Item ¢
z; |1 2 3 4 5 6 7|PCj
511 1 0 0 0 1 0 1
110 1 2 0 0 0 3 2
410 0 2 1 1 0 1 3
110 0 2 0 2 0 1 4
110 0 2 0 0 2 5 5
210 0 1 0 2 2 1 6

Tabela 13: Solucdo para eo = 6.
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Tabela 18: Solugao para 1 = 24.

20



z; |1 2 3 4 5 6 7|PCj
511 0 0 1 0 1 3 1
510 1.1 0 1 1 0 2
Tabela 19: Solu¢do para £1 = 20.
Item ¢
z; |1 2 3 4 5 6 7|PCj
511 0 0 0 2 0 1 1
410 2 0 1 0 0 1 2
910 0 2 0 0 1 2 3
Tabela 20: Solugao para e; = 19.
Item i
z; |1 2 3 4 5 6 7|PCj
511 0 0 0 2 0 1 1
6 /0 1 0 2 0 1 1 2
60 0 3 0 0 1 1 3
Tabela 21: Solu¢do para e1 = 17.
Item ¢
z; |1 2 3 4 5 6 7|PCj
511 0 0 0 2 0 1 1
6 (/0 1 0 1 0 2 1 2
5/1{0 0 3 0 0 1 1 3
Tabela 22: Solugao para 1 = 16.
Item i
z; |1 2 3 4 5 6 7|PCj
511 0 1 0 0 1 1 1
6 (0 1 1 0 1 1 O 2
410 0 1 1 1 0 2 3

Tabela 23: Solu¢do para e1 = 15.
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Item ¢
z; |1 2 3 4 5 6 7|PCj
511 0 0 0 2 0 2 1
61 0 0 0 2 0 2 2
3]0 0 3 0 0 1 1 3

Tabela 24: Solugao para e; = 14.

f2(x)

—_
[N
—
L]
Y |
L ]
®
L]
s

Figura 4: Solugoes do exemplo 2 pelo método de e-restrito. Firo x representa os valores de solug¢do

de fi1(x), e o eixo y de fa(x).

6 Conclusoes

O projeto abordou, além de um panorama geral sobre PCE multiobjetivo, um estudo sobre
alguns métodos de solugao para este problema na sua versao biobjetiva. A partir disso, diferentes
modelos matemaéticos foram implementados utilizando o pacote de otimizacao CPLEX, e com
isso foi possivel compreender as vantagens e desvantagens de cada um dos métodos expostos na
literatura.

O método de Geragao de Colunas permite resolver o problema de maneira menos custosa
computacionalmente, incrementando bonspadrées de corte no problema ao longo das iteragoes. J&a
no método das Somas Ponderadas, o decisor tem controle sobre a importancia de cada objetivo,
além de utilizar uma normalizagao das fungoes visando um célculo mais equilibrado. Por fim,
o método do e-restrito busca por diferentes solugoes mantendo um objetivo fixo e controlando o
limitante superior das outras fungoes transformando-as em restrigoes do problema.

Apos o estudo e a implementagao, testes computacionais foram realizador para valida-la, e os

resultados obtidos foram apresentados e brevemente analisados.
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