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1 Introducao

Este texto é baseado no artigo ”FEuclidean Distance Matrices: A Short Walk
Through Theory, Algorithms and Applications” [1] e tem como objetivo explo-
rar, com exemplos, alguns conceitos apresentados no artigo original e detalhar
algumas passagens como forma de estudo e aprofundamento do contetdo.

A geometria de distancia é uma teoria que tem por objetivo determinar a
localizagao de uma colegao de pontos com informagoes apenas sobre as distancias
entre estes pontos.

Este problema surge em uma série de aplicagoes, como, por exemplo, de-
terminar a estrutura de uma molécula com informagoes sobre a distancia entre
o0s dtomos que a compde [2], ou entdo determinar a topologia de uma rede sem
fio medindo-se a intensidade do sinal entre os pares de sensores, o que permite
estimar as distancias [3].

O uso de Matrizes de Distancia Euclidiana (EDM, do inglés Euclidean Dis-
tance Matrices) pode ser empregado na resolugao de problemas de geometria de
distancia, e é essencialmente sobre EDMs que trata este trabalho.

Uma EDM ¢é uma matriz cujas entradas sao as distancias ao quadrado de
uma cole¢cao de pontos, ou, em outras palavras, o valor na linha i e coluna j de
uma EDM representa a distancia ao quadrado entre os pontos i e j.

Como veremos, se soubermos a distancia exata entre todos os pares de pon-
tos de uma colegao de pontos, determinar as posi¢coes é uma tarefa simples
utilizando-se uma EDM, porém, na maioria dos problemas temos um ou mais
dos seguintes complicadores:

e As distancias nao sao exatas;
e Nao sabemos algumas das distancias;
e Nao se sabe a que par de pontos refere-se cada distancia.

Abaixo temos um problema ficticio, que sera utilizado para ilustrar os con-
ceitos explorados neste trabalho:



?Um viajante muito experiente, depois de diversas viagens entre um grupo
de cidades, foi capaz de determinar as distancias entre cada par de cidades.
Com essas informagoes o viajante gostaria de montar um mapa, porém, ndao
sabe como fazer isso.

Vamos denominar as cidades por A, B, C, D e E. O problema consiste em
ajudar o viajante a montar um mapa para este grupo de cidades utilizando as
distancias medidas.”

Segue abaixo a matriz com as distancias ao quadrado (uma EDM) entre os
pares de cidades:

0 17 5 2 29

170 26 13 90

S = 5 26 0 13 32
2 13 13 0 37

29 90 32 37 O

2 EDMs e o teorema do Posto

O problema proposto na introdugao consiste em, dada uma EDM, determinar
o conjunto de pontos que gerou essa EDM. Este é o problema inverso de um
problema muito mais simples, que é encontrar a EDM dado um grupo de pontos.

Abaixo vamos desenvolver uma expressao para uma EDM a partir de uma
coleg@ao de pontos, o que nos permitird identificar uma propriedade muito im-
portante relativa ao posto de uma EDM.

Considere uma matriz X do R?*", onde cada coluna de X representa um
ponto no RY, X = [x1,29,...,7,]. Esta matriz representa uma colecio de
pontos do R%.

A distancia ao quadrado entre os pontos x; e x; ¢ dada por

dij = |lz; — 2%,
onde ||.|| denota a norma Euclidiana. Expandindo a norma temos:
dij = (v — 2;)" (2 — xj) = 2] & — 22] @y + 2] x5 (1)

A partir desta expressdo para d;j, podemos determinar uma equagao matri-
cial para a matriz D = [d;;]:

D = edm(X) < diag(XTX) 17 — 2XTX + 1 diag(XTX)", (2)

onde 1 denota o vetor coluna com todas as entradas iguais a 1 e diag(A) é o
vetor coluna com as entradas iguais aos valores na diagonal de A.

A compreensao desta férmula pode nao ser imediata, e para ficar mais claro
o que ela de fato representa, vamos mostrar o desenvolvimento para d = 3 e
n =o.



Primeiramente tomamos um X genérico de dimensoes d X n:

T11 Ti2 T13 Ti4 Ti1s
X = [ Ty T2 T3 T4 Ts ] = | %21 T22 T23 T24 T25
T31 T32 T33 T34 T3s

Agora vamos calcular os termos envolvidos no célculo de edm(X):
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Dessa forma, fica simples perceber que o elemento na linha i e coluna j de
edm(X), dado pela férmula (2), é exatamente a distancia ao quadrado entre os

pontos x; e z;. Abaixo mostramos de qual matriz veio cada termo:

— T, T, T,
dij = T; X4 -2z i+ X
——

diag(XTX) 1T 2XTX 1 diag(XTX)T

Agora com a férmula (2) podemos chegar a uma propriedade para EDMs
que é exposta no teorema a seguir:

Teorema 2.1 (Posto de EDMs). O posto de uma EDM correspondente a pontos
do R € no mdzimo d + 2.

Demonstra¢do. Como a matriz X tem d linhas, entdo terd um posto de no
maximo d.



Vamos supor, sem perda de generalidade, que as g primeiras colunas de X sejam
LI, e como o posto de X é no maximo d, entao g < d.
A i-ésima linha da matriz X7 X pode ser escrita como:

T
x; (X1 T ... Ty
Se ¢ > g, entao x; ¢ uma combinagao linear de 1, x2,..., T4 €, portanto, a

i-6sima linha de X7 X serd uma combinacio linear das g primeiras linhas. Isso
nos permite concluir que X7 X terd no méximo ¢ linhas LI e, assim, tera posto
no maximo g.

Como g < d, entdo X7 X também tem posto no maximo d.

Além disso, a matriz diag(XT X) 17 possui todas as colunas iguais e a matriz
1 diag(XTX)T possui todas as linhas iguais, assim, cada uma delas possui posto
1.

Finalmente, como o posto da soma de matrizes nao pode exceder a soma do

posto das parcelas, o posto de uma EDM, baseado na férmula (2), é no maximo
d+ 2. O

Este teorema nos diz que o posto de uma EDM independe do ntmero de
pontos que a gera. Em muitas aplicacoes d é menor ou igual a trés, enquanto n
pode estar na casa dos milhares.

3 A quantidade de solucgoes

Conforme ja citado, o problema de se determinar a posicdo de uma colegao
de pontos a partir das distancias entre estes pontos é um problema inverso, e
ao se trabalhar com um problema inverso devemos ter em mente aquilo que
podemos e aquilo que nao podemos recuperar. Para representar uma colegao de
pontos através das distancias geralmente precisamos de mais informagao.

A quantidade de distancias (ntimeros) para se representar n pontos do R?
é (g), enquanto que para representar estes mesmos pontos com coordenadas
usamos dn numeros. Para as aplicagoes mais interessantes teremos (g) > dn,
ou seja, uma EDM possui mais escalares que os pontos listados por coordenadas.

Apesar disso, nesta conversao perdemos a informagao da posigao absoluta
e da orientagao do grupo de pontos. Intuitivamente é possivel perceber que se
eu translado ou rotaciono uma colecao de pontos, as distancias entre os pontos
permanecem as mesmas. Vamos mostrar que isso de fato ocorre através da
férmula (2).

Notemos que edm(X) é uma funcio de X7 X. Além disso, toda rotagao no
R? pode ser realizada por uma matriz @ € R%*¢ onde @ é ortogonal (uma
matriz A é ortogonal se AT A = I, onde I é a matriz identidade). Sendo assim,
se X é o meu conjunto de pontos, X, = QX é o meu conjunto de pontos
rotacionados.

Vamos mostrar que X! X, = XT X e que, portanto, edm(X) = edm(X,.):

XI'X, = (Q@X)T(QX)=XTQTQX = XTIX = XTX



Figura 1: Exemplo de rotacdo e translagdo. A translacgio leva cada ponto & ao ponto
x + b, onde b = [—4 3]7, enquanto que a rotagdo leva o ponto = [a b]7 ao ponto
z=[b —a]”, o que corresponde a uma rotagio de 90°.

3

NS

;. k ‘m‘\ -,

O caso da translagdo é um pouco mais complicado. A translacao de um
conjunto X de pontos por um vetor b € R? é dada por:

Xp=X+b1"
Neste caso nao temos X/ X; = X7 X, porém, através da férmula (2) pode-
mos concluir que edm(X;) = edm(X):
XX, =(XT+0" D)X +b01T) = XTX + 107X + XTp 1T + 167017
Assim, o elemento z¢,; na linha i e coluna j de XT'X, é dado por:
Tyij = ala; + 07w + 0 x; + 070
Sendo assim, os elementos y;; e w;; das matrizes diag(X} X;) 17 e
17 diag(X}' X;) , respectivamente, sio dados por:
Wiy = a??a?j + QbT.Tj + bTb
Como edm(X;) = diag(XF'Xy) 17 — 2XT Xy + 17 diag(X!'X;), entdo o
elemento z;; da linha i e coluna j de edm(X;) é dado por:
Zij = Yij — 2455 + wij
Zij = a:ZTxi — 21‘?.’1)3‘ + x?xj
Ou seja, z;; tem o mesmo valor que d;; na férmula (1), que é o elemento da

linha i e coluna j de edm(X). Finalmente concluimos que edm(X;) = edm(X).
Em resumo,

edm(QX) = edm(X +b17) = edm(X) (3)

A consequéncia dessa invaridncia é que nunca conseguiremos reconstruir a

posigao absoluta de um conjunto de pontos usando apenas as distancias. Dife-

rentes processos de reconstrucao podem levar a localizagoes diferentes, e todas
elas sendo transformagoes rigidas umas das outras.



4 Reconstruindo o conjunto de pontos a partir
das distancias

A equacdo (2) é capaz de nos levar a um processo para computar a posi¢ao
de um conjunto de pontos a partir da matriz de distancias. Considere a seguinte
escolha: o primeiro ponto x1 do nosso conjunto estd na origem. Entao a primeira
coluna de D = edm(X) contém a norma ao quadrado dos vetores representados
pelo conjunto de pontos,

di = ||z — 21]* = [Jz; — 0] =[] ]*.

Com isso podemos calcular o termo 17 diag(X” X) e sua transposta em (2),
uma vez que a diagonal de X7 X contém exatamente as normas ao quadrado
[|z;]]?. Assim,

1 diag(XTX)' =1d7,

onde d; = De; é a primeira coluna de D. Isolando o termo X7 X na equacio
(2) obtemos a seguinte expressao,

G:XTX:f%(Dfllefdl 17).

Pelo desenvolvimento na segdo (2) é possivel verificar que X7 X é uma matriz
simétrica, além disso, dado x € R™, com x # 0, 27 (XTX)2z = (X2)T(Xz) =
|| Xz|| > 0, portanto, G = XT X é semidefinida positiva. Sendo assim, podemos
escrever G = UAUT, onde A = diag(\1,...,\n), sendo os \.s auto-valores de
G e U a matriz dos auto-vetores de G.

O processo de se escrever G desta forma é chamado de diagonalizagao e por
G ser simétrica e semidefinida positiva, é possivel garantir que os A;s sdo todos
nao negativos e que U é ortonormal.

A partir daqui vamos assumir que os auto-valores estdo ordenados em ordem
decrescente, ou seja, [A\1]| > |A2] > ... > |A,|. Agora podemos fazer a seguinte
definicao

s de .
X ldiag(V/ N,V s s n—a)) U™ (4)

Poderfamos ter simplesmente tomado AY2U7T como a reconstrucao do nosso
conjunto de pontos, porém, se X realmente descreve um conjunto de pontos
d-dimensional, os auto-valores desconsiderados devem ser zeros.

Pela construcao, o conjunto de pontos X deve gerar a EDM original, D =
edm(X).

Para ilustrar este processo, vamos aplicé-lo & matriz S do problema proposto
na introdugao,

0 17 5 2 29

17 0 26 13 90

S = 5 26 0 13 32
2 13 13 0 37

29 90 32 37 O



Primeiramente vamos determinar a matriz G,

1
G= —5(5—13{—51 17),

onde sy € a primeira coluna de S.
Fazendo os calculos chegamos a

0 0 0 0
17 =2 3 —22
-2 5 =3 1

3 =3 2 =3

—22 1 -3 29

@Q
|
coocoo

O préximo passo € encontrar as matrizes A e U. No MatLab, o comando
eig(A) retorna as matrizes A e U da diagonalizagdo de A, e utilizando este
comando obtemos o seguinte,

46.3305 0000
0 6.6695 0 0 0
A= 0 000 0],
0 0000
0 0000
0 0 0 1 0
—0.6050  0.0782 0.7663 0 —0.2015
U=| 00555 —0.8534 0.2503 0  0.4538
—0.0980  0.4828 0.1006 0  0.8644

0.7882  0.1802 0.5831 0 —0.0791

No MatLab o comando eig nao retorna os auto-valores em ordem decresente,
portanto, é necessédrio ajustar as colunas de A, e ao trocar duas colunas em A
deve-se trocar também as colunas correspondentes em U.

Veja que nesse caso A'/? j4 estd na forma usada na equacéo (4), e entdo
temos:

0 —4.1182 03775 —0.6673 5.3650
0  0.2020 —2.2040  1.2469 0.4653
X=A72uT =10 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Como d = 2, ficamos somente com as duas primeiras linhas,

0 —4.1182  0.3775 —0.6673 5.3650

X=10 02020 —22040 1.2469 0.4653 |

e esse seria o nosso conjunto de pontos.



Podemos verificar que,

0 17.0004 5.0001  2.0000 28.9997

17.0004 0 26.0002 13.0005 90.0004

edm(X) = 5.0001  26.0002 0 13.0003 32.0003
2.0000 13.0005 13.0003 0 36.9995

28.9997 90.0004 32.0003 36.9995 0

H4 uma pequena diferenca entre edm(X) e S, e embora isto nao seja desejdvel,
era esperado, pois ao se fazer as contas no computador trabalhamos com erros
de arredondamento de ponto flutuante. Neste caso o efeito é desprezivel e nao
vai afetar os nossos resultados.

Vamos agora a uma outra questao. O conjunto de pontos utilizado original-
mente para gerar S foi o seguinte,
3 0 -1
2 4 -2 |
Vemos entdo que X # X, mas, conforme vimos na se¢ao anterior, eles devem

estar relacionados por uma transformacdo rigida. A préxima secdo trata de
como encontrar tal transformacao .

5 Ancorando o grupo de pontos

Como a posigao absoluta de um conjunto de pontos é perdida quando to-
mamos esses pontos por suas distancias, é necessario um método para alinhar
o conjunto de pontos reconstruido com um conjunto de dncoras - pontos cujas
coordenadas sao conhecidas.

Isto pode ser realizado da seguinte forma. Seja Y a matriz cujas colunas
sao os pontos ancoras, e suponha que queremos alinhar os pontos de X com os
pontos em Y. Tomemos X, como uma submatriz (uma selegdo de colunas) de
X que deve ser alinhada com Y.

O primeiro passo é remover as médias y. e 4, de Y e X, respectivamente,
obtendo as matrizes Y e X,. Este passo elimina a diferenca de translacio entre
os dois conjuntos de pontos. Ao subtrair a média do conjunto de pontos levamos
o ponto médio do conjunto para a origem, e isso estamos fazendo para os dois
conjuntos. Assim, poderemos encontrar a rotacdo e reflexdo que levard X, em
Y a partir da origem.

No préximo passo, chamado de andlise de Procrutes, nds procuramos a
rotacdo e reflexdo que melhor mapeia X, em Y,

R =argmin ||QX, — Y|%. (5)
Q:QQT=I
A norma de Frobenius é definida da seguinte forma, ||A||% = ag; =

trace(AT A).



A solugao de (5) - dada por Schénemann em sua tese de PhD [4] - é dada
pela decomposigio em valores singulares (SVD, do inglés) [5]. Seja UXVT a
decomposicao SVD de X,Y, ou seja, X,Y = ULVT, onde as matrizes U e V
sao ortogonais.

Desenvolvendo (5) obtemos o seguinte,

R = argmin||QX. Y|} (6)
Q:QQT=I

= argmin trace((QX, — V)T (QX,-Y)) (7)
Q:QQT=I

= argmin trace(YZQTan) + trace(YTY) (8)
Q:QQT=I

—trace(YZQTY) —trace(YTQX,)

= argmin || X% +|[Y||% — 2 x trace(QX ,YT) (9)
Q:QQT=I

= arg maz trace(QUEVT) (10)
Q:QQT=I

= arg maz trace(VIQUY) (11)
Q:QQT=I

Nas passagens acima usamos o fato de que trace(A) = trace(AT) e que
trace(ABC) = trace(BCA), propriedade conhecida como invariancia ciclica do
trago. Além disso, na passagem da equacao (9) para a (10) removemos os termos
que nao dependiam do argumento @ e, como estdvamos minimizando um termo
negativo, passamos a maximizar este mesmo termo com o sinal positivo.

Neste ponto é importante notar que ¥ = diag(oy,...0k), com ois > 0.
Sendo assim, tomando Q@ = VT QU temos que,

trace(QY) = Z Gii0;.

Como @ é produto de matrizes ortogonais, entdo é uma matriz ortogo-
nal também, e por isso g;; < 1. Isso nos permite concluir que o maximo de
trace(QX) ocorrerd quando g;; = 1, ou seja, @ = I.

Entdo, VTQ*U = I, onde Q* é o argumento que minimiza a direita da
equacao (6), e temos, finalmente, R = Q* = VU7

Uma vez obtida a transformagao rigida étima, o alinhamento pode ser apli-
cado a todo o conjunto de pontos pela expressao,

R(X — x4, lT) +ye 17,

O que esta ultima expressao faz é levar o conjunto de pontos para a posicao
que foi tomada como base para calcular a transformacao R, aplicar a trans-
formacao R e depois fazer a translagao para se adequar aos pontos ancoras.

Vamos agora aplicar o método exposto acima no nosso problema. Na secao
anterior haviamos encontrado o seguinte conjunto de pontos,

0 —4.1182  0.3775 —0.6673 5.3650

X=10 02020 —22040 1.2469 0.4653 |-



E o conjunto original é dado por,

0  0.2020

~ N

Consideremos Y = ; 0 —4.1182 }

0 nosso conjunto de ancoras e X, = [
—2.0591

0.1010 } © assu,

Os pontos médios serao y. = [ ég ] € Ty = [

> [ -05 05 - 2.0591 —2.0591
Y= [ ~2.0 2.0 ] ¢ Xa= { ~0.1010  0.1010 } '

O Matlab possui o comando svd, que retorna a decomposi¢ao em valores
singulares de uma matriz. Utilizando este comando obtemos X,YT = ULVT,
com

U= —0.9988 0.0490
o 0.0490 0.9988 |’

g — 8.5001 0 V= 0.2425 —0.9701
B 0 0|’ ~ | 0.9701 0.2425 |-

—0.2898 —9571
—0.9571 0.2898 |-

Podemos agora, a partir de X, voltar ao nosso conjunto original X,,

Portanto, R = VUT = [

. T r [1 230 -1
R(X —2qc1")+y: 1 —{3 7 9 4 .

E com isto finalizamos esta segao.

6 Contando os graus de liberdade

Nesta secao vamos explorar os diferentes objetos relacionados a uma EDM e
contar os graus de liberdade de cada um deles. Por grau de liberdade entendemos
os valores independentes que representam o objeto, por exemplo, se temos n
pontos do R¢, entdo teremos,

#r=nxd

graus de liberdade, uma vez que nao hé nenhuma relagao de dependéncia entre
cada escalar que representa os n pontos, este nimero corresponde a quantidade
de escalares envolvidos na descri¢gao dos pontos.

Vamos agora imaginar que nao conhecemos nenhuma propriedade especifica
de uma EDM para uma determinada matriz, exceto que esta matriz é simétrica,
positiva, zero-diagonal e que possui posto no méaximo d + 2. Vamos tentar en-
contrar os graus de liberdade associados a tal matriz. Podemos fazer a con-
tagem olhando para a decomposi¢gao em auto-valores de uma matriz simétrica,

10



D = UAUT. A matriz diagonal A é especificada por d + 2 graus de liberdade,
uma vez que D possui posto d+ 2. O primeiro auto-vetor de tamanho n nos déa
n—1 graus de liberdade, devido a normalizacao; o segundo nos déd n—2 graus de
liberdade, pois deve ser ortogonal ao primeiro; para o ultimo auto-vetor teremos
n—(d+2) graus de liberdade. Os outros auto-vetores nao precisam ser contados
pois correspondem a auto-valores nulos. Asssim, o total de graus de liberdade
¢é dado por,

#DOF = (d+2) +(n—1)+...+[n—(d+2)]— n
—— ~~
Auto—valores Auto—vetores Zero—diagonal
1 2
- nx(d+D—(d+);(d+).

Para n grande e d fixo temos,

4DOF  d+1
#x d -’

Apesar de a propriedade do posto ser 1til e levar a algoritmos eficientes, héa
uma questao a se considerar. Para d = 3 a razao (12) é %, e assim a propriedade
do posto nos dé 30% a mais de escalares a se determinar, para os quais devemos
estabelecer valores consistentes. Colocando de outra maneira, precisariamos de
30% a mais de dados para explorar a propriedade do posto do que precisariamos
para explorar a estrutura completa da EDM.

A redundéancia na representacdo de uma EDM é o que torna possivel os
algoritmos para completar EDMs e para trabalhar com dados imprecisos.

(12)

7 EDM incompleta e com ruido, explorando a
propriedade do posto

Vamos ver agora um algoritmo que tem por objetivo completar uma EDM
e remover ruidos. Considere entao uma EDM D que possui algumas entradas
faltando e outras com ruidos.

Seja W a matriz cuja entrada w;; é 1 se a distancia entre os pontos ¢ e j sao
conhecidas e 0 caso a distancia nao seja conhecida ou possui algum ruido.

O seguinte algoritmo escrito no Matlab explora a propriedade do posto e vai,
alternadamente, forcando o posto em d + 2 e as entradas conhecidas:

function EDM _completion( W, D¢, n, d )
W is the mask of know distances without errors
%Dc is the matriz with the distances
%  (including the ones with error)
%n is the matriz dimension
%d is the dimension from EDM points

max_it = 10000;
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eps = 0.000001;
D = zeros(n,n);

%Initialize the D entries
for i = 1:n
for j = 1:n
D(i.j) = De(i,j);
end
end

D_aux = zeros(n,n);

count = 0;

while (count<max_it) && (norm(D-D_aux,’fro’)>eps)
D_aux = D;

%Make the EVD decomposition
[U,V] =eig(D);

v_auto_val = zeros(n,2);
for i=1:n

v_auto_val(i,l) = i;
end

v_auto_val (:,2) = diag(V);

%Sort eigenvalues in absolute wvalue ascending
%order
for i=1:n
for j=i:n
if (abs(v_auto_val(i,2))>
abs(v_auto_val(j,2)))

aux = v_auto_val(i,:);
v_auto_val(i,:) = v_auto_val(j,:);
v_auto_val(j,:) = aux;

end

end
end

%Zero the smallers eigenvalues

%(leting only d+2 non—zero)

for i=1:(n—d-2)
V(v_auto_val(i,1),v_auto_val(i,1)) = 0;

end

D = UxVxtranspose (U);

%Enforce know entries
for i = 1:n
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for j = 1:n
if W(i,j) =1
D(i,j) = De(i,]):
end
end
end

%Zero mnegative entries
for i = 1:n
for j = 1:n
if D(i,j)<0
D(I,J):O,
end
end
end

count = count + 1;
end

disp (count );
disp(D);
end

Este algoritmo deve entao receber uma EDM com problemas na entrada e
retornar uma EDM com as informacoes corretas.
Vamos ver alguns resultados deste algoritmo. Considere a seguinte EDM,

0o 17 5 2 29 554 65 53
17 0 26 13 90 41.94 146 72
5 26 0 13 32 794 T2 26
a- 2 13 13 0 37 1114 73 T3
20 90 32 37 0 9.54 8 90 |
.54 4194 7.94 1114 9.54 0 34.34 56.34
65 146 72 73 8 34.34 0 146
| 53 72 26 73 90 56.34 146 0

referente ao seguinte conjunto de pontos,

1 73 0 -1 05 -3 8

X=13 994 9 07 -4 1]

Veja que este grupo de pontos corresponde ao nosso conjunto de pontos do
problema proposto na introducgao com a adi¢ao de mais 3 pontos.

Vamos inserir algumas perturbacgoes, primeiramente vamos zerar as posigoes
(1, 2) e (2, 1), correspondentes & distancia 17. Nesse caso o algoritmo converge
para G em 82 iteragoes.

Vamos agora tomar as seguintes mudancas em G, zerando 3 distancias:
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0

17

5

0

29
5.54
65
93

Neste caso a convergéncia ocorre para G em 399 iteragoes.

17

0

26

13

90
41.94
0

72

)

26

0

13
32
7.94
72
26

0

13

13

0

37
11.14
73

73

29
90
32
37
0
0
8
90

5.54
41.94
7.94
11.14
0

0
34.34
56.34

65

0

72

73

8
34.34
0

146

53

72

26

73

90
56.34
146

0

Agora ao invés de zerar as entradas, vamos inserir perturbagoes e ver o que

acontece,

0

17

5
2.4
29
5.54
65
53

17

0

26

13

90
41.94
143
72

)

26

0

13
32
7.94
72
26

2.4
13

13

0

37
11.14
73

73

29
90
32
37
0
9
8
90

5.54
41.94
7.94
11.14
9

0
34.34
56.34

e a convergéncia para G se deu em 321 iteragoes.
Vamos ser mais drédsticos e remover uma quantidade consideravel de distancias,

0 17

17 0

5 26

0 0

7= 29 90
5.54 41.94

65 0

53 72

5)
26
0
13
32
0
72
0

0

13

0

0

37
11.14
73

73

29
90
32
37
0
0
8
90

5.54
41.94
0
11.14
0

0

0
56.34

65
143
72

73

8
34.34
0

146

53

72

26

73

90 |’
56.34
146

0

65 53
0 72
72 0
7373
8 90 |’
0 56.34
0 146
146 0|

aqui obtemos a convergéncia para G em 2526 iteragoes.
Vamos olhar agora para um caso onde a convergéncia nao ocorre para G,
inserindo uma pequena perturbacao nas distancias que envolvem a primeira

cidade,

0
17.1
5.1
2.1
29.1
5.64
65.1
53.1

17.1
0

26

13

90
41.94
146
72

5.1
26

0

13
32
7.94
72
26

2.1
13

13

0

37
11.14
73

73

14

29.1
90
32
37

0
9.54
8

90

5.64
41.94
7.94
11.14
9.54
0
34.34
56.34

65.1
146
72

73

8
34.34
0

146

53.1 ]
72
26
73
90 |’

56.34
146
0




aqui a convergéncia ocorre em 27 iteragoes, porém, para a seguinte matriz,

0 17.06 5.01 201 29.05 555 6513 53.12 ]
17.06 0 26 13 90 41.94 146 72
5.01 26 0 13 32 794 72 26
K — 2.01 13 13 0 37 11.14 73 73
29.05 90 32 37 0 9.54 8 90 |’
5.65 4194 794 11.14 9.54 0 34.34 56.34
65.13 146 72 73 8 34.34 0 146
| 53.12 72 26 73 90 56.34 146 0 |

que nao é a EDM correta. Como estamos utilizando somente a propriedade do
posto neste algoritmo, estamos sujeitos a esse tipo de problema. Veja no entanto
que esta matriz, K, possui uma diferenca em relacdo as outras que testamos,
nas outras os problemas estao dispersos pela matriz, enquanto que nesta os
problemas estao todos concentrados em uma tnica cidade.

Para finalizar é importante ressaltar a importancia deste algoritmo, uma vez
que na maioria das aplicagoes encontraremos distancias nao exatas, ou entao nao
teremos como determinar certas distancias devido a uma série de motivos.

8 Consideracoes finais - Projeto supervisionado

Este trabalho é o resultado de um primeiro contato com a geometria de
distancias e EDMs. Primeiramente realizamos a caracterizacao de uma EDM e
a sua construgao algébrica, depois discutimos a unicidade do conjunto de pontos
que gera a EDM, que é uma questao muito pertinente pelo fato de estarmos
trabalhando com um problema inverso.

A partir dai, comegamos de fato a resolver um problema, primeiramente
com distancias exatas e com uma EDM completa, e depois com pequenas per-
turbagoes e auséncia de distancias.

Evidentemente esta é uma incursao inicial, e hd muito mais a se explorar.
Como ja dito, a maioria dos problemas reais ndo possuem dados exatos e o
desenvolvimento da teoria segue exatamente no sentido de se trabalhar este
tipo de problema.

No problema da topologia de uma rede, por exemplo, pode-se ter inter-
feréncias nos sinais, o que acarreta ruidos na medida da distancia, ou entao
podemos ter dois dispositivos que estao muito longe entre si, de forma que um
ndo capta o sinal do outro [3]. Aqui temos o problema de EDM incompleta e
medidas com ruido.

Um outro problema muito interessante é o da reconstrucao da geometria de
um quarto através da medida de ecos. Neste problema temos um quarto com a
forma de um poliedro convexo no qual posicionamos microfones em diferentes
pontos. Ao se emitir um som no quarto e medir o tempo de resposta dos ecos até
cada microfone é possivel determinar a posigao das paredes. Porém, aqui ocorre
um problema; ao se emitir um som pode ser que os ecos nao cheguem na mesma
ordem nos diferentes microfones. Para exemplificar, suponha uma situagao onde
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h& dois microfones e duas paredes e emite-se um som no quarto. O primeiro
microfone pode receber o sinal da parede 1 e depois da parede 2, enquanto que
o outro microfone pode receber o eco da parade 2 e depois da parede 1, sem
saber de qual parede veio cada eco. Neste caso temos as distancias, mas nao
sabemos exatamante a que objetos elas se referem [6].

E, como tultimo exemplo, temos a reconstrucao da estrutura 3D de uma
molécula, que é, atualmente, a aplicacao de maior destaque da Geometria de
Distancias [7]. Neste caso também temos incertezas nas medidas das distancias,
de forma que em algumas situagoes as distdncias podem acabar sendo subs-
tituidas por intervalos que devem conter as distancias corretas.

A Geometria de Distancias é um tema que explora uma gama bastante vari-
ada de conceitos matemdticos e computacionais, como a Geometria, Algebra
Linear, Otimizacao, Andlise Numérica, Algoritmos Computacionais, Grafos,
Complexidade de Algoritmos [7], e por isso, na minha visdo, representa com
grande sucesso o conceito de Matemdtica Aplicada.
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