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1 MODELAMIENTO MATEMÁTICO PARA EL ESTUDIO DE CREC-
IMIENTO TUMORAL Y LA RESISTENCIA A LOS FARMACOS
ANTI NEOPLÁSICOS 1
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Introduction

Este trabajo tiene como objetivo principal estudiar algunos modelos matemáticos de-

termińısticos con la intención de interpretar el fenómeno de fármaco-resistencia. En

los años 70, Goldie e Coldman retomaron una conjetura de Luria y Delbruck sobre la

senśıbilidad de las bacterias a los antibióticos y crearon la hipótesis de la posibilidad

de que la resistencia a los fármacos anti blasticos era un factor fenot́ıpico intŕınseco de

mutaciones espontáneas ocurridas en los tumores humanos. A partir de esas considera-

ciones se implementaron nuevos factores para la interpretación de la resistencia celular

y fue posible construir algunos modelos matemáticos que consideran estos factores. te-

niendo en cuenta que la fármaco resistencia causada por la mutación espontánea de

las células es un fenómeno inevitable y que este hecho influencia de una forma deter-

mińıstica en la respuesta al tratamiento antiblastico, podemos entender la importancia

de estudiar las caracteŕısticas que envuelven una población tumoral después de la apli-

cación de los fármacos.

A finales del siglo XVIII, se comenzo a usar la matemática para describir el crecimiento

de una población. Uno de los modelos más familiares fue propuesto por el economista

T.R.Malthus, su hipótesis básica era que la tasa de crecimiento de una población hu-

mana creceŕıa exponencialmente, sin ningún obstáculo, como hambre, guerra,etc y que

todos los humanos seriamos iguales y tendŕıan el mismo comportamiento. Otro mod-

elo es del psicólogo P.F. Verhulst en 1838. él propone que la población humana está

siempre predispuesta a una serie de obstáculos para su crecimiento y su cantidad tiende

asintóticamente a una constante a medida de que el tiempo crece.

viii



Chapter 1

MODELAMIENTO

MATEMÁTICO PARA EL

ESTUDIO DE CRECIMIENTO

TUMORAL Y LA RESISTENCIA

A LOS FARMACOS ANTI

NEOPLÁSICOS

1.1 PRELIMINARES

1.2 Fundamentos en Dinamica Poblacional

La tentativa de usar matemática para describir el crecimiento de una población humana

viene desde el siglo XVIII.

Los dos modelos mas familiares son el propuesto por el economista T.R. Malthus y el

propuesto por el sociologo belga P.F. Verhulst.

Actualmente existen varios modelos, algunos llevado a ecuaciones diferenciales fun-

cionales y a problemas matemáticos sofisticados e interesantes. Un punto importante

es que podemos determinar un fenómeno como determińıstico o estocástico.

Ahora veremos dos modelos básicos continuos y deterministas: modelo de Malthus y

de Verhulst.
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1.2.1 Modelo Malthusiano

En 1798 fue formulado este modelo por T.R. Malthus, su hipótesis básica es que la tasa

instantánea de crecimiento de una población es proporcional al tamaño de la población

misma. Malthus supone que la tasa de crecimiento n y de muerte m por unidad de

población son constantes. Sea X(t) el tamaño de una población en el instante t. El

modelo es:

X(t+ ∆t) = X(t) + nX(t)∆t−mX(t)∆t, t ≥ 0.

De donde

X(t+ ∆t)−X(t)

∆t
= (n−m)X(t).

Śı suponemos que la función X(t) es diferenciable en t ≥ 0, entonces podemos suponer

la ecuación diferencial:
dX(t)

dt
= (n−m)X(t).

Resolviendo la anterior ecuación diferencial tenemos que:

X(t) = X(0)exp(αt) conα = n−m

donde α es llamado el parametro Malthusiano y x(0) es el tamaño de la población en

el instante t = 0. El comportamiento de X(t) depende de α.

1.2.2 Modelo Verhulstiano

Paul Verhulst en 1838 sab́ıa que el ”feed-back negativo” en una tasa de crecimiento

poblacional, debido al desequilibrio entre el crecimiento geométrico de una población

humana y el crecimiento aritmético de los recursos alimenticios. Él asumı́a que la tasa

de natalidad decrece y que la tasa de mortalidad crece linealmente con el tamaño de la

población. Sea la tasa de natalidad n(t) dada por la ecuación n(t) = n0 − n1X(t) y la

tasa de mortalidad m(t) dada por la ecuación m(t) = m0+m1X(t) con n0, n1,m0,m1 >

0 y n0 > m0. El modelo es :

dX(t)

dt
= (n(t)−m(t))X(t)

Esto es,
dX(t)

dt
= (m1 + n1)[

n0 −m0

n1 +m1

−X(t)]X(t).
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Si r = m1 + n1 y a = n0−m0

n1+m1
entonces la ecuación anterior se reduce a

dX

dt
= r(a−X)X

denominada ecuación de Verhulst. En este caso el termino rax(t) es la diferencia entre

la tasa de nacimiento y la tasa de mortalidad; −rx(t)2 puede ser visto como el factor

limitante del crecimiento poblacional. En este caso podemos observar simplemente que

cuando x(t) > a la población decresce, pues con esa condición, la derivada de x(t) es

negativa.

Resolviendo la ecuación dx
dt

= rax−rx2 con x0 = x(0) (tamaño de la población en t=0),

tenemos que:

x(t) =
ax0

x0 + (a− x0)e−art
(1.1)

Esta formula es denominada lei logistica de crecimiento.

Observaciones:

1. śı x0 < a ⇒ x0 < x0 + (a− x0)e−art, entonces tenemos que x(t) < a, aśı xt nunca

se excedera cuando el tiempo cresca indefinidamente.

2. śı a >> xo, entonces para valores pequeños de t, e−rat >> x0 y el termino

e−rat ≈ x0 + (a−x0)e−art y por tanto x(t) = ax0
ae−rat

→ x(t) = x0e
rat, (Ecuación de

Malthus). Podemos entonces afirmar que en el inicio tenemos poca interferencia

al crecimiento exponencial.

3. śı x0 > a entonces x(t) > a y se aproxima cuando el tiempo cresce indefinida-

mente.



Chapter 2

MODELO MATEMÁTICO PARA

EL CONTROL DE LA

RESISTENCIA A LOS

FÁRMACOS ANTI-BLÁSTICOS

2.1 El prloblema de la resistencia celular a los far-

macos Anti-Blasticos

podemos distinguir dos tipos de resistencia celular a los farmacos anti-blasticos: tem-

poraria y permanente.

2.1.1 Resistencia Temporaria

Algunas células pueden mostrar resistencia a un determinado tipo de tratamiento far-

macologico debido a que estan cituadas en lugares privileguiados llamados ”santuarios

anatomicos”, de dificil acceso para los farmacos como los testiculos, ojos y el sistema

nervioso central, donde la barrera vascular impiden la difusión de los farmacos. Este

fenomeno tambien se dá al interior de un tumor de masa muy grande, donde las células

que se encuentran en el nucleo son privilegiadas ya que no son alcanzadas por los far-

macos.A esta region la podemos denominar como ”santuario tumoral”.

Tambien tenemos que la variación de la cinetica tumoral puede determinar una resisten-

cia temporaria a los farmacos, pues un farmaco que destruye una fracción constantes de

células puede parecer ineficaz śı el tumor tiene una fracción mas baja de crescimiento,

4
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o śı el número de células fuera excesivo. Son observados tambien innumerables posibili-

dades de mecanismos biofisicos y bioquimicos, individuados a nivel celular, responsables

por la resistencia temporaria a los farmacos.

Existen cituaciónes en que la concentración intra-celular del farmaco es suficiente, pero

resulta igualmente ineficaz por la excesiva actividad de enzimas (ejemplo: resistencia

del metabolismo), o por la utilización de una via metabolica alternativa (ej. resistencia

a los anti-metabolizantes), o por una rapida regeneración de una leción citotoxica (ej.

resistencia a los agentes alquilantes).

2.1.2 Resistencia Permanente

Luria y Delbruck en 1943 realizaron una importante observación en bacteriologia. Ellos

Observaron que las bacterias se volvian resistentes a los bactericidas, sin un precedente

contacto. Existe encones una capacisas intrinseca de las bacterias para adquirir resisten-

cia debida a una mutación espontanea que consiste en cambios geneticos permanentes.

Esta observación tambien es valida en los tumores, los cuales desenvuelven resistencia

fenotipica a los farmacos anti-blasticos.

La resistencia fenotipica se divide en: intŕınseca y extŕınseca.

La resistencia extŕınseca se trata de una selección ambiental que opera sobre una

población geneticamente heterogenea debido a las mutaciones naturales. Las muta-

ciones espontaneas es un proceso natural de las células tumorales las cuales son geneti-

camente inestables, las células normales no desenvuelven resistencia debido a que son

geneticamente estables.

Las mutaciones en dirección al farmaco-resistencia constituye un obstaculo para el

tratamiento quimioterapico, sin embargo este problema puede ser superado con la apli-

cación de una asociación de farmacos alternando a cada ciclo.

En la realidad la cituación no es tan simple, pues en el interior de un tumor existen sub-

poblaciones resistentes a dos o mas farmacos, independientes una de la otra, y por eso

si un farmaco empleado en el programa poliquimioterapico, no , este tipo de estrateguia

terapeutica tambien resultara ineficaz.

2.2 Modelo Matemático Para Una Población Tu-

moral Sobre el Efecto De Un Fármaco

Principalmente se estudia el comportamiento cĺınico sin la presencia de otro fármaco

para conocer el grado de resistencia celular del fármaco, ya presente en el tumor, esto

antes de iniciar la terapia. Sea N(t) la medida de la masa tumoral en el instante
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t, expresado en número de células. S es la población sensible y R es la población

resistente del tumor. R y S son especies en competición en N, es decir que la presencia

de una de ellas influye en el crecimiento de la otra. Supongamos que S tiene tendencia

a mutar expontaneamente adquiriendo resistencia fénotipica al fármaco de ( 0 < α < 1

). Luego el sistema será:{
dS
dt

= rS(1−K(S +R))− αrS(1−K(S +R))
dR
dt

= rR(1−K(S +R)) + αrS(1−K(S +R))
(2.1)

con las condiciones iniciales: S(t0)= S0 > 0 y R(t0)= R0 ≥ 0, donde αrS(1−K(S+R))

es la cantidad debida a la mutación, r es la tasa de crecimiento Malthusiana del tumor,

α es la probabilidad de que una célula presente mutación en dirección a la farmaco-

resistencia, y 1
k

es la máxima medida que el tumor puede alcanzar. Supongamos que

N = S +R, entonces sumando las ecuaciones del sistema tenemos

dS

dt
+
dR

dt
=
dN

dt
.

Luego la ecuación que describe el crecimiento tumoral es dado por

dN

dt
= rN(1−KN). (2.2)

Esta es la ecuación loǵıstica de Verhulst de crecimiento para el tumor. Ahora, si colo-

camos las condiciones iniciales t=0 y N(0)=1 entonces haciendo los calculos tenemos:

dN

rN(1−KN)
= dt

1

r
(

1

N
+

1
1
K
−N

)dN = dt

1

r

∫
(

1

N
+

1
1
K
−N

)dN = t+ c

1

r
(lnN − ln(1−KN)) = t+ c

1

r
(ln(

N

(1−KN)
)) = t+ c

ln(
N

1−KN
) = r(t+ c)

N

(1−KN)
= er(t+c)

N

(1−KN)
= erterc

N =
ercK

erc + e−rt
.
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Śı colocamos t = 0 y n(0) = 1, obtenemos

N(t) =
1

K − (k − 1)e−rt
(2.3)

cuando t→∞ consecuentemente N(t)= 1
k
.

En el caso en que N(0) = N0 la solución para la ecuación del desenvolvimiento tumoral

es

N(t) =
N0

N0K + (1− kN0)e−rt
(2.4)

luego reescribiendo el sistema en función de N y R utilizando la ecuación (8) obtenemos:{
dN
dt

= rN(1−KN)
dR
dt

= rR(1−KN) + αr(N −R)(1−KN)
(2.5)

con N(0) = N0 >0 y R(0) = R0 ≥ 0.

De este sistema se puede encontrar una relación entre R y N es decir que dado un

tumor de medida N es posible encontrar la masa resistente R. Sea:

dR
dt
dN
dt

=
R

N
+ α(1− R

N
) (2.6)

y como

d(R
N

)

dt
=

dR
dt
N −RdN

dt

N2
=

dR
dt

N
−R

dN
dt

N2
(2.7)

Despejando

(2.8)
dR
dt
dN
dt

=
R

N
+
Nd(R

N
)

(dN
dt

)dt
(2.9)

luego, igualando obtenemos

(2.10)

R

N
+ α(1− R

N
) =

R

N
+
Nd(R

N
)

(dN
dt

)dt
(2.11)

d(R
N
)

dt

1− R
N

=
α(dN

dt
)

N
(2.12)
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ahora, resolviendo queda que :

(2.13)

ln(1− R

N
) = −α ln(N + C) (2.14)

luego, si R=0 cuando N=1, entonces R = N(1−N−α) y cuando t → ∞ acontece que:

N(t)→ 1

K
(2.15)

y

R(t)→ 1

K
(1−Kα) (2.16)

por tanto una solución estacionaria para el sistema (13) es

ψ(t) =

( 1
K

1
K

(1−Kα)

)
(2.17)

y una solución estacionaria para el sistema (7) es

ψ1(t) =

(
K−(1−α)

1
K

(1−Kα)

)
(2.18)

2.2.1 Destrucción Célular Debido al Empleo de Quimioterápicos:

La Hipótesis de ”Cell-Kill”

La capacidad de los farmacos antiblasticos de destruir las células tumorales fueron es-

tudiados por H.E. Skipper y F.M. Schbell, tomado como base la hipótesis de ”Cell-Kill”

que consiste en que las acciones de los fármacos siguen cinética de primer orden es decir

una dosis dada mata a una proporción constante de una población de células tumorales

(en lugar de un número constante de células). En la literatura médica los tratamientos

son clasificados tomando como base un número llamado ”Log-Kill”, esto es, un fármaco

tiene Log-Kill igual n si este reduce una población de N células a N
10n

células.

En nuestros modelos a ser construidos consideraremos dos hipotesis exclusivas de de-

strucción:

1. Un cierto fármaco destruye una fracción constante de la población sensible de

forma instantánea.
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2. Un cierto fármaco destruye una fracción constante de la población sensible en un

intervalo de tiempo.

Para la hipótesis 1. , supongamos que el fármaco es administrado a cada intervalo de

un periodo T fijo y que destruye una fracción F de la población tumoral sensible, por

tanto tenemos un sistema lineal sujeto a impulsos a tiempo fijo, es decir:{
dS
dt

= r(1− α)S(1−K(S +R))
dR
dt

= r(R− αS)(1−K(S +R))
(2.19)

con S(0) = S0 > 0 y R(0) = R0 ≥ 0.

A cada intervalo de peŕıodo T fijo el fármaco reduce la población S(KT ) a

(1 − F )S(KT ), K = 1, 2, 3, .... Por tanto tomando el sistema en torno al punto (0,0)

para verificar la posibilidad de extinguir totalmente el tumor. luego tenemos:{
dS
dt

= r(1− α)S
dR
dt

= rαS + rR
(2.20)

con S(0) = S0 y R(0) = R0.

luego:

A =

[
r(1− α) 0

rα r

]
(2.21)

y

B =

[
−F 0

0 0

]
(2.22)

y

X(t) =

[
S(t)

R(t)

]
, X(0) =

[
S0

R0

]
(2.23)

luego la solución para t entre KT y (K + 1)T :

X(T ) = e(t−KT )A((I +B)eTA)KX(0) (2.24)

Aśı analisaremos el comportamiento de los autovalores de la matriz

X(T ) = (I +B)eTA para conocer el comportamiento de las soluciónes.

X(t) = (I +B)eTA =

[
(1− F )er(1−α)T 0

ert − er(1−α)T erT

]
, (2.25)

ahora sea:

det(X(T )− αI) = 0
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, resolviendo tenemos que:

α1 = (1− F )er(1−α)Tα2 = erT (2.26)

Entonces para F > 1 − e−r(1−α)T tenemos α1 < 1 es decir las células sensibles tienden

a extendersen. Luego como α2 = erT y r > 0, tenemos que α2 es siempre mayor que

1, entonces existe solución ilimitada lo que es un caso de inestabilidad, es decir que el

tumor sera todo resistente.

Ahora utilizando la hipotesis 2. el sistema (13) sera modificado aśı:{
dN
dt

= rN(1−KN)− F (N −R)
dR
dt

= rR(1−KN) + αr(N −R)(1−KN)
(2.27)

Donde F(N-R) es la parte debida a la destrucción del fármaco. Podemos suponer que la

terapia inicia en t = 0 es que N(0) = N0 y por tanto R(0) = R0 = N0(1−N−α
0 ). Ahora

para estudiar el comportamiento asintotico de las soluciónes, primero encontramos los

puntos de equilibrio o puntos criticos del sistema (36) igualando a cero el sistema aśı:

rN(1−KN)− F (N −R) = 0 (2.28)

rR(1−KN) + αr(N −R)(1−KN) = 0 (2.29)

luego igualamos

rN(1−KN)− F (N −R) = rR(1−KN) + αr(N −R)(1−KN) (2.30)

y resolviendo las ecuaciones algebraicas conseguimos decir que los puntos de equilibrio

son P1 = (0, 0) y ( 1
K
, 1
K

). Luego haciendo el comportamiento asintótico alrededor

de estos puntos de equilibrio ,tenemos que en relación a P1 = (0, 0) el sistema lineal

asociado será: {
dN
dt

= rN − F (N −R)
dR
dt

= rR + αr(N −R)
(2.31)

Logo para encontrar los autovalores resolvemos:[
(r − F )− α F

rα r(1− α)− α

]
= 0 (2.32)

luego resolviendo el determinante, obtenemos:

α2 − (2r − F − rα)α + r(r(1− α)− F ) = 0 (2.33)
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entonces los autovalores son:

α1 = r(1− α)− F (2.34)

α2 = r (2.35)

(2.36)

Si F > r(1 − α), entonces α1 < 0 y α2 > 0 por eso el punto P1 es un punto cŕıtico

inestable.

Ahora para el punto P2 = ( 1
k
, 1
k
) el sistema lineal asociado, usando las siguientes trans-

formaciones N = x+ 1
k

y R = y + 1
k

será:{
dx
dt

= −(r + F )x+ Fy
dy
dt

= rx
(2.37)

La ecuación caracteŕıstica asociado es: α2 + (r+F )α+Fr = 0, resolviendo obtenemos

que las ráıces son α1 = −F y α2 = −r luego α1 y α2 son menores que cero, de esa

manera P2 es un punto cŕıtico asintóticamente estable. es decir que al rededor de este

punto todas las trayectorias tienden a ( 1
k
, 1
k
) con lo que se puede afirmar que todo el

tumor será resistente. Podemos afirmar que después de un tratamiento eficaz, si la masa

tumoral fuera reducida a un número muy pequeño, menor de 105 células, la defensa

inmunológica del organismo puede completar la acción de los farmacos, destruyendo las

células restantes. Por eso, la eficacia de la monoquimioterapia reduce la masa tumoral

en el orden de 105. y en ciertos casos como los tumores en ”stadio” avanzados podemos

preveer que la quimioterapia será un fracaso.

2.2.2 Modelo Matemático Para Una Población Tumoral Sobre

el Efecto de Una Terapia alternada con la Acción de Dos

Fármacos ”Non Cross Resistent”

En el caso de un solo fármaco podemos determinar el momento en el que las células

resistentes no responden más al tratamiento y el tumor termina por ser todo resistente.

Por tanto es claro que se debe adicionar a la terapia un nuevo fármaco que sea capaz de

destruir el residuo resistente dejado por el primer fármaco, resolviendo aśı el problema.

Nuestro objetivo es extender el modelo precedente, considerando el crecimiento en el

interior del tumor, independiente una de la otra, de dos subpoblaciones R1 y R2 que

son resistentes al primero y segundo fármaco, respectivamente. Supongamos que en el

tratamiento no fueron empleados los dos fármacos simultáneamente, y que el primer
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fármaco tiene efecto en la poblacíıon sensible S y en R2; análogamente con el segundo

fármaco que tiene efecto sobre S y sobre R1.

Además de eso dentro de R1 y R2 resistentes, habrá una segunda mutación , donde

podemos encontrar un fenotipo doblemente resistente Rd.

Para que se produzca una doble resistencia, son necesarias dos etapas, es decir, dos

mutaciones:

1. A Partir de una célula sensible S, se pasa a una célula resistente R1 al primer

fármaco con una tasa de mutación α1, y después a una célula doblemente resistente

Rd con una tasa de mutación α2.

(S
α1−→ R1

α2−→ Rd)

2. A Partir de una célula sensible S, se pasa a una célula resistente R2 al segundo

fármaco con una tasa de mutación α2 , y luego a una célula duplamente resistente

Rd con una masa de mutación α1.

(S
α2−→ R2

α1−→ Rd)

ConN :Células Tumorales, S:Células Sensibles, R1=Células Resistentes al Primer Fármaco,

R2=Células Resistentes al Segundo Fármaco. Podemos ver que Rd es compuesta de la

parte resistente R1 el cual es sensible al segundo fármaco que se muta, y por una parte

resistente R2 el cual es sensible al primer fármaco que se muta.

Ahora construimos un modelo determińıstico continuo para estudiar el comportamiento

de S,R1, R2 y Rd.Por tanto podemos escribir el siguiente sistema:

ds
dt

= rS(1− kN)− α1rS(1− kN)− α2rS(1− kN)

dR1

dt
= rR1(1− kN) + α1rS(1− kN)− α2rR1(1− kN)

dR2

dt
= rR2(1− kN) + α2rS(1− kN)− α1rR2(1− kN)

dRd
dt

= rRd(1− kN) + α2rR1(1− kN) + α1rR2(1− kN)

(2.38)

Sea N = S +R1 +R2 +Rd y rS(1− kN), rR1(1− kN), rR2(1− kN),

rRd(1−kN) las partes debidas al crecimiento Verhulstiano de cada población; el término

α1rS(1− kN) es debida a la primera mutación (S
α1−→ R1) con la tasa de mutación α1.

El término α2rS(1− kN) es debida a la primera mutación (S
α2−→ R2).

El término α2rR1(1− kN) es debida a la primera mutación (R1
α2−→ Rd).

El término α1rR2(1− kN) es debida a la primera mutación (R2
α1−→ Rd).

r= tasa de crecimiento exponencial (Malthus)(r¿0).
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1
k
= es el ĺımite del crecimiento tumoral (se considera K ≈ 1012, dato tomado de libros

de Oncologia).

α1, α2= son las tasas de mutaciones 0 < α1, α2 < 1.

Reescribiendo el sistema (46) usando la relación N = S +R1 +R2 +Rd para que todo

en función de N,S,R1, R2, Rd, obtendremos:

dN
dt

= rN(1− kN)

dR1

dt
= r(1− kN)(R1 + α1(N −R1 −R2 −Rd)− α2R1)

dR2

dt
= r(1− kN)(R2 + α2(N −R1 −R2 −Rd)− α1R2)

dRd
dt

= r(1− kN)(α2R1 + α1rR2 +Rd)

(2.39)

Luego es posible encontrarse una relación, tal que dado un tumor de medida N , sea

posible encontrar las masas resistentes R1, R2 y Rd.

Sea x = R1 +R2 +Rd, del sistema (47) tenemos que:

dx

dt
= r(1− kN)(x+ (α1 + α2)(N − x)) (2.40)

Por tanto,

dx
dt

αdNdt
=
x+ (α1 + α2)(N − x)

N
(2.41)

entonces

dx

dN
=

x

N
+ (α1 + α2)(1− x

N
) (2.42)

y como

dx

dN
=

x

N
+N

d( x
N

)

dN
(2.43)

luego

N

dN
d(
x

N
) = (α1 + α2)(1− x

N
) (2.44)

d( x
N

)

1− x
N

= (α1 + α2)
dN

N
(2.45)
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resolvien, obtenemos:

− ln(1− x

N
) = (α1 + α2) ln(N + C) (2.46)

si x = 0 cuando N = 1 entonces R1 +R2 +Rd = 0, luego:

− ln(1− x

N
) = (α1 + α2) ln(N) (2.47)

1− x

N
= N−(α1+α2) (2.48)

x

N
= 1−N−(α1+α2) (2.49)

haciendo y = R1 +Rd en (47), obtenemos:

dy

dt
= r((1− kN)(y + α1(N − y)) (2.50)

dy

dt

1

r(1− kN)
= (y + α1(N − y)) (2.51)

de (47) tenemos que dN
dt

= rN(1− kN), remplazando y dividiendo porN ,tenemos:

dy
dt
dN
dt

=
y

N
+ α1(1−

y

N
) (2.52)

dy

dN
=

y

N
+ α1(1−

y

N
) (2.53)

por tanto

N

dN
d(
y

N
) = α1(1−

y

N
) (2.54)

d( y
N

)

1− y
N

= α1(
dN

N
) (2.55)

resolviendo, obtenemos:

− ln(1− y

N
) = α1(ln(N + C)) (2.56)

si cuando N = 1, y = 0, entonces R1 +Rd = 0; luego:

ln(1− y

N
) = ln(N−α1) (2.57)
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aplicamos exponencial as̈ı¿1
2
:

1− y

N
= N−α1 (2.58)

y

N
= 1−N−α1 (2.59)

haciendo ahora z = R2 +Rd , de (47) obtenemos:

z

N
= 1−N−α2 (2.60)

ahora sumamos y
N

, z
N

y x
N

y

N
+

z

N
+
x

N
=
R1 +Rd

N
+
R2 +Rd

N
+
R1 +R2 +Rd

N
(2.61)

=
R1 +Rd +R2 +Rd −R1 −R2 −Rd

N
=
Rd

N
(2.62)

es decir:

Rd

N
= 1−N−α1 + 1−N−α2 − 1 +N−(α1+α2) (2.63)

Rd

N
= 1−N−α1 −N−α2 +N−(α1+α2) (2.64)

De esta forma, si conocemos α1 y α2 y N entonces podemos calcular la fraccion de

dupla resistencia Rd
N

.Sustituyendo este resultado en (67) y (69), podemos encontrar los

valores para R1 y R2 o sea:

R1

N
= N−α2 −N−(α1+α2) (2.65)

R2

N
= N−α1 −N−(α1+α2) (2.66)

supongamos que α = α1 = α2, entonces

Rd = N(1−N−α)2 (2.67)

R1 = R2 = N1−α(1−N−α) (2.68)

Estas relaciones repredentan las cantidades resistentes cuando se conoce la massa tu-

moral N y la tasa de mutacion α. Podemos observar por esas expresiones que el

fénomeno de la resitencia es bien caracterizado en los tumores de masa muy grande, o

en los casos deonde la tasa de mutación es alta.

En el problema de la doble resistencia, podemos observar, que solo es eminente en
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los casos donde la cantidad de masa es muy grande. Soluciones estacionarias del sis-

tema (2.39): Consideremos que el sistema (2.39) que α = α1 = α2; entonces podemos

reescribir nuestro modelo de la siguiente manera:

dN
dt

= rN(1−KN)
dR1

dt
= r(1−KN)((1− 2α)R1)− αR2 − αRd+ αN

dR2

dt
= r(1−KN)((1− 2α)R2)− α1R1 − αRd+ αN

dRd
dt

= r(1−KN)((1−KN)(αR1 + αR2 +Rd))

(2.69)

Con las ecuaciones (2.65) y (2.66), analogamente a (2.3) e (2.4) tenemos:

ψ(t) =


1
K

K1−α(1−K−α)

K1−α(1−K−α)

K(1−K−α)2

 (2.70)

es la solución estacionaria para (2.39).

Despues del estudio del grado de resistencia celular existente en un tumor antes del

inicio de la terapia, ahora estudiaremos el comportamiento de las poblaciones sensibles y

resistentes con la aplicacion de los farmacos. Inicialmente consideraremos un programa

terapeutico alternado compuesto de dos terapias A y B, donde se aplicaran dos farmacos,

de la siguiente manera:

i Los farmacos poseen efecto instantaneo en cada periodo de tiempo fijo T, ó

ii Los farmacos poseen efecto en un intervalo de periodo T el cual es fijo.

desarrollaremos el caso (ii), el cual necesitaremos para nuestro problema:

La hipotesis en el caso (ii) es que la acción del farmaco se realiza en un intervalo de

periodo T fijo e nuestro programa terapeutico se realiza con dos farmacos es decir ”non-

cross resistent”.

Supongamos que la terapia A es donde actua el primer farmaco en un intervalo de

tiempo T fijo, y la terapia B es donde actua el segundo farmaco en el intervalo de

tiempo T el cual es fijo. Entonces podemos considerar las siguientes funciónes:

F (t) =

{
F1 para t ∈ [2nT, (2n+ 1)T ]

F2 para t ∈ [(2n+ 1)T, 2(n+ 1)T ], n = 1, 2, 3...

FA(t) =

{
F1 para t ∈ [2nT, (2n+ 1)T ]

0 para t ∈ [(2n+ 1)T, 2(n+ 1)T ], n = 1, 2, 3...
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FB(t) =

{
0 para t ∈ [2nT, (2n+ 1)T ]

F2 para t ∈ [(2n+ 1)T, 2(n+ 1)T ], n = 1, 2, 3...

Donde F1 es la tasa de destrucción celular devida al primer farmaco y F2 es la tasa de

destruccion celular del segundo farmaco. Ahora podremos escribir el modelo (2.38) de

la siguiente manera:

dS
dt

= rS(1−KN)− α1rS(1−KN)− α2rS(1−KN)− F (t)S
dR1

dt
= rR1(1−KN) + α1rS(1−KN)− α2rR1(1−KN)− FB(t)R1

dR2

dt
= rR2(1−KN) + α2rS(1−KN)− α1rR2(1−KN)− FA(t)R2

dRd
dt

= r(1−KN)(Rd + α2R1 + α1R2)

(2.71)

donde −F (t)S es la parte devida a la destrucción de las células sensibles. −FB(t)R1

es la parte devida a la destrucción de las células resistentes al primer farmaco por la

accion del segundo farmaco. FA(t)R2 es la parte devida a la destrucción de las células

resistentes al segundo farmaco por la acción del primer farmaco. Luego, si consideramos

en el sistema (2.38) que α1 = α2 = α y ademas que los dos farmacos son igualmente

activos F = F1 = F2, entonces:

dS
dt

= r(1− 2α)S(1−KN)− FS
dR1

dt
= r(1− α)R1(1−KN) + αrS(1−KN)− FB(t)R1

dR2

dt
= r(1− α)R2(1−KN) + αrS(1−KN)− FA(t)R2

dRd
dt

= rRd(1−KN) + αr(R1 +R2)(1−KN)

(2.72)

El sistema lineal asociado de (2.71) de la forma dx
dt

= A(t)x, sera:

x(t) =


S(t)

R1(t)

R2(t)

Rd(t)

 . (2.73)

Sea

A(t) =

{
A1 los que ∈ [2nT, (2n+ 1)T ]

A2 los que ∈ [(2n+ 1)T, 2(n+ 1)T ], n = 1, 2, 3...
(2.74)

A1 =


r(1− 2α)− F 0 0 0

r r(1− α) 0 0

r 0 r(1− α)− F 0

0 αr αr r

 (2.75)
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A2 =


r(1− 2α)− F 0 0 0

r r(1− α)− F 0 0

r 0 r(1− α) 0

0 αr αr r

 (2.76)

ahora, la solución entre o < t < T , sera dada por la expreción, x(t) = etA1x0 ; donde

x0 =


S(0)

R1(0)

R2(0)

Rd(0)

. Entre T < t < 2T la solición sera dada por: x(t) = e(t−T )A2eTA1x0.

Por tanto para, 2nT < t < (2n + 1)T , entoces: x(t) = et−2nTA1(e
TA2eTA1)nx0; por

eso x(2nT ) = (eTA2eTA1)nx0. Para analizar el comportamiento de las soluciónes, nece-

sitamos analizar los autovalores de la matriz x(2T ) = eTA2eTA1 (Teorema 4, capitulo

I), sabemos que A es periodico, entonces X(t + 2T ) = X(t)X(2T ) y aśı X(2nT ) =

(X(2T ))n. Ahora, procederemos a calcular la matriz X(2T ) = eTA2eTA1 , para obtener

eTA1 es suficiente calcular los autovalores de A1, entonces, resolveremos det(A1−αI) =

0, con esto obtenemos:

α1 = r(1− 2α)− F
α2 = r(1− α)

α3 = r(1− α)− F
α4 = r,

luego aplicando el metodo de Putzer, obtenemos:

eTA1 =
eα1TM1(A1)

(α1 − α2)(α1 − α3)(α1 − α4)
+

eα2TM2(A1)

(α2 − α1)(α2 − α3)(α2 − α4)

+
eα3TM3(A1)

(α3 − α1)(α3 − α2)(α3 − α4)
+

eα4TM4(A1)

(α4 − α1)(α4 − α2)(α4 − α3)

donde: 
M1(A1) = (A1 − α2I)(A1 − α3I)(A1 − α4I)

M2(A1) = (A1 − α1I)(A1 − α3I)(A1 − α4I)

M3(A1) = (A1 − α1I)(A1 − α2I)(A1 − α4I)

M4(A1) = (A1 − α1I)(A1 − α2I)(A1 − α3I)

con α1 = α2 = α3 y α4 los autovalores de A1. con esto, finalmente obtenemos:

eTA1 =


eα1T 0 0 0

rα
F+rα

(eα2T − eα1T ) eα2T 0 0

eα3T − eα1T 0 eα3T 0
rα

F+rα
(eα4T + eα1T − eα2T − eα3T ) (eα4T − eα2T ) rα

F+rα
(eα4T − eα3T ) eα4T
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Con esto, podemos garantizar la existencia de e−TA1 , ya que el det(eTA1) = e(α1+α2+α3+α4)T 6=
0. Analogamente para eTA2 , tendremos que calcular los autovalores de A2 los cuales

son : ϕ1 = r(1− 2α)− F , ϕ2 = r(1− α)− F , ϕ3 = r(1− α) y ϕ4 = r, luego aplicamos

nuevamente el metodo de Putzer y obtenemos:

eTA2 =


eϕ1T 0 0 0

(eϕ2T − eϕ1T ) eϕ2T 0 0
rα

F+rα
(eϕ3T − eϕ1T 0 eϕ3T 0

rα
F+rα

(eϕ4T + eϕ1T − eϕ2T − eϕ3T ) rα
F+rα

(eϕ4T − eϕ2T ) (eϕ4T − eϕ3T ) eϕ4T


Usandose el hecho de que ϕ1 = α1, ϕ2 = α3, ϕ3 = α2 y ϕ4 = α4, entonces:

eTA2eTA1 =


e2α1T 0 0 0

a21 e(α2+α3)T 0 0

a31 0 e(α3+α2)T 0

a41 a42 a43 eα4T


con: 

a21 = Fe(α1+α3)T + rα
F+rα

e(α2+α3)T − e2α1T

a31 = −rα
F+rα

e2α1T − F
F+rα

e(α1+α2)T + e(α2+α3)T

a41 = rα
F+rα

(e2α1T + e2α4T )− (F 2+r2α2+(F+rα)2)e(α2+α3)T

(F+rα)2

+ F
F+rα

(e(alpha1+α2)T + e(α3+α4)T )− Frα
(F+rα)2

(e(α1+α3)T + e(α2+α4)T )

a42 = F
F+rα

e(α4+α3)T + rα
F+rα

e2α4T − e(α2+α3)T

Para calcular los autovalores de eTA2eTA1 , basta resolver la ecuación:

det(eTA2eTA1 − γI) = 0, resolviendola obtenemos:
γ1 = e2(r(1−2α)−F )T

γ2 = γ3 = e(2r(1−α)−F )T

γ4 = e2rT

para analizar el comportamiento asintotico de la solución que pasa por (t0, x0), ten-

dremos que verificar los valores de |γi|. Para que las soluciones sean asintóticas estables,

es necesario que |γi| < 1 para todo i.

|γ1| < 1 si α1 < 0⇒ F > r(1− 2α)

|γ3| = |γ2| < 1 si α3 + α2 < 0⇒ F > 2r(1− α) y |γ4| < 1 si α4 < 0.

Pero esto último no puede ocurrir, pues α4 = r > 0 y de esa manera para cualquier

valor de F, r, α y T , la solución sera siempre inestable.
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Estimativo para S,R1, R2 y Rd

Para obtener información sobre el estado del tumor despues del n-ésimo cambio de

farmaco, debemos calcular x(2nT ), donde:

x(2nT ) =


S(2nT )

R1(2nT )

R2(2nT )

Rd(2nT )


Inicialmente tenemos que:

x(2nT ) = (eTA2eTA1)nx0

Si pudieramos encontrar una matriz B tal que:

eTA2eTA1 = B(eTA2eTA1)diag.B
−1,

donde (eTA2eTA1)diag. es la matriz diagonalizada de eTA2eTA1 , entonces:

(eTA2eTA1)n = B(eTA2eTA1)ndiag.B
−1

y la expresión x(2nT ) será mas facilmente computada. Ahora, sea B = (Bij)4∗4, tal

que:

eTA2eTA1B = B(eTA2eTA1)diag., (2.77)

donde

eTA2eTA1 =


e2α1T 0 0 0

a21 e(α2+α3)T 0 0

a31 0 e(α2+α3)T 0

a41 a42 a43 eα4T


con: 

a21 = Fe(α1+α3)T + rα
F+rα

e(α2+α3)T − e2α1T

a31 = −rα
F+rα

e2α1T − F
F+rα

e(α1+α2)T + e(α2+α3)T

a41 = rα
F+rα

(e2α1T + e2α4T )− (F 2+r2α2+(F+rα)2)e(α2+α3)T

(F+rα)2

+ F
F+rα

(e(alpha1+α2)T + e(α3+α4)T )− Frα
(F+rα)2

(e(α1+α3)T + e(α2+α4)T )

a42 = F
F+rα

e(α4+α3)T + rα
F+rα

e2α4T − e(α2+α3)T

Con α1 = r(1− 2α)− F , α2 = r(1− α), α3 = r(1− α)− F y α4 = r y;

(eTA2eTA1)diag. =


e2α1T 0 0 0

0 e(α2+α3)T 0 0

0 0 e(α2+α3)T 0

0 0 0 eα4T
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Resolviendo la igualdad (2.78), encontramos que:

B =


(γ1 − γ2)(γ2 − γ4) 0 0 0

a21(γ1 − γ4) (γ2 − γ4) 0 0

a31(γ1 − γ4) 0 (γ2 − γ4) 0

(γ1 − γ2)a41 + a21a42 + a43a31 a42 a43 1


y:

B−1 =


1

(γ1−γ2)(γ1−γ4) 0 0 0
−a21

(γ1−γ2)(γ2−γ4)
1

γ2−γ4 0 0
−a31

(γ1−γ2)(γ2−γ4) 0 1
(γ2−γ4) 0

(γ2−γ4)a41+(γ1−γ2)(a21a42+a43a31)
(γ1−γ2)(γ2−γ4)(γ1−γ4)

−a42
(γ2−γ4)

−a43
(γ2−γ4) 1



Asi, para calcular (eTA2eTA1)n, basta resolver el producto B((eTA2eTA1)n)diag.B
−1, por

tanto:

(eTA2eTA1)n = D4∗4 donde d11 = (γn)1, d12 = 0, d13 = 0, d14 = 0.

d21 =
a21((γ

n)1 − (γn)2)

(γ1 − γ2)
,

d22 = (γn)2,

d23 = 0,

d24 = 0

d31 =
a31((γ

n)1 − (γn)2)

(γ1 − γ2)
,

d32 = 0,

d33 = (γn)2,

d34 = 0

d41 = a41
((γn)1 − (γn)4)

(γ1 − γ4)
+

(a21a42 + a31a43)((γ
n)1(γ2 − γ4)− (γn)2(γ1 − γ4))

(γ1 − γ2)(γ1 − γ4)(γ2 − γ4)
+

(γn)4
(γ1 − γ4)(γ2 − γ4)

,

d42 = a42
((γn)2 − (γn)4)

((γn)2 − (γn)4)
,

d43 = a43
((γn)2 − (γn)4)

(γ2 − γ4)
,

d44 = (γn)4
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Por eso, siendo x(2nT ) = (eTA2eTA1)nx(0), entonces

s(2nT ) = (γn)1s(0)

r1(2nT ) = a21
((γn)1 − (γn)2)

(γ1 − γ2)
s(0) + (γn)2r1(0)

r2(2nT ) = a31
((γn)1 − (γn)2)

(γ1 − γ2)
s(0) + (γn)2r2(0)

rd(2nT ) = d41s(0) + (d42 + d43)r1(0) + d44rd

Entonces, śı:

1. |γ1 < 1| ⇒ cuando, n → ∞ , |(γn)1| → 0 ⇒ s(2nT ) → 0, o sea que las células

sensibles tienden a la extinción.

2. |γ1 < 1| y |γ2 < 1| ⇒ cuando, n → ∞ , r1(2nT ) y r2(2nT ) → 0, o sea que las

células resistentes 1 y 2 tienden a la extinción.

Como |γ4 > 1| ⇒ rd no va a extinguirse. Por eso como esa población solamente aparece

en poblaciones tumorales con dimensiones muy grandes, entonces eso significa que el

residuo duplamente resistente puede ser controlado teniendo en cuenta que el margen

de defensa inmunológica requiere una masa menor que aproximadamente 105 células.

2.3 Aplicación

2.3.1 Estimativas para los Parametros r y F

a Estimativa para la tasa de crecimiento r. Consideremos la formula (2.4) del cap

II.

N(t) =
N0

N0K + (1− kN0)e−rt
,

donde N0 es la masa tumoral presente. td es el tiempo de duplicación de la masa

N0 y denotemos por Nd = 2N0. Estos valores pueden ser medidos experimental-

mente, aśı,

e−rtd =
1− 2eKN0

2(1−KN0)

y tenemos

r =
1

td
ln(

2(1−KN0)

1− 2KN0

) (2.78)

El valor de K (≈ 10−12) puede ser obtenido en la literatura médica.
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b Estimativa para la tasa de destrucción F. Consideremos el sistema de ecuaciones

(2.1) para las células sensibles tumorales.

dS

dt
= r(1− α)S(1−KN)− FS.

Sobre ciertas condiciones podemos suponer a (2.1) linealizada aśı,

dS

dt
= (r(1− α)− F )S

y entonces

S(t) = S0e
(r(1−α)−F )t, (2.79)

donde S0 es la masa tumoral sensible en el inicio de la terapia que podemos

suponer en t = 0, y S(t) es la masa tumoral sensible en t = T . Luego 1 − S(t)
S0

representa la fracción de células que fueron eliminados si F > r(1−α). Por tanto,

F = r(1− alpha)− 1

T
ln(

S(T )

S0

), (2.80)

donde r es determinado en (a) y α es simulado.

Consideremos una neoplacia con masa inicial N0 = 108 células que tienen un tiempo

de duplicación de td = 30 d́ıas en el momento del inicio de la terapia. Vamos a utilizar

un farmaco en dos cituaciones: en la primera cituación el farmaco tiene un poder de

destrucción de ”1log − kill” (esto es, el farmaco elimina una fracción constante de

células sensibles a cada aplicación, de un logaritmo equivalente a 90% de las células

presentes), en la segunda cituación el grado de destrucción es de ”2log − kill”. Vamos

a considerar que la frecuencia de mutación es de α = 10−5 y que tomamos por hipótesis

que el farmaco es administrado con dósis máxima a cada 10 d́ıas.

Usando las fórmulas (2.65) y (2.66), tenemos que R = 1.8 ∗ 104 células. Como td = 30

entonces, r = 0.023 y F = 0.253 (1log − kill) y F = 0.483 (2log − kill). Vamos a

presentar una terapia alternada con dos faramacos (noncrossresistant). Supongamos

que el tamaño del tumor es de N = 1010 células teniendo un tiempo de duplicación

de td = 30 d́ıas en el momento de inicio de la terapia. Utilizaremos dos farmacos

igualmente activos con poder de destrucción de 2log− kill, y las tasas de mutación por

hipótesis son iguales, esto es, α1 = α2 = α = 10−6. Supongamos que estos farmacos

son aplicados en un periodo de T = 21 d́ıas.

Usando las formulas (2.65) y 2.66, tenemos: R1 = R2 = 2.2 ∗ 105 células y Rd = 5

células. Con tiempo de duplicación de 30 d́ıas entonces r = 0.023.

Esquemas de terapias:

1. Aplicaciones de 10 ciclos del tipo AAAAAAAAAA
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2. Aplicaciones de 3 ciclos alternados del tipo AAABBB

3. Aplicaciones de 1 ciclo alternado del tipo ABAB

Inicialmente consideraremos que la hipótesis de destrucción del farmaco utilizado es de

acción instantaneo con potencia igual a 2log − kill.
Para el primer esquema tenemos la siguiente tabla:

APLICACIONES TIEMPO(d́ıas) TRATAMIENTO R1 R2 Rd N

0 0 0 2.2× 105 2.2× 105 5 1010

1 0 A 2.2× 105 2.2× 103 5 108

2 21 A 3.5× 105 3.6× 101 8 1.6× 106

3 42 A 5.6× 105 0 13 5.6× 105

4 63 A 8.9× 105 0 45 8.9× 105

5 84 A 1.4× 106 0 74 1.4× 106

6 105 A 2.3× 106 0 122 2.3× 106

7 126 A 3.7× 106 0 201 3.7× 106

8 147 A 6.1× 106 0 328 6.1× 106

9 168 A 107 0 536 107

10 189 A 1.6× 107 0 877 1.6× 107

Aplicando logaritmo a la tabla, tenemos:

APLICACIONES TIEMPO(d́ıas) TRATAMIENTO R1 R2 Rd N

0 0 0 5,34 5,34 0,69 10

1 0 A 5,34 3,34 0,69 8

2 21 A 5,54 1,55 0,9 6,2

3 42 A 5,74 0 0,47 5,74

4 63 A 5,94 0 1,65 5,94

5 84 A 6,14 0 1,86 6,14

6 105 A 6,36 0 2,08 6,36

7 126 A 6,56 0 2,3 6,56

8 147 A 6,78 0 2,51 6,78

9 168 A 7 0 2,72 7

10 189 A 7,2 0 2,94 7,2
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Grafica del desenvolvimiento tumoral sometido a una terapia de tipo AAAAAAAAAA:

En esta f́ıgura se puede ver un programa ineficaz, donde despues de 40 d́ıas la incidencia

con la terapia A, lleva el tumor a volver a crecer.

Para el segundo esquema tenemos la siguiente tabla:

APLICACIONES TIEMPO(d́ıas) TRATAMIENTO R1 R2 Rd N

0 0 0 2.2× 105 2.2× 105 5 1010

1 0 A 2.2× 105 2.2× 103 5 108

2 21 A 3.5× 105 3.6× 101 8 1.6× 106

3 42 A 5.6× 105 0 13 5.6× 105

4 63 B 8.9× 103 0 45 8.9× 103

5 84 B 1.4× 102 0 72 2.2× 102

6 105 B 22 0 144 1.7× 102

Aplicando logaritmo a toda la tabla, queda:
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APLICACIONES TIEMPO(d́ıas) TRATAMIENTO R1 R2 Rd N

0 0 0 5,34 5,34 0,69 10

1 0 A 5,34 3,34 0,69 8

2 21 A 5,54 1,55 0,9 6,2

3 42 A 5,74 0 1,11 5,74

4 63 B 3,94 0 1,65 3,94

5 84 B 2,14 0 1,85 2,34

6 105 B 1,34 0 2,15 2,23

Gráfica del desenvolvimiento tumoral sometido a una terapia de tipo AAABBB:
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Para el tercer esquema tenemos la siguiente tabla:

APLICACIONES TIEMPO(d́ıas) TRATAMIENTO R1 R2 Rd N

0 0 0 2.2× 105 2.2× 105 5 1010

1 0 A 2.2× 105 2.2× 103 5 108

2 21 B 3.5× 103 3.5× 103 8 1.6× 106

3 42 A 5.6× 103 5.6× 101 13 5.6× 103

4 63 B 8.5× 101 8.9× 101 21 2× 102

5 84 A 1.4× 102 0 34 1.8× 102

6 105 B 22 0 45 68

Pasando la tabla a logaritmo, queda:

APLICACIONES TIEMPO(d́ıas) TRATAMIENTO R1 R2 Rd N

0 0 0 5,34 5,34 0,69 10

1 0 A 5,34 3,34 0,69 8

2 21 B 3,54 3,54 0,9 6,2

3 42 A 3,74 1,74 1,11 3,74

4 63 B 1,9 1,94 1,32 2,3

5 84 A 2,14 0 1,53 2,25

6 105 B 1,34 0 1,65 1,83

Grafica del desenvolvimiento tumoral sometido a una terapia de tipo ABAB:
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Este gráfico muestra un esquema muy eficaz, pues reduce rapidamente la masa del

tumor con un efecto mejor sobre las células resistentes 1 (R1) y las células resistentes

2 (R2).

2.4 Conclusiones

En este trabajo mostramos la importancia de estudiar la farmaco-resistencia proveniente

de mutaciones espontaneas y mostramos modelos matematicos que indican diversos fac-

tores que pueden influenciar en la eficacia de una quimioterapia, como: el tamaño del

tumor, el grado de resistencia celular en el inicio de la terapia, el programa terapeutico

que se va a utilizar, la frecuencia de mutaciones,la cinetica tumoral, entre otras.

Los resultados teoricos obtenidos en este trabajo, sugieren de una dirección para quel

terapeuta pueda orientarce en la escogencia de un programa terapeutico, pero hasta

llegar a ese momento todo es empirico, es decir que no se tiene control sobre el inicio

de la terapia o su desenvolvimiento.

Uno de los resultados relevantes de este trabajo es con los primeros modelos propuestos,

ya que se tiene la posibilidad de calcular el numero de células resistentes presentes en el

inicio de la terapia en función del numero de células tumorales y de la frecuencia de mu-

tación. Normalmente no se conoce la frecuencia de mutación excepto en algunos casos,

como en la radioterapia. Los modelos indican los casos en que la monoquimioterapia

es indicada, y en que casos ella puede hablar en función de tasas de destrucción célular

debida a los farmacos y a las tasas de crescimiento y mutación de las células tumorales.

En pocas palabras, mostramos que un tratamiento es eficaz si la cantidad de células

tumorales fuece reducida a un numero pequeño (< 105) células, pues en estos casos la

defensa inmunologica del individuo puede completar la acción del fármaco, destruyendo

las células restantes. Por eso la eficacia de la monoquimioterapia, puede ser resumida a

la reducción de masa tumoral en el orden de 105. En el caso de que el estado del tumor

es avanzado podemos preveer el insuceso de la quimioterapia, pues la masa resistente

en el inicio de la terapia supera el limite de la eficacia inmunologica.

Se demostro matemáticamente, atravez del analisis asintotico de las soluciones, un re-

sultado empirico de cierta relevancia, es decir, un tumor sometido a una quimioterapia

despues de diversas aplicaciones del fármaco pierde toda su sensibilidad, existiendo un

tiempo critico de aplicación. Clinicamente, la posibilidad de conocer ese tiempo critico

tiene una implicación practica importante, pues permite suspender un tratamiento inu-
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til por otro, es decir, noncrossresistant o a una radioterapia. Tambien se demostro la

ventaja del uso de una terapia alternada noncrossresistant sobre un programa de un

solo farmaco, los resusltados no se alteran cuando usamos las hipótesis esclusivas de

utilización del farmaco de acción instantanea o farmacos de accion continua. En ciertos

casos, dependen del tamaño de la masa tumoral, el uso indevido de cambio frecuente

de farmacospuede conllevar un insuceso terapeutico.

A partir de las aplicaciones realizadas podemos concluir que los resultados teoricos

propuestos por los modelos son relativamente validos. Tuvimos que adaptar los mod-

elos a diferentes cituaciones y los resultados deterministicos sugieren que sean hechos

los experimentos con el objetivo de estimar el valor de la frecuencia de mutación, dado

que existe la posibilidad de inducción de resistencia célular en el laboratorio.

Finalmente, podemos asegurar que los resultados teoricos obtenidos tiene una gran rel-

evancia en la farmacologia anti-blastica, hasta los modelos construidos con dependencia

de la medida de las células. El estudio de estos modelos matemáticos abrio la posibili-

dad de nuevas inquisiciones y nuestro objetivo futuro es continuar perfeccionando estos

modelos, para estudiar otros problemas importantes, como: optimización para dosis de

fármacos, estructuras de medida y edad de las células, etc. -
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