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Resumo

Este projeto, desenvolvido no periodo de Fevereiro de 2014 a Julho de 2014,
teve como objetivo o estudo e andlise da Transformada de Fourier. A Trans-
formada de Fourier é um tipo de transformada integral que expressa uma
funcao em uma base de fungoes trigonométricas, ou seja, como soma de se-
nos e cossenos multiplicados por seus respectivos coeficientes. No decorrer
do projeto foram investigadas suas propriedades e aplicacoes bem como sua
utilidade na teoria dos sinais. Tal estudo propiciou, entao, a analise e de-
monstragao do Teorema de Shannon. Finalmente, baseando-se em resultados
anteriormente obtidos, foi feito um estudo introdutoério sobre o problema da
reamostragem uniforme.



1 Introducao

A Transformada de Fourier, desenvolvida pelo matematico francés Jean-
Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), ¢ uma das mais importantes ferramen-
tas matematicas e é utilizada em varias areas da ciéncia. Esta transformada
expressa uma funcao em termos de fungoes trigonométricas, isto €, como soma
de fungoes sinusoidais multiplicadas por coeficientes (amplitudes). Quando
aplicada a uma imagem no dominio espacial gera uma informagao no dominio
da frequéncia, em que cada ponto representa a quantidade de uma dada
frequéncia contida no dominio espacial da imagem.

A Transformada de Fourier tem varias aplicagoes tais como na Acustica,
na Mecanica Quantica, na Geofisica, dentre outros. Em particular, na Sismica,
esta transformada tem papel determinante nas areas ligadas ao tramento e
processamento de sinais, sons e imagens, pois a versao discreta da Trans-
formada de Fourier (Discrete Fourier Transform - DFT) pode ser calculada
rapidamente por computadores, utilizando algoritmos baseados na Transfor-
mada Rapida de Fourier (Fast Fourier Transform - FET).

A Teoria da Informacao é um ramo derivado da Matemaéatica Aplicada,
Engenharia elétrica e Ciéncia da Computagao e tem como trabalho intro-
dutério o artigo "A Mathematical Theory of Communication”, publicado
em 1948 pelo matemético americano C. E. Shannon (1916-2001). Com o
passar do tempo, a Teoria da Informacao tem atingido diversos campos de
atuagao da Matematica a Neurobiologia, passando pela Fisica, Ciéncia da
Computagao e Linguistica.

Entretanto, neste primeiro trabalho, Shannon dedicou-se principalmente
ao estudo do processamento de sinais, estudo este que tem seus principais
resultados apoiados na Anélise de Fourier. A grande ocorréncia da chamada
funcao seno cardinal ou funcao sinc faz com que esta desempenhe um papel
fundamental nas areas ligadas ao tratamento de sinais.

A funcao seno cardinal é definida por:

: | sin(mt)/mt, set#0
sinc(t) = { 1. et 0
Um dos resultados mais importantes que envolvem a funcao sinc é o Te-
orema de Amostragem de Shannon ou Teorema de Amostragem de
Nyquist—Shannon, resultado fundamental para o processo de reamostra-
gem uniforme por meio de interpolacao sinc.



2 A Transformada de Fourier

Para obtermos a transformada de Fourier consideremos a série de Fourier
de uma funcao f : R — R definida no intervalo — < x < [:

+0o0
_ Z aneinﬂ'x/l (1>

n=—oo

onde a, = 5 ﬁz f(t)e /g,

Fazendo [ tender ao infinito e substituindo a,, em (1) temos que:
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O objetivo é reconhecer a soma do lado direito da equagao como a soma de
Riemann de uma integral. Denotemos, entao, w, = “F ¢ Aw = wypy1—w, = 7.
Teremos:

+oo

Seja Fj(w) = f f(t)eri@=hd

Reescrevendo a soma em (4) teremos:

+o0

fl@) =" Fiw.)Aw (5)

n=—oo

A equagao em (5) lembra-nos a defini¢ao da soma da Riemann da integral
f Fj(w)dw. Se | converge para o infinito a quantidade Aw converge para

zero, e, entao, Aw torna-se o dw na integral f_oo F(w)dw.
Desta forma, podemos reescrever (4) da seguinte maneira:



o0
f(z) = lim F(w)dw (6)

l—+o00 oo

Com [ tendendo ao infinito Fj(w) pode ser reconhecida como a integral
L [T f(t)e @ dt. Logo:

+o00 +o00
f@) =5 [ et tana M)

ou ainda:

ro= g [ ([ e tar)era ®)

:% .

Denotemos por f (w) a quantidade entre os paréntesis na equagao (8), ou
seja:

—+00

flw)= f(t)e " dt (9)

—00

A funcdo f(w) é chamada de Transformada de Fourier (ou Transfor-
mada de Fourier Complexa) de f.

Formalizando a definicao, temos que:

DEFINICAO 2.1: Seja f : R — R. A Transformada de Fourier f(w) de f(t)

¢ dada por:
+oo

fw) = FlfOl(w) = f(t)e "dt

—0oQ
se a integral existir. Neste caso, podemos ainda definir (para todo t):

. 1 [T . .
F () = 5= flw)e™!duw

T o oo

f(t)

onde F~1 é um simbolo que denota a Transformada de Fourier Inversa.



2.1 Propriedades Basicas da Transformada de Fourier

Sejam f e g duas fungoes diferencidveis definidas na reta real com f(¢)=0
para altos valores de |t| e ¢ uma constante real qualquer. Entdo, valem as
seguintes propriedades:

e Linearidade: Tanto a Transformada de Fourier quanto a Transformada
de Fourier Inversa sao operadores lineares:

FIf +cgl = Ff] + cFlg] (10)
FUf+cegl = Ffl+cF g (11)

e Translacdo e Fscala: Sejam a e b constantes reais arbitrarias, entao:
1 —iwa/b w
FIf (ot - a)(w) = pe = F{f)( (12)

e Simetria:

£(8) = 5 Flf @)1 (13)

2.2 Alguns Exemplos

Para fixacao da teoria até aqui apresentada foram resolvidos exercicios
que envolviam o calculo da Transformada de Fourier e a aplicacao de suas
propriedades. Abaixo, seguem alguns exemplos de algumas fungoes especiais.

2.2.1 Funcao Retangular

A funcao retangular pode ser definida por:

1, se — 7 <t
1) = { 0, caso contrario

Sabemos que f(t)e™™" = f(t)(cos(wt) — isin(wt)). Temos que f é uma

fungao par, logo f(t)sin(wt) é uma fungao impar e sua integral sobre a reta
real é nula. Assim sendo, a Transformada de Fourier pode ser calculada por:

flw) = FIf@)]w) = [ f(t)cos(wt)dt
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A Transformada de Fourier da funcao retangular é a funcao sinc. Abaixo
podemos ver o grafico da funcao e da sua transformada.
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Figura 1: A esquerda o grafico da Funcao Retangular e & direita o grafico
de sua Transformada de Fourier

2.2.2 Funcao Delta de Dirac

A funcao Delta de Dirac, fun¢ao pulso ou fungdo § é uma fungao (ou
distribui¢ao) que é nula em todos os pontos da reta real com exce¢ao do
zero. Assim, informalmente, podemos defini-la da seguinte maneira:

oo, set=0
5(t)_{0, set#0

Esta funcao é muito utilizada em muitas dreas da Matematica e em espe-
cial no processamento de sinais. Ela tem muitas propriedades interessantes,
dentre elas temos que para uma funcao f integravel, vale que:

“+o00

f@)o(t — a)dt = f(a) (14)

—00



sendo a uma constante real arbitraria.

Desta forma, tomando a = 0, podemos obter a Transformada de Fourier
de forma direta:

flw) = Fowlw) = [ St tdt = £(0)

[e.9]
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Figura 2: A esquerda o grafico da Funcao Delta de Dirac e a direita o
grafico de sua Transformada de Fourier

2.2.3 Funcao Gaussiana

A Funcio Gaussiana f : R — R definida por f(t) = Ke /%" com a # 0
e K constantes reais quaisquer. Calculando sua Transformada de Fourier

temos que:
+00

fw) = Flft)w) = [ Ke /ety

f(w) _ K/ et Ja?—iwt

Multiplicando a dividindo o termo da direita por e—a*w?/ 4 temos que:



A

J’_
f((x)) _ Ke—a2w2/4/ Ooe(—tQ/a2—iwt+a2w2/4)dt

+oo
) = et [ oy

—0o0

+oo
) = e [ ety

—0o0

f(w> _ K/efa2w2/4

onde K’ é uma constante. Desta forma, a Transformada de Fourier de uma
funcao gaussiana também é uma fungao gaussiana como visto nos gréficos
abaixo, para os quais considerou-se K = a = 1.

Figura 3: A esquerda o grafico da Fungao Gaussiana e a direita o grafico de
sua Transformada de Fourier

2.2.4 Funcao Triangular

A funcgao Triangular pode ser definida por:




caso contrario

f(t) — { éj_ |t|7 se W <1

Calculando sua Transformada de Fourier temos que:

+o0

flw) = Flf)l(w) = f(t)e ™" dt

—00

0 1
fwwi/a+wamﬁ+ﬂufwawﬁ

-1

fo) - [1+z’w _g} B {wq +e—@'w]

w? w?

R e—iw(eiw _ 1)2 e~ w [eiw/2(eiw/2 _ 6—1’0.)/2)]2 €_iw€iw(2i)28in2<W/2)

flw) = - —- —-

w? w? w?

Sabendo que w = 27 F, sendo F a frequéncia, temos que:

A sin?(nF sin(mF)\” ,
N
08¢ 4 0451
08r 4 041
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Figura 4: A esquerda o grafico da Funcao Triangular e a direita o grafico de
sua Transformada de Fourier



2.3 O Teorema da Convolucao

Um dos mais importantes resultados envolvendo a Transformada de Fou-
rier é o Teorema da Convolugao, pois segue deste resultado que a convolugao
no dominio do tempo ou espago corresponde a multiplicagao no dominio da
frequéncia, e vice-versa. Desta forma, este teorema geralmente possibilita
que os calculos para obtencao da Transformda de Fourier tornem-se mais
curtos e elegantes. Abaixo segue o teorema e sua demonstragao.

DEFINICAO 2.2: Dadas duas funcées fe g, a convolugio f % g € definida

por:
—+00

(f *9)(t) = f(x)g(t — x)dx

TEOREMA 2.1:  Consideremos duas funcoes f(t) e g(t) e suas respectivas
Transformadas de Fourier f(w) e g(w). Entao:

FLF(#) * g(0))(w) = f(w)g(w).
ou seja:

F @) = f(1) * g(t)

DEMONSTRACAO: Das definicoes 2.1 e 2.2 temos que:

Flrw ool = [ et [ st e

o

Flw gl = [ et [ ety —ai)as

[e.e] o0

Fazendo uma substituicao de variaveis u =t — x, teremos:

FU@ g0lw) = [ et [ e g

—00 —00

= F[f(t) * g(t)|(w) = f(w)j(w)

provando o teorema. O]
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2.3.1 Um exemplo envolvendo o Teorema da Convolugao

No exemplo 2.2.4 vimos uma defini¢ao para a Fungao Triangular. Entre-
tanto, existe uma outra expressao matematica para esta funcao, sendo esta
a convolucao da Fungao Retangular, como vista no exemplo 2.2.1, com ela
mesma. Denotemos agora a fungao triangular como A() e a fungao retangu-
lar como II(¢). Assim sendo, temos que:

A(t) = TI(t) * TI(¢)

Calculando sua Transformada de Fourier utilizando o Teorema da Con-
volucao, teremos:

= F[A#)](w) = sinc(w)sinc(w) = sinc®(w)

Como esperado, houve uma redugao significativa no nimero de célculos
necesarios para obtencao da Transformda de Fourier.

3 O Teorema de Amostragem de Shannon

O Teorema de Shannon é um dos resultados mais importantes envol-
vendo a funcao sinc. A partir dele, podemos utilizar a interpolacao sinc
para reamostrar uma funcao com espacamento nao uniforme, possibilitando
o processamento do sinal. Este teorema afirma que uma fungao pode ser
completamente determinada a partir de uma amostra discreta (ainda que
infinita) de seus valores. A reconstrucao é feita através da superposigao de
fungoes sinc em cada ponto da amostra. Abaixo o teorema e sua demons-
tracao.

TEOREMA 3.1: Seja f : R — R uma fungao e f sua Transformada de
Fourier. Se f for de banda limitada, ou seja, f(w) = 0, para |w| > Q2 > 0
entdo para todo tg € R e 0 < At < m/Q,

)= fapsine( "5,

JEZ
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onde t; =ty + jAt, j € Z.

DEMONSTRACAO: Expandamos a funcdo e em série de Fourier no in-
tervalo [—€, Q]

“+oo
eiwt — Z anefZiﬂ'nw/Q (15>

onde
1 Q
20/ 4

Se At =w/Q e t, = nAt, segue que:

a, ezwt6—2z7rnw/ﬂ dw

L P ey, sin(m(t—t.) /A ((t—ty)
an—ﬁ/_ﬂe( Vdw = 1)) A —sznc< At> (16)

Logo,podemos reescrever (15) da seguinte maneira:

iwt — . (t_tn) iwtn Q.0
e —Zschte , we[-0,9Q] (17)

n=—oo

Sabendo que f(t) é de banda limitada temos que:

1 +o00

£ iwt o 1 “ —500: . (t - tn) iwtp,
f(t) = % . f(w)e dw = % /Q f(w) sznc(A—t)e d(x)
(18)

n=—oo

Retirando o somatoério da integral teremos:

f(t) = f smc(%)% / ’ flw)et duw (19)

n=-—00 -Q

2
) ) (20)
provando o teorema. ]

A partir de uma amostra discreta de uma fungao, o Teorema de Shannon
nos oferece o valor exato desta em qualquer ponto, dai a importancia deste
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resultado. Mesmo que nao seja possivel obter um ntimero infinito de amos-
tras o teorema ainda fornece uma aproximacao muito boa se tivermos um
grande numero de amostras uniformemente espacadas.

4 A Transformada de Fourier Discreta

A Transformada de Fourier Discreta (DFET - Discrete Fourier Transform)
é uma aproximacao para a Transformada de Fourier tal qual vimos na sec¢ao
2. A DFT é de fundamental importancia no desenvolvimento de algoritmos
computacionais, pois ela substitui um continuo de valores por um conjunto
discreto de pontos, aproximando o valor da integral de Riemann na Trans-
formada de Fourier para um somatoério. Desta forma, podemos dizer que a
DFT é o equivalente da Transformada de Fourier continua para sinais com
um numero finito de amostras.

Seja f uma funcao real com um nimero N de amostras. Para obter a
DFT de uma Transformada de Fourier devemos realizar uma discretizacao
ao longo do eixo t e w. Para isso, consideremos que esta funcao atende as
condicoes de contorno de Dirichlet nos pontos abaixo:

tjzto—i-]At toeR, jIO,1,2,,N—1, AtGR (21)

Assim, esta aproximagao da Transformada de Fourier pode ser escrita da
seguinte forma:

—+00

N-1
Ft)e ™ tdt = ALY f(ty)e ™" (22)
00 =0

Agora, para obtermos a inversa da DF'T devemos fazer uma discretizacao
ao longo do eixo w. Utilizando o Teorema de Shannon, e sabendo que At é
conhecido, definimos w. = 7/At. Sabendo que necessitamos de pelo menos
o mesmo numero de pontos da amostra inicial para recupera-la totalmente,
podemos escrever:

2w,
wp=kAw k=0,1,..,N—1, Aw:]“\“;

(23)

Assim, a inversa da Transformada de Fourier pode ser aproximada por:
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1 oo iwt Aw - zwkt 1 = £ iwgt
[ = 855 e = LS et ey

k=0 k=0

Entretanto, vale ressaltar que a Transformada de Fourier Discreta nem
sempre oferece bons resultados. Em alguns casos de fungoes que nao tem
banda limitada ou nao tem suas amostras com espacamento uniforme o
método nao oferecera resultados satisfatérios. Neste tltimo caso, é necessario
realizar uma reamostragem uniforme, como discutiremos na segao 6.

5 A Transformada Rapida de Fourier

Vale mencionar que a Transformada Rapida de Fourier (FFT - Fast Fou-
rier Transform) é uma maneira particular de fatorar e rearranjar os termos
da DFT. O algoritmo, que baseia-se no método de dobramentos sucessivos,
foi desenvolvido pelos mateméticos J. W. Cooley e J. W. Tukey e tem grande
importancia devido a reducao drastica do nimero de operagoes numeéricas re-
queridas com relagao aos algoritmos que utilizam a DFT. Se tivéssemos, por
exemplo, N amostras de um sinal, o célculo da DFT deste sinal exigiria N2
multiplicacoes. Ja com a Transformada Rapida de Fourier o nimero de mul-
tiplicagoes é cortado para (N/2)logaN.

Devido a sua eficiéncia e melhora significativa com relacao a DFT a FFT
¢é utilizada na maioria dos algoritmos computacionais aplicados ao processa-
mento de sinais.

6 O Problema da Reamostragem Uniforme

A maioria dos algoritmos para o processamento de sinais requer que as
amostras de uma funcao ou sinal estejam igualmente espagadas em uma
grade cartesiana regular. Entretanto, na maioria das vezes, as amostras de
um sinal nao estao uniformemente espacadas, por isso é necessario realizar
um processo de reamostragem, ou seja, temos que interpolar estas amostras
nao uniformes em um conjunto de pontos igualmente espacados, de modo
que o sinal torne-se processavel.

Consideremos, entao, uma funcao f : R — R, amostrada em um conjunto,
finito cujo os pontos nao estao uniformemente espagados. Este conjunto
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pode ser definido por {71, 72, 73,...., 7k}, com 7; E Rei1 € K ={1,2,3,.... k}.
Para resolver o problema da reamostragem uniforme temos que encontrar
uma aproximacao para a fun¢gdo em um conjunto de pontos uniformemente
espagados. Desta maneira, temos que aproximar f(¢;), onde t; = to + jAt,
treReje N={1,23,..n}

Como visto na secao 3, o Teorema de Shannon pode ser utilizado para
calcular o valor de uma funcao em qualquer ponto, mas, como aqui nao
temos uma amostra infinita o teorema oferece-nos uma boa aproximacao.
Assim sendo, se as hipdteses do teorema forem satisfeitas, vale que:

f(m) =~ Z:f(tj)smc(TiA_:j)7 ie K (25)

Quando analisamos a equagao (25), para cada i € K, podemos escrever
um sistema linear do tipo:

Ax =1 (26)

onde A é uma matriz real de ordem k X n que contém os coeficientes de
interpolacao, z € R™ é o vetor das amostras uniformes e b € R¥ é o vetor das
amostras nao uniformes. A matriz A, denominada matriz dos coeficientes da
interpolagao sinc, tem como elementos os coeficientes a;; = sinc[(7;—1t;)/At],
enquanto que z; = f(t;) e b = f(r;) com j € N ei e K.

Para resolver este sistema linear podemos fazer uso de alguns algoritmos.
O processo de Reamostragem Uniforme Simples utiliza-se do algoritmo URS
(Uniform ReSampling) que computa a solu¢do do sistema fazendo uso da
matriz pseudoinversa AT de A. J4 o processo de Reamostragem Uniforme
por Blocos utiliza-se do algoritmo BURS (Block Uniform ReSampling) que
computa uma aproximacao At para a pseudoinversa da matriz A, de forma
que esta aproximacao possui na maior parte elementos nulos, o que aumenta
a eficiéncia do algoritmo. Em ambos os algoritmos, utiliza-se a Decomposicao
em Valores Singulares (Singular Value Decomposition - SVD) para o cdlculo
da pseudoinversa.

Como os aspectos computacionais destes algoritmos nao foram analisados
no decorrer do projeto, os detalhes sobre construgao e funcionamento deles
nao serao aqui explicitados.
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7 Conclusao

No decorrer deste projeto foram estudados com detalhes o desenvolvi-
mento da definicao da Transformada de Fourier, suas propriedades e suas
aplicacoes na Teoria dos Sinais. Com a resolucao de vérios exercicios, como
aqueles destacados na subsecao 2.2, foi possivel adquirir familiaridade com a
teoria estudada. Estes exercicios possibilitaram ainda um estudo mais parti-
cular da fungao seno cardinal, uma vez que ela é muito recorrente na Anéalise
de Fourier.

O estudo da Transformada de Fourier e da funcao sinc propiciaram, entao,
a interpretacao e demonstracao do Teorema de Shannon, um resultado funda-
mental para o processo de reamostragem uniforme por meio de interpoladores
sinc.

Com o estudo do Teorema de Shannon, pode-se ainda estudar a Transfor-
mada de Fourier Discreta (DFT) e a Transformada Rapida de Fourier (FFT),
que consistem em discretizagoes da Transformada de Fourier continua. A
maioria de algoritmos para processamento de sinais utiliza a FF'T, por conta
de sua maior rapidez com relagao a DF'T.

Em dultima instancia, foi realizado um estudo introdutério sobre o pro-
cesso de reamostragem uniforme de sinais com amostras que nao estao uni-
formemente espacadas. Este problema consiste na solugao do sistema linear
Ax =0b.

Como os aspectos computacionais e algoritmicos do processo de reamos-
tragem uniforme nao foram detalhadamente analisados, as diferentes ma-
neiras de resolver o sistema linear supracitado nao foram completamente
explanadas.
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