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1 Introducao

O objetivo neste projeto foi trabalhar com problemas de Programagao Li-
near Inteira Mista (MILP: Mixed Integer Linear Programming). Problemas
reais de diversas areas sao formulados como MILP, e em geral estao relaciona-
dos a problemas de tomada de decisao em atividades industriais, de negocios
e area médica. Cada aplicagao resultara em um modelo especifico, com seu
conjunto de variaveis inteiras, binarias e continuas, além dos conjunto de
igualdades e desigualdades lineares e funcao objetivo.

Problemas formulados como MILP pertencem a classe NP-hard (Non-
deterministic Polynomial-time class) e portanto, métodos exatos de resolugao
tém complexidade exponencial e requerem um tempo excessivo para reso-
lucao, mesmo para problemas de pequeno e médio porte. Por isso é crescente
a proposta de métodos heuristicos para resolucao de problemas formulados
como MILP. Esta abordagem tem como objetivo a obtencao de uma solugao
proxima da solucao 6tima, em tempo razoavel de execugao.

Este projeto consta de duas etapas: Modelagem e Algoritmos.

Na etapa Modelagem pesquisou-se problemas de varias dreas que resul-
tam em modelos MILP. Fez parte deste estudo o entendimento do problema,
definicao das varidveis, inequacoes e equacoes e funcao objetivo. Foram es-
tudados também procedimentos para realizar transformacoes na formulacao
e técnicas de pré-processamento.

Na etapa de Algoritmos, realizou-se um estudo tedrico do métodos exato
branch-and-bound, além dos conceitos, objetivos e classificagao de métodos
heuristicos.

2 Modelagem

Nesta secao veremos alguns exemplos de problemas formulados como
MILP e técnicas de pré processamento nas formulagoes.

2.1 Problema da Mochila

Dado um certo numero de itens, e a cada um deles associado um valor e
seu peso, o problema da mochila consiste em escolher a melhor combinacao
de itens restrita a um peso maximo de forma a maximizar o valor agregado
a todos eles.

O nome, problema da mochila, vem do exemplo de um andarilho que tem
que escolher os itens para levar em sua mochila, a qual tem uma capacidade



maxima de peso, de acordo com a contribuicao do valor que cada um deles
representa em sua caminhada.
Os parametros do problema sao:

e n: numero de itens;

a;: peso do item j;
e ¢;: valor associado (lucro) ao item j;
e )h: peso maximo que a mochila suporta;

Definimos a varidvel de decisao y; como bindria, que terd valor 1 se o
item j for escolhido para entrar na mochila e 0 caso contrario. Sendo assim,
podemos formular o problema da seguinte maneira:

n
max 2z = E CiY;
J=1

Zajyj <b (1)
j=1

s.a.
y; =0o0ul j=1,...,n (2)

A funcao objetivo visa maximizar o lucro associado a combinagao de itens
escolhidos e a tinica restrigao é que a soma dos pesos dos itens escolhidos nao
ultrapasse a capacidade méaxima da mochila.

O problema da mochila é um problema de otimizacao, onde poderiamos
avaliar todas as combinacoes de itens possiveis e escolher dentre as que nao
excedem a capacidade da mochila, a melhor. Entretanto, esta nao é uma boa
abordagem, dado que o nimero de combinagoes cresce exponencialmente com
o numero de itens. Para cada item temos duas opgoes, incluir ele na mochila
ou nao, logo para n itens temos 2" possibilidades de solucao.

2.2 Problemas de Planejamento de Producao

Em um problema de planejamento de producao estamos interessados em
saber a quantidade que devemos produzir de um determinado produto, de
forma a atender a demanda em cada periodo de tempo t ao longo de um
horizonte de tempo T. A demanda em cada periodo t pode ser satisfeita
pelos produtos da producao do periodo ¢ e os produtos em estoque, ou seja,
aqueles que sobraram da producao do periodo ¢t — 1. Assumimos aqui que
atrasos nas entregas dos pedidos nao sao permitidos.

Nesta situacao estao associados diversos custos:



e custo de setup: relacionado a inicializacao das méaquinas para uma
rodada de producao;

e custo unitario de producao: o custo para produzir uma unidade do
produto, no qual estao envolvidos mao de obra, matéria prima e tempo
de execucao das maquinas;

e custo de estoque: custo por unidade mantida em estoque, em de-
corréncia de despesas com armazenagem, risco de ficar obsoleto, im-
postos, entre outros.

Assumimos que o custo de producao é proporcional a quantidade produ-
zida e o custo de estoque é proporcional a quantidade retida no estoque da
producao do periodo anterior.

O objetivo do problema é minimizar a soma destes trés custos em todos
os periodos, satisfazendo a demanda em todos eles.

Citamos aqui trées tipos de problemas de planejamento de producao: Lote
nao capacitado, Lote capacitado e Just-in-time.

2.2.1 Lote nao capacitado

No lote nao capacitado assumimos capacidade de producao ilimitada em
cada periodo, ou seja, haverd apenas uma rodada de producao por periodo.
Definindo os parametros:

e 1" nimero de periodos;

e d;: demanda no periodo t;

e f;: custo de setup no periodo t;

e ¢;: custo de producao por produto no periodo t;

e h;: custo de estoque por produto mantido no estoque no periodo t;

As variaveis de decisao serao: y; que decide se havera ou nao produgao
no periodo t, e x; que indica o quanto produzir. Logo x; = 0 quando y;, = 0
(nao ha produgao) e x; > 0 se y; = 1 (ha produgao).

A variavel de estado no nosso problema é o nivel de produtos no estoque
ao final do periodo t. Denotamos esta variavel por s; e assumimos que so = 0,
ou seja, nao héa estoque no inicio da produgao do primeiro periodo.

Sendo assim, podemos formular o problema da seguinte maneira:



T

min z = Z(Ctﬂvt + feye + hise)

t=1

(T — t=12,...,T (3)
xy < My, t=1,2,...,T (4)
s.a.{ x>0 t=1,2,...,T (5)
s; >0 t=0,1,...,T (6)
¥+ =0oul t=1,2,...,T (7)

onde M é um nimero muito grande que podemos definir como M = )", d,,
de forma que nenhum x; ultrapasse esse valor.

A restrigao (3) indica que a quantidade mantida em estoque mais a quan-
tidade produzida deve ser igual a demanda mais a sobra do periodo atual.

A restrigao (4) é uma maneira de relacionar as variaveis y,; e x;, de maneira
que force x; ser igual a zero quando y; também é. Vejamos: se y; = 0, pela
restricao (4) temos que x; < 0. Mas por (5) sabemos que x; > 0, logo x; = 0,
o que era esperado pois y; = 0 indica que nao ha producao. Jase y; = 1, a
restrigdo (4) se torna redundante ao problema, pois obviamente x; é menor
que M.

2.2.2 Lote capacitado

A diferenca do lote capacitado para o nao capacitado é que agora ha um
limite de produgao u; para cada periodo de tempo, por isso trocamos M por
u; na restrigao (4) da formulagao acima e podemos modelar o problema da
seguinte maneira:

T
min z = Z(Ctxt + feye + hese)

t=1

(s, 1+ 2, — s, = d; t=1,2,...,T (8)
xp < Uy t=1,2,...,T 9)
s.a.{ x>0 t=1,2,...,T (10)
5. >0 t=0,1,....T (11)
(3 =0oul t=1,2,...,T (12)

Como agora temos uma capacidade maxima de producao em cada periodo,
quando tivermos y; = 1, a restrigao (9) assegura que a producao do periodo



nao ultrapasse essa capacidade. Enquanto que (9) e (10) juntas, continuam
relacionando as varidveis x; e y; como na se¢ao anterior.

2.2.3 Plano de producao Just-in-time

No plano de producao Just-in-time desejamos atender a demanda de mais
de um produto em diversos periodos de tempo. O principio basico do Just-in-
time é manter o nivel de estoque zero, ou seja, assim que o produto é fabricado
ele ja é enviado para o cliente. Porém na pratica isso nao acontece, pois
geralmente acaba sobrando ou faltando alguma quantia do produto ao final
de um periodo. Nesse caso, o excesso significa que a produgao comegou muito
cedo e o pedido ficou pronto antes da data prometida ao cliente, enquanto
que a falta sugere que producao iniciou-se mais tarde do que deveria e faltou
tempo para fabricar toda demanda.

Portanto devemos impor uma penalidade para a falta do produto e outra
para o excesso do mesmo. Sendo assim, nosso objetivo é modelar o problema
de maneira a minimizar as perdas causadas pelas penalidades ao longo de
todos os periodos.

Definindo:

e n: numero de tipos de produtos;

e T": numero de periodos;

d;;: demanda do produto j no perfodo ¢;

lj: tamanho do lote do produto j no periodo ¢;

p;: penalidade por excesso de cada unidade do produto j;

g;: penalidade pela falta de cada unidade do produto j;

d;;: nivel do produto 7 em excesso no periodo t;

o d:

71+ nivel do produto j em falta no periodo t;

Nesse problema as varidveis de decisao serao: y;;, o numero de rodadas
de produgdo do produto j no perfodo ¢ (portanto inteira) e xj, o nivel de
producao do produto j no periodo t.

Podemos formular o problema de producao Just-in-time da seguinte ma-
neira:

n

T T
min z = Z (ijdﬁ +qudj_t>
t=1 t=1

Jj=1

5



sji_l—l—xjt—djt:dﬁ—dﬁ j=1,...,n;t=1,.... T (13)
o i < Liyje j=1,...,n;t=1,....T (14)
xjr > Li(y;e — 1) j=1...,n;t=1,...., T (15)
yj+ > 0 e inteiro j=1...,n;t=1,...,7 (16)

A restrigao (13) controla o nivel de produgao em cada periodo e de cada
produto. Nela verificamos se o nivel de estoque (resultante do excesso de
producao do periodo anterior) mais a produgao do atual periodo foi suficiente
ou nao para satisfazer a demanda do periodo. Como as variaveis d;; e dj; sao
nao negativas, o lado direito da igualdade positivo indica que houve sobra
na producao, enquanto que a negatividade indica que a demanda nao foi
atendida completamente, pois houve falta do produto, e a igualdade em zero
reflete que a demanda foi atendida sem sobras de producao.

As restrigoes (14) e (15) asseguram a divisibilidade entre as varidveis. De
acordo com a defini¢ao dos parametros e das varidveis, sabemos que y;; = %
Como z;; é uma variavel continua, y;; uma variavel inteira e [;; uma constante
inteira, se xj nao for divisivel por l;;, y;; nao serd um ndimero inteiro. Por
exemplo, suponha um nivel de producao z;; = 1200 e o tamanho de lote
l;+ = 350, isso resultara em y;; = 3,43 rodadas de producao, ou seja, tres lotes
de 350 e um de 150. Afim de arredondar esse ntiimero para cima, adicionamos
as duas restrigdes. Nesse exemplo, a restrigao (14) implica y;; > 3,43 e a
restrigao (15) y;; < 4,43, mas como y;; é inteiro, teremos y;; = 4.

2.3 Alocacgao de Trabalhadores/Tarefas

O problema de Alocagao de Trabalhadores/Tarefas esta presente em mui-
tas empresas ou instituigoes, principalmente aquelas que funcionam 24h (hos-
pitais, call-centers, departamento de policia, entre outros), onde esse periodo
¢ dividido em varias janelas de tempo 7'. Cada janela de tempo requer uma
demanda minima de trabalhadores (d;) para realizar diferentes tarefas, porém
cada trabalhador é escalado em m janelas de tempo consecutivas, desde que
m < T, para o problema nao se reduzir a um turno unico. Os trabalhadores
sao pagos de acordo com a tarefa que eles foram designados, ou seja, para
cada tarefa estd associado um saldrio. A maneira de alocar os trabalhadores
pode ser feita de duas formas: somente trabalhadores de tempo integral ou
trabalhadores de meio periodo e tempo integral juntos. O objetivo do pro-
blema é designar os trabalhadores para as tarefas, atendendo a demanda de
cada janela de tempo, de forma a minimizar as despesas com o salario.



2.3.1 Alocacao de Trabalhadores em tempo integral

Neste caso sao permitidos somente trabalhadores de tempo integral. O
salario pago corresponde ao turno de m janelas de tempo consecutivas. Sendo
assim, nossos parametros serao:

e n: numero de trabalhadores a serem designados;

e 7" numero de janelas de tempo;

e k: numero de total de tarefas;

e d;: demanda minima de trabalhadores na janela de tempo t;
e w;: saldrio pago para a realizacao da tarefa j;

Lembrando que nem sempre em uma janela de tempo ha k tarefas para
serem realizadas. O numero k refere-se a quantidade total de tarefas existen-
tes naquela empresa ou instituigao, portanto o nimero de tarefas a realizar
em cada janela de tempo pode variar de 1 a k.

Ja a varidvel de decisao, y;, serd o ntumero de trabalhadores alocados
para a tarefa j. Como estamos trabalhando somente com trabalhadores de
tempo integral, devemos impor y; inteiro e maior que zero. Sendo assim a
formulagao fica:

k
minz = E wjyj
Jj=1

k
> ajy; > dy t=1,...,T (17)
s.a.} “4
7j=1
y; > 0 e inteiro t=1,...,T (18)

1, se é necessario executar a tarefa j na janela de tempo ¢t
A5 = .
! 0, caso contrario

Na restrigdo (17) temos a desigualdade > para garantir que a demanda
de cada janela de tempo sera atendida. Lembrando que as tarefas variam de
uma janela de tempo para outra e que o trabalhador designado na tarefa j é
o mesmo em todas as janelas de tempo t, seria dificil encontrar uma solucao
na igualdade, pois poderiamos cair em um sistema de equacgoes sobredeter-
minado, por exemplo, dependendo dos valores de k e m.
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2.3.2 Alocacao de Trabalhadores em tempo integral e em meio
periodo

Agora, permitiremos que sejam alocados trabalhadores de meio periodo
durante as janelas de tempo t. Porém para que ele seja contratado, deve
haver pelo menos um trabalhador de periodo integral presente. O valor pago
aos trabalhadores de meio periodo sera c;.

Além desse novo parametro teremos uma nova variavel de decisao, que
determinara o nimero de trabalhadores de meio periodo necessarios para
cada janela de tempo t, e serd denotada por x;. De maneira analoga a
variavel y; devemos impor que z; seja inteiro e maior que zero.

O objetivo é minimizar os salarios gastos com os dois tipos de trabalha-
dores, e atender a demanda minima de trabalhadores em cada janela com
ambos os tipos também. Podemos formular o problema de maneira parecida
ao da segao anterior:

k T
min z = g w;Yy; + E Ci Tt
j:l t=1

(&
> ajy;+ > dy t=1,...,T (19)
j=1
k
SN @y <MY ajy; t=1,...,T (20)
j=1
y; > 0 e inteiro j=1,...,n (21)
Lz > 0 e inteiro t=1,...,T (22)

onde M é um numero muito grande que podemos definir por M =), d;.

A diferenca em relagdo ao problema anterior é que na funcao objetivo
adicionamos os gastos com os trabalhadores de meio periodo, e adicionamos
a restricao (20) que garante a presenga de um trabalhador de tempo integral
para contratar um de meio periodo. Podemos ver isso lembrando que, se
y; = 0, entao z; <0, porém em (22) z, > 0, portanto z; = 0. Ja se y; = 1,
a restrigdo (20) se torna redundante, ja que M é muito maior que z;.



2.4 Problemas de Transporte com Custo Fixo e Dis-
tribuicao
2.4.1 Transporte com Custo Fixo

O problema de Transporte com Custo Fixo consiste em transportar uma
certa quantidade de produtos, partindo de diferentes lugares (as fontes de
produgao) em diregdo aos seus destinos de entrega (consumidores ou ar-
mazéns), de maneira a atender a demanda de cada um deles. Uma fonte
pode transportar produtos para cada um dos destinos. Neste transporte ha
um custo fixo de se transportar a carga, independentemente da quantidade
de produtos, mais um custo por unidade transportada. No nosso caso, assu-
mimos que cada fonte é capaz de satisfazer a demanda de todos os destinos
juntos.

Para uma visualizacao do problema, basta pensar em um grafo composto
por m + n ndés e mn arcos, onde m é o mumero de fontes e n o de destinos.
O numero total de arcos (7, j) vem da definigdo acima do problema, pois de
cada fonte ¢ sai um arco que incide em cada um dos destinos j.

O objetivo do problema é minimizar os custos com o transporte (custo
fixo e custo unitdrio) para satisfazer a demanda em todos os destinos. Os
parametros nesse problema serao:

e m: numero de fontes de producao;

e n: numero de destinos;

fij: custo fixo para se transportar produtos da fonte ¢ até o destino j;

c;j: custo para se transportar um produto da fonte ¢ até o destino j;

d;: demanda do destino j;

De posse dos parametros acima, resta saber quais as fontes irao suprir
a demanda dos destinos, e com quantos produtos elas irao colaborar. Dai
surgem as varidveis de decisao y;; e x;;. Neste caso, y;; serd uma variavel
bindria que assumira valor 1 se a fonte 7 atender o destino j, e 0 caso contrario.
Ja w;; serd a quantida de produtos transportados caso a fonte 7 atenda a
demanda j, ou seja, o quanto sera transportado caso y;; = 1.

A formulagao do problema sera:

min z = Z Z(Cijxij + fij¥ij)

i=1 j=1



> wy=d; j=1,....n (23)
i=1

§.a. § ;5 < My;; i=1,....,m;j=1,....n (24)
(y;; =0oul i=1,....m;j=1,...,n (26)

onde M é um numero muito grande, que nesse caso definimos como M =
> ;dj para que este valor seja muito maior quando comparado com z;;,
possibilitando assim amarrar as varidveis x;; e v;;

A restricao (23) garante que a demanda de todos os nés serd atendida,
enquanto que as restrigoes (24) e (25) juntas, asseguram que se a fonte ¢ néo
atende o destino j, entao a quantidade de produtos transportada é zero, ou
ainda, se y;; = 0 entao z;; deve ser zero. Isso se verifica observando que
se y;; = 0, pela restrigdo (24) teremos z;; < 0; mas por (25) sabemos que
z;; > 0, logo conclui-se que z;; = 0. Mas se y;; = 1, a restrigdo (24) se
torna redundante e de (25) percebemos que havera transporte, como era de
se esperar ja que y;; = 1.

2.4.2 Localizacao de Armazéns Nao Capacitado

A Localizagao de Armazéns Nao Capacitado é parecido com o problema
anterior, mas agora ao invés das fontes de producao temos m possiveis centros
de distribuicao para se construir e que enviarao produtos aos destinos do
problema. Os destinos nesse caso serao as lojas revendedoras. Logo queremos
saber quais localizacoes escolher para construir os centros.

Existe um custo fixo para se construir um centro de distribuicao, e depois
de construido ainda temos um custo para transportar cada produto do centro
7 até uma loja j. Sabendo disso, a escolha de qual centro construir é aquela
que minimiza todos os custos e ainda atende a demanda de todas as lojas
revendedoras.

Antes de formular o problema precisamos definir:

e m: numero de localizacoes possiveis para a construgao do centro de
distribuicao;

e n: numero de lojas revendedoras;

fi: custo fixo de se construir o centro de distribuicao na localizacao ;

c;j: custo para se transportar um produto do centro ¢ até a loja j;
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e d;: demanda da loja j;

Sé resta agora definir as variaveis de decisao: y; variavel bindaria represen-
tando a construgao ou nao do centro 7; se sim, z;; indica o quanto transportar
do centro ¢ para cada uma das lojas j. Eis a formulacao:

min z = Z Z Cij*rij + Z fzyz
=1

i=1 j=1

( m
inj:dja jzl,...,n (27)
i=1

s.a. ZSUUSM%’ i1=1,...,m (28)
j=1
x;; > 0 e inteiro i=1,....m; j=1,....n (29)
(i =0 ou 1 i=1,...,m (30)

onde M é um ndmero suficientemente grande, M = > ; dj por exemplo.

A restrigao (27) garante que a demanda de todas as lojas sdo atendidas.
Ja (28) e (29) relacionam z;; e y; de modo que nao haja transporte quando
do centro i até os destinos j, se o centro ¢ nao foi construido. Notamos que
se y; = 0, pela restricao (28) a soma dos z;; fixado um ¢ é menor igual a zero.
Mas de (29) sabemos que todos x;; sdo maiores ou iguais a zero, portanto
x5 = 0.

2.4.3 Localizagao de Armazéns Capacitado

A diferenca da Localizacao de Armazéns Capacitado para o nao Capa-
citado, é que agora existe um limite de distribuicao de cada centro 7, deno-
minado u;. Portanto, devemos trocar M por u; na restrigao (28) da secao
anterior. Assim ficamos com a seguinte formulacao:

min z = 2’”: z”: CijTij + i": fiyi
i=1

i=1 j=1

11



> ay = j=1,....n (31)
i=1

s.a. injguiyi i=1,....m (32)
j=1
x;; > 0 e inteiro i=1,....m; j=1,...,n (33)
(yi=10 ou 1 1=1,...,m (34)

2.5 Transformacao de variaveis nao binarias para variaveis
0-1

Existem dois tipos de variaveis nao binarias. As varidveis inteiras e as
variaveis discretas. Variaveis inteiras sao aquelas que assumem somente va-
lores inteiros e consecutivos entre 0 e infinito, enquanto que nas varidveis
discretas eles sao inteiros e nao consecutivos. Por exemplo, k = {0,1,2,...}
representa varidveis inteiras, ja d = {2,7, 15,19} varidveis discretas.

Quando variaveis inteiras apresentam um valor minimo, diferente de zero,
adicionamos um limite inferior a variavel ao modelarmos o problema. Ja se
o seu valor maximo é diferente de infinito, adicionamos um limite superior.
Pode ocorrer da variavel ser limitada superiormente e inferiormente.

2.5.1 Transformagao de variaveis inteiras
Toda variavel inteira = > 0 limitada superiormente, pode ser representada
por uma soma de variaveis bindrias da seguinte forma:

xr = 20y0 +21y1 +22y2 —+ ... +2kyk

onde k + 1 é o nimero de varidveis bindrias (yx) necessarias.
Por exemplo, se x é uma variavel inteira que pode assumir os valores

x=0,1,2,...,35, podemos representa-la por:
z = 2%+ 2"y + 2%ys + 2%ys + 2%yy + 2°y; (35)
= lyo + 2y1 + 4y2 + 8y3 + 16?/4 + 32y5 (36)

Quando x = 25, entao yo = y; = y2 = y5 = 0 e y3 = y4 = 1. No entanto
esta representacao para x nao se aplica somente para as varidaveis inteiras
com valores de 0 a 35, mas sim, de 0 a 63. Para ver isso, basta somar os
coeficientes da equagao (36).
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Resta saber como determinar o valor de k. Dada uma variavel inteira
x > 0 e denotando-se por u o seu limite superior, deseja-se encontrar o valor
de k, de tal forma que u esteja dentro do intervalo de duas poténcias de 2
consecutivas:

Tomando-se log, na equacao acima, temos:

k<logyu<k+1 (37)

onde k e k+ 1 sao os inteiros obtidos arredondando para cima ou para baixo
o valor de log,u. No exemplo dado, o limite superior é ©v = 35. Como
log, 35 = 5,13, da desigualdade (37) resulta-se o par de inequagoes k < 5,13
e k> 5,13 —1. Logo k = 5, uma vez que k ¢é inteiro. Portanto o niimero de
variaveis bindrias necessarias é k 4+ 1 = 6, pois a representagao inicia-se com
indice 0.

Pode-se fazer uma extensao para o caso de transformacao de limites de
uma variavel. Suponha uma varidvel inteira com limite inferior b diferente
ou menor que zero, e um limite superior u finito:

b<zxz<u

Subtraindo-se b da desigualdade:

0<z—-b<u-—-29b

e denotando-se @' =z — b e v = u — b temos:

0<a <

voltando ao caso de variaveis inteiras nao negativas. No entanto o ntmero
de variaveis do problema aumenta conforme o tamanho de u. Essa trans-
formacao é vantajosa quando temos poucas varidveis inteiras , cada uma
com limite superior baixo, ou quando o algoritmo 0-1 é mais eficiente que o
algoritmo para variaveis inteiras.

2.5.2 Transformagao de variaveis discretas

Se uma variavel discreta assume um nimero finito de valores, digamos k,
podemos representa-la por um conjunto de variaveis bindrias. Considerando
a variavel discreta d = {2,7,15,19,28}, podemos representa-la por:
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d = 2y1 + Tys + 15y3 + 19y, + 28ys (38)
Yi+Y2+ys+ys+ys =1 (39)
y; =0oul para i =1,2,...,5 (40)

onde y; é uma variavel binaria que tem valor 1 quando d assume o valor do
coeficiente associado a ela; e zero caso contrario. A restrigdo (39) garante
que apenas uma y; sera igual a 1, enquanto que as demais serao nulas.

2.6 Transformacao de funcgoes lineares por partes

Uma funcao linear por partes é uma funcao dividida em subintervalos,
onde cada intervalo apresenta uma inclinacao diferente. Formalmente:

Seja uma funcao f(x) definida no intervalo a; < = < a,4;, a fungao
f(z) é dita linear por partes se pode ser subdivida em intervalos, onde cada
intervalo f(z) é afim tal que:

f(x) =0b;+ s;x paracada a; <x <apq, 1 =1,2,...,7r

onde s; é a inclinacao e b; é o coeficiente linear. Ja os a; sao denomina-
dos os breakpoints da funcao, os pontos onde muda a inclinacao da curva,
excetuando-se os extremos do intervalo onde f(z) estd definida.

Essas fungoes sao comumente usadas na venda de produtos em atacado,
onde quanto maior a quantidade comprada, menor o preco unitario. To-
memos como exemplo um determinado produto, em que as primeiras 200
unidades custam 15 reais, as proximas 300 unidades 10 reais e as outras 500
custam 7 reais cada.

A fungao de custo serd f(z) = 15z para as primeiras 200 unidades. J&
para o proximo intervalo, h o custo das primeiras 200 unidades (15 * 200)
mais o custo de 10 reais para as unidades excedentes de 200, ou matematica-
mente, f(z) = 15%200+10(x —200). Analogamente para o terceiro intervalo:
f(z) = 15 %200 + 10 % 300 + 7(x — 500). Sendo assim obtem-se a seguinte
funcao de custo:

152, se 0<z<200
f(x) =< 10z + 1000, se 200 < z < 500
Tr + 2500, se 500 < x <1000
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2.6.1 Transformagao de funcoes lineares por partes arbitrarias

Considerando uma funcao linear por partes f () e um ponto x pertencente
ao intervalo onde a funcéo esté definida, sabemos pela definigao de f(z) que
x estd situado entre dois breakpoints consecutivos, ai e agy1. Logo ele pode
ser escrito como combinacao linear deles:

r = /\kak + (1 - /\k)akﬂ

onde 0 < A\, < 1. Como f(x) é linear em cada subintervalo da fungao, entao:

f(x) = Nf(ax) + (1 — M) fary1)

Generalizando a idéia para todos os breakpoints:

T = Aa; + Aeag + ...+ Ag1Grp

f(x) = Aif(ar) + Xaf(ag) + ...+ Asa fars)

onde \{ + o + ...+ A\i1 = 1, Ay > 0 para todo k£ e no méximo dois A\
adjacentes podem ser positivos. Esta ultima condicao se deve ao fato de
que se x estd situado entre os breakpoints ay e axy1, entao apenas A\p € A\pi1
serao positivos, enquanto que os demais serao iguais a zero. No entanto esta
condicao precisa ser formulada matematicamente. Para isso introduzimos a
variavel bindria y; para controlar os valores de A\, e A\p11. O conjunto de
restrigoes sera:

A<y (41)
A2 <Y1+ (42)
Az < Y2 + 3 (43)
>\7" S Yr—1 + Yr (44)
)\r+1 S Yr (45)
> ue=1 (46)
k=1

Ak > 0 para todo k (47)
yr = 0 ou 1 para todo k (48)

Se yr. = 0, ou seja, z nao esta entre ay e agyq, entdo A\, e/ou \gy1 devem
Ser zero, pois:
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e se x estiver entre ap,q € a2, entao Agy1 € A\pio serao positivos e os
demais serao iguais a zero;

e se x estiver entre a;_1 e ay, entao A\p_; e A\, serao positivos e os demais
serao iguais a zero;

e se x nao estiver entre nenhum dos intervalos acima, entao A\, e Agiq
serao iguais a zero;

Jaseyr =1 (x estd entre ay e agy1), entdo \x e Ag11 serdo positivos entre
Oel.

A restrigdo (46) garante que apenas um ¥ seja igual a 1, enquanto que
as restrigoes de (41) a (45) junto com o fato da soma dos Ay ser igual a ser
1, implicarao em dois A\, com valores entre 0 e 1, e os demais nulos.

A funcao linear por partes dada como exemplo neste texto, seria conver-
tida em:

x = 0A; + 2002 + 5003 + 10004

f(z) = 0A1 4+ 3000y + 6000A3 + 95004
A<y

A2 <Y1+ Yo

A3 < Y2+ ys3

AL < Y3

Y1 +y2+ys=1

M++As3+0=1

Ar > 0 para todo k

yr = 0 ou 1 para todo k

2.7 Transformacao de funcoes com produto entre variaveis
binarias e variaveis continuas: Problema do pacote
de precos

Se na func¢ao objetivo de um modelo de programacao inteira mista, existir
um produto de variavel binaria com variavel continua, podemos transforma-
lo em um conjunto de restrigoes lineares. Um exemplo desse caso ocorre no
problema do Pacote de Precos, cuja formulacao é explicada a seguir:

O problema do Pacote de Precos consiste em determinar o preco de venda
dos produtos de uma loja, sejam eles vendidos separadamente ou em pacote
de produtos, de tal maneira que o lucro seja maximizado. No caso de n
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produtos teremos 2™ — 1 possibilidades de pacotes de produtos, porém na
pratica apenas uma pequena parte das possibilidades sao utilizadas.

Na formulagao consideramos que existem diversos tipos de consumidores
que podem comprar o produto, e existe uma demanda esperada para cada
classe de consumidor. Um consumidor compra apenas uma opcao de pacote
ou nao compra nada. Para ajudar na elaboracao dos precos, realiza-se uma
pesquisa para saber o maximo que o consumidor esta disposto a pagar por
cada opcao de pacote.

Definimos como preco de reserva, o maximo que um consumidor esta
disposto a pagar pelo produto; e consumer surplus como a diferenca entre o
preco de reserva e o preco de venda. Assumimos que o consumidor escolhe o
produto que maximiza o consumer surplus. Sendo assim, os parametros do
problema serao:

e k: numero de tipos de consumidores;
e m: numero de pacotes de produtos;

e n,;: numero de consumidores para cada tipo de consumidor 7;

;1 preco de reserva para o consumidor ¢ para o pacote j;
e s;: maior lucro do consumidor i;

As variaveis de decisao serao: z;, preco de venda para o pacote j; e y;j,
variavel binaria que assume valor 1 se o consumidor ¢ compra o produto j,
e 0 caso contrario. Nota-se que o preco de venda depende apenas do indice
7, ou seja, o preco de venda do pacote 7 é o mesmo para todos os tipos de
consumidores.

Eis a formulacao do problema do Pacote de Precos:

k m
max E Tn; E YijTj
=1 j=1

(&
D =1 i=1,...,k (49)
i=1

s S; = Z;(Tij — xij)yij = 1, ceey k?, (50)

j=

Sizrz’j_xij Z:].,,/{Z,j: N 11 (5].)
yij:(] 2—1, ,k, —1, ., M (52)
(2 20 J=1..., (53)
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Nota-se a presenca do termo y;;x; na funcao objetivo, que pode ser line-
arizado substituindo-o por z;; e fazendo as seguintes modificacoes:

k m
max E n; E Zij
=1 j=1

(

Z(ﬁj — Tij)Yij + Tj > T =1,k (54)
j=1

50N 2 < xj i=1,...0k j=1,...,m  (55)
zijgnjyij 1= ,...,k;jzl,...,m (56)

onde M; é um limite superior para ;.

2.8 Transformacao de restricoes nao simultaneas

Ao formularmos um problema de programacao linear inteira mista, de-
vemos verificar se todas as restrigoes estao sendo satisfeitas simultanea-
mente. Caso isso nao ocorra, ou seja, as restricoes sao nao simultaneas,
entdao devemos converté-las em simultaneas. Alguns exemplos sao ilustrado
nas proximas segoes.

2.8.1 Restrigoes Ou/Ou

Uma variavel pode estar definida em duas regioes distintas, como no caso
de estar fora de um intervalo real. Por exemplo, uma variavel x que esta
definida fora do intervalo (7,13), ou seja, podemos ter tanto x < 7, quanto
x > 13. Para converter em restrigcoes simultaneas, reescrevemos o par de
inequagoes como:

r—T7 <0
—x+13 <0
Denotando M por: M > max{z — 3, —z + 10} de tal forma que ele seja

um nimero muito grande; e definindo y como uma varidvel binaria, podemos
transformar as duas restrigoes disjuntas em simultaneas fazendo:

x—T7< My (58)
—r+ 13 < M(1—y) (59)
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Se y = 1, teremos —z + 13 < 0, ou x > 13, enquanto que a restri¢ao (58)
¢ redundante. Ja se y = 0, entao x — 7 < 0, ou seja, x < 7, ao passo que
agora a restricao (59) é redundante.

Um outro exemplo de restri¢coes nao simultaneas é o de alocacao de traba-
lhadores em uma tnica maquina. Seja x; e x; o tempo de inicio do trabalho
i e j respectivamente; e ¢; e t; o tempo de duragao dos trabalhos 7 e j, entao
o tempo que denota o fim da tarefa serd x; +¢; e x; + t; para as tarefas
1 e j, respectivamente. Para iniciar um trabalho na méaquina é necessério
que ela esteja livre, porém se ja estiver sendo realizado algum trabalho nela,
precisa-se esperar o fim do mesmo, ou seja, dois trabalhos nao podem ser
alocados durante o mesmo intervalo de tempo. Devemos entao satisfazer as
duas restrigoes nao simultaneas:

A primeira diz que o trabalho j nao pode se iniciar antes do fim do
trabalho 7, enquanto que a segunda nao permite o trabalho 7 comecar antes
do término do trabalho j. Reescrevendo as restrigoes, temos:

Assim como no exemplo anterior, introduzimos um nimero muito grande

M e uma variavel bindria y, transformando as restri¢coes em simultaneas da
seguinte maneira:

Se y = 0 a restrigao (64) mostra que a tarefa ¢ é realizada antes da tarefa

J, enquanto que a restrigao (65) é redundante. De maneira andloga, se y = 1,
entdo a tarefa j antecede a tarefa i e a restrigao (64) é redundante.

2.8.2 p restrigcoes, num total de m, devem ser satisfeitas

Em um modelo com m restrigdes, onde apenas p (p < m) sao necessarias,
podemos selecionar qualquer combinacao de p restrigoes de tal forma que
otimize a funcao objetivo do modelo. As m — p restri¢coes que nao foram
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selecionadas podem ser reduzidas impondo restricoes redundantes do tipo:
filz) = b; < M, onde M é um nimero muito grande. Introduzindo uma
variavel binaria y;, que tem valor 1 se a restrigao i é selecionada e 0 caso
contrario. Podemos reduzir o problema da seguinte maneira:

> yi=p (67)
i=1
y; = 0 ou 1 para todo i (68)

A restri¢ao (67) garante que serdo selecionadas apenas p restrigdes, en-
quanto que (66) implica f;(z) < b; se a restrigao ¢ é selecionada (y; = 1) ou
se torna redundante se y; = 0.

2.8.3 Conjuntos de restrigoes disjuntos

Dois subconjuntos de restri¢coes sao disjuntos quando: ou um conjunto ou
outro deve ser satisfeito, mas nao ambos. Dado dois subconjuntos disjuntos,
podemos transforméa-los em restrigoes simultaneas. Considerando os dois
subconjuntos:

{afr —b; <0, i=1,2,...,m} (69)
{cFe —d; <0, i=1,2,...,my} (70)
podemos definir um nimero muito grande e uma varidvel binaria y para

tornar as restricoes simultaneas:

alr —b; < My, i=1,2,...,m (71)
e —d; <M(1—y), i=12,...,my (72)

2.8.4 Negacao de uma restricao

Suponha a restrigao f(x1,%s,...,2,) = b, ou seja, f(x) = b, onde b é
uma constante. Reescrevendo a restri¢cao como f(z)—b < 0, a negacao desta
restricao sera:

f@)=b>0 (73)
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ou ainda:

—flx)+b<0 (74)

resultado obtido multiplicando por -1 ambos os lados da desigualdade (73).

2.8.5 Restrigoes Se/Entao

Podemos ver cada restricao de um problema como uma afirmacao. Da
teoria de logica, sabemos que dada duas afirmacoes A e B:

“Se A entao B ¢ equivalente a (ndo A) U B”

Sendo assim, as restrigdes fi(z) — by < 0 e fo(xr) — by < 0 podem ser
vistas como as afirmacoes A e B respectivamente. Como a negacao de A é
—f1(x) + by <0, a simples implicacao:

Se fl(l') - b1 S 0 entao fg(l’) - b2 S 0
é equivalente a:

Ou—fi(z)+b, <0 ou falx)—b<0

ou seja, voltamos ao caso das restrigoes Ou/Ou, que podem ser transformadas
em simultaneas da seguinte maneira:

—fi(z) + b < My (75)
fa(@) = by < M(1—y) (76)

onde M é um numero muito grande e y é uma variavel binaria.

3 Algoritmos
Nesta secao veremos o branch-and-bound, um método exato de solucao,

além dos conceitos e classificacao das heuristicas. Exibiremos dois exemplos:
GRASP e o Algoritmo Colonia de Formigas.
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3.1 Métodos classicos de solucao

Um Problema de Programacao Linear Inteira com varidveis limitadas
pode ser resolvido por enumeracao, ou seja, enumeramos todas as solugoes
possiveis e escolhemos, dentre as factiveis, aquela que minimiza ou maximiza
(dependendo do tipo de problema) a fungao objetivo. Dado um problema
com n variaveis inteiras, cada uma podendo assumir m valores, temos um
total de m™ possibilidades de solugoes, factiveis ou nao.

Em problemas de grande escala isso requer um esfor¢co computacional
muito grande. Para resolver isso utilizamos um método de enumeragao
implicita, que permite encontrar a solucao 6tima do problema sem ter que
avaliar todas as solucoes. Tal método é baseado em dois principios basicos:
dividir e conquistar, pois dividimos o problema original em subproblemas
simples de se resolver (conquistar), e a partir das solugoes desses subproble-
mas obtemos a solucao do problema original.

3.2 Branch-and-Bound

O Branch-and-Bound é um método de resolver Problemas de Programagao
Linear Inteira (PI), seja ele um PI puro (somente varidveis inteiras), PI misto
(varidveis inteiras e lineares) ou PI bindrio (varidveis binarias e inteiras). Tra-
taremos nesse texto do caso puro com fung¢ao objetivo de maximizar.

Ele se baseia no método de enumeracao implicita, por isso o termo branch
(ramificar), estd associado ao fato de dividirmos o problema original em
subproblemas (processo de ramificagdo). Ja o termo bound (limite), refere-
se ao valor limite da funcao objetivo de cada subproblema. Definimos um
limite superior e um inferior em cada ramificacao, que permitird avaliarmos
somente uma determinada quantidade de solugoes do problema original.

A divisao do problema original é obtida a partir da relaxacao das variaveis
inteiras para variaveis lineares, seguida da imposicao de inequagoes simples,
de tal forma que tenhamos dois subproblemas, onde a regiao de factibilidade
inteira dos dois juntos, é igual a do problema original. Esse processo de ra-
mificacao continua a se repetir nos outros subproblemas, de forma a diminuir
a regiao de factibilidade em cada divisao, até se encontrar uma solugao in-
teira, uma solucao pior que uma ja existente ou cairmos em um subproblema
infactivel.

A representagao do processo de solucao do Branch-and-Bound é feita
através de uma arvore, onde cada né indica a solu¢cao de um subproblema. A
ele estao associados o limite inferior e o limite superior. Iniciamos a arvore
com o ndé raiz, que representa a solucao do PI relaxado. Se esta solugao
for inteira, entao ela é a solucao do PI. Caso contrario o valor da funcao
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objetivo da solugao se torna o limite superior inicial, e iniciamos o processo
de ramificacao.

Devemos escolher uma variavel, entre as que nao possuem valor inteiro,
para ramificar a partir dela. Nessa escolha seguimos algum critério, ele pode
ser:

e a variavel com valor fracionario mais préximo de 0.5;
e a varidvel com maior impacto na funcao objetivo;

e a variavel com o menor indice;

Nao se pode afirmar qual critério é melhor, o desempenho de cada um
depende do problema ao qual ele esta sendo aplicado.

Ramificado o né raiz, temos dois nds a serem explorados. Novamente, a
decisao de qual examinar primeiro, deve seguir uma estratégia de busca. As
mais conhecidas sao:

e busca em profundidade: explora o né gerado mais recente;

e busca em largura: so passa a explorar os nés de um nivel, depois de
explorar todos do nivel anterior;

e busca por melhor limite (bound): explora o né com melhor limite su-
perior;

Aqui a melhor estratégia também depende do tipo de problema, cada uma
tem suas vantagens e desvantagens. Na busca em profundidade, por exem-
plo, tentamos encontrar uma solugao rapidamente, para que nas proximas
ramificagoes deixemos de examinar alguns nés. Ja na busca em largura,
examinamos muitos nos e a arvore vai crescendo rapidamente em largura.

Escolhido qual né serda examinado, devemos decidir se ramificaremos ou
nao. Como mencionado acima, existem casos em que devemos parar a rami-
ficagao, nesses casos dizemos que o né sera “cortado” ou “podado” (por se
tratar de uma drvore). As trés situa¢oes em que cortamos o né sao:

e cortar por infactibilidade: o subproblema nao possui solugao factivel;

e cortar por otimalidade: o subproblema tem solucao inteira, logo é um
candidato a solucao do problema original;

e cortar por limite (bound): o limite superior do subproblema é menor
ou igual ao limite inferior do problema original;
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Depois de avaliado todos os nés possiveis, escolhemos o né com solucao
inteira que proporciona o maior valor na fungao objetivo.
Consideremos o exemplo a seguir e sua representacao grafica da solucao.

max z = Yy + 3yo

Y1+ 0ye < 12
s.a.{ y1 +2y2 < 8
Y1, Y2 > 0 e inteiro

A 3 Cortado por limite

Figura 1: Arvore Branch-and-Bound.

Os numeros dentro dos nés representam a ordem em que eles foram ra-
mificados. A solucao de cada né esta indicada ao lado entre parénteses. Os
valores acima e abaixo de cada nd sao respectivamente, o limite superior e
o limite inferior. As inequagoes ao lado dos ramos mostra a partir de qual
variavel o no foi ramificado.

O no6 5 foi cortado por limite, pois o limite superior dele, 8, é igual ao
limite inferior do no 4.

Olhando na arvore, percebemos que temos dois candidatos a solugao: os
nés 3 e 4. Como o valor da fungao objetivo é maior no ponto (6 , 1) do que
em (5, 1), temos que a solugdo do problema original é (6 , 1) com fungao
objetivo z = 9.
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3.3 Heuristicas

Os métodos exatos como branch-and-bound podem resultar em tempos
excessivos e até proibitivos. Por esta razao, os métodos heuristicos tém sido
propostos e aplicados a problema de programacao inteira. A desvantagem
é que nao ha garantia de obtencao da solugao 6tima. As heuristicas sao
classificadas em: heuristicas construtivas e heuristicas de busca.

Nas heuristicas construtivas definimos os elementos que compoe a solugao
do problema (itens da mochila, trabalhadores, armazéns) e os classificamos
seguindo algum critério (lucro por item, saldrio a ser pago, custo de ins-
talacdo). Os elementos mais promissores sao acrescentados a solugao de
modo a atender as restricoes.

Ja as heuristicas de busca sao classificadas em:

e (Construcao por solucoes repetidas: construimos uma nova solucao a
partir do zero. Podemos fazer isso de duas maneiras: busca aleatéria
ou baseada na meméria. Na busca aleatéria criamos uma lista de can-
didatos a serem incluidos seguindo algum critério e escolhemos um ele-
mento aleatoriamente na lista, e assim sucessivamente até que nao seja
mais possivel nao violar as restrigoes. Na busca baseada na memodria,
geramos um conjunto de solugoes baseadas na probabilidade de cada
elemento aparecer na solucao. Essas probabilidades sao obtidas atri-
buindo pesos as informagoes heuristicas (classifica¢ao por lucro, clas-
sificagao por salério, classificacdo por custo) e a memoria de iteragoes
passadas (que levam em conta nao s6 quantas vezes o elemento apa-
receu nha solucao, mas se a solugao em que ele apareceu era de alta
qualidade ou nao). Apds varias iteragoes, observamos um aumento na
probabilidade de alguns elementos e a quase extincao de outros.

e Modificacao por solucoes repetidas: a partir de uma solucao, busca-
mos melhora-la adicionando ou removendo itens, a fim de chegarmos
proximos da solugao o6tima. Porém este procedimento pode levar a
dead-ends (quando chegamos em uma iteragao onde nao conseguimos
mais melhora-la) ou ciclos (voltando sempre a uma certa solugao apés
algumas iteragoes). Podemos ficar travados em boas solugoes, mas se
nao ficarmos ou quisermos melhorar ainda mais uma solucao boa, pre-
cisamos permitir deterioracoes na solucao, ou seja, permitimos uma
queda na qualidade da solucao para que em iteragoes futuras possamos
obter um resultado melhor.

e Recombinagao por solugoes repetidas: combinamos duas solucoes ou
mais para obtermos uma solu¢ao melhor, mas tomando o cuidado de

25



nao torna-la infactivel. Depois de gerar essas combinagoes, comegamos
a fazer recombinacao e assim sucessivamente até convergirem para uma
solucao.

3.3.1 GRASP

O GRASP ¢é um método de busca construtiva, ou seja, partindo de uma
solucao vazia, constréi-se uma solucao adicionando elementos a fim de me-
lhorar a solugao parcial, até que nao seja mais possivel melhora-la. Porém
ele é um método mais aprimorado que os outros da mesma classe.

Enquanto outros métodos preocupam-se somente em escolher sempre o
melhor elemento (segundo algum critério) em cada iteragao, o GRASP utiliza
uma lista de candidatos a serem adicionados, e escolhe um aleatoriamente
entre eles. O que faz a qualidade da solugao variar.

As etapas de construcao do GRASP sdo:

e Awaliagcao dos candidatos: associa-se um valor para cada um dos ele-
mentos que ainda nao foram adicionados, considerando a influéncia
deles na qualidade da solugao. Estabelecendo assim, 0 maximo (gqz)
e 0 minimo (gmin), entres eles.

e Lista restrita de candidatos (RCL): elabora-se a lista de possiveis ele-
mentos a serem adicionados, isso pode ser feito de duas maneiras:

— Baseado na Cardinalidade: inclui os & melhores candidatos da
lista, onde k& é um numero definido durante a programacao do
algoritmo.

— Baseado em Valor: selecionamos os candidatos pertencentes ao
intervalo [gmin, 1|, onde pu é obtido pela férmula:

M = Gmin + a(gmax - gmzn)

onde a é um valor entre 0 e 1 a ser definido pelo programador.
Logo o tamanho da lista depende do valor de p, que depende
do parametro « adotado. Se escolhermos v = 0, a construcao se
torna gulosa, ou seja, sao escolhidos sempre os melhores elementos.
J& se escolhemos a = 1, a construcao é simplesmente aleatéria.
O tamanho da lista tem papel fundamental na performance do
algoritmo.

e Fscolha aleatoria do elemento: seleciona-se um elemento da RCL para
ser adicionado na solugao parcial.
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Repetimos estes trés passos até nao ser mais possivel adicionar elemen-
tos. Obtida a solugao, usamos algum método especifico para melhorar essa
solucao.

3.3.2 Algoritmo Colonia de Formigas

O Algoritmo foi baseado, como o proprio nome ja diz, no comportamento
das formigas. Nele observou-se que quando ha um grande obstaculo no ca-
minho das formigas entre um ninho e uma fonte de alimento, e que para
contornar este obstaculo existe uma rota mais curta e outra mais longa, as
formigas conseguem encontrar o caminho mais curto.

A explicacao é que, no inicio do processo de busca as formigas tem pro-
babilidade igual de escolher qualquer um dos caminhos, porém durante esse
caminho elas depositam uma substancia quimica chamada feromonio, que
induz outras formigas a percorrerem o mesmo caminho. Quanto maior a
taxa dessa substancia, maior a probabilidade de elas escolherem o caminho.
Como elas depositam em ambas as direcoes, essa taxa vai aumentando no me-
nor caminho, pois as formigas que estao voltando dele depositam mais cedo
do que as outras que seguiram pelo maior caminho. Porém esse feromonio
se evapora com o tempo, diminuindo a quantidade presente no chao, o que
favorece na escolha do menor caminho.

Baseado neste estudo, surge o Algoritmo Colonia de Formigas (ACO):
Dado um grafo com N nds e arcos (i,j) associados a distancia entre o né
1 e 7, o ACO tenta simular o comportamento descrito acima com formigas
artificiais e atribuindo valores aos arcos (como se fossem o feromonio) a fim
de encontrar o menor caminho.

Cada no representa um possivel elemento da solugao e os arcos sao res-
ponsaveis por ligar os elementos que farao parte da solugao. Os valores
atribuidos aos arcos que ligam um determinado né ao demais, correspondem
ao peso associado a qualidade que o préximo né acrescentara na solugao. O
menor caminho encontrado é a melhor solugao encontrada na iteragao.

Inicialmente atribui-se as mesmas taxas de feromonio artificiais em todos
arcos, e projeta a “formiga”’em um noé para gerar um caminho. Quando ha
mais de uma aresta partindo de um né, a escolha é feita baseada em uma
probabilidade de escolher um certo caminho, através da seguinte férmula:

Py — [733]° [1:5)°
> aelmig)*[nis)”
Onde 7;; é a taxa de feromonio, 7;; ¢ um valor que envolve alguma in-
formagcao heuristica, o e § sao parametros que definem o impacto do fe-
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romonio e da informacao heuristica no calculo da probabilidade e M sao os
indices dos nds nao visitados.

Quando a formiga voltar ao né de partida, teremos uma solucao cons-
truida, e a cada iteracao novas solugoes sao obtidas, ao passo que a taxa
de feromonio é atualizada durante as iteracoes também. A escolha da etapa
na qual a atualizacao sera realizada durante a execucao do algoritmo, pode
ocorrer de diversas maneiras, por exemplo:

e a cada arco que a formiga percorre;
e ao final da construcao de uma solugao;

e nos arcos da melhor solugao de cada iteracao.

Apés um conjunto de solugoes obtidas, atualizamos a melhor solucao.
Além de adicionar a taxa de feromonio, também temos que descontar a taxa
que se evapora, que pode ser feito pela formula:

i = (1= p)7
onde p é a taxa de evaporagao. Isso permite uma maior diversificagdo na

busca pelo menor caminho. Esse procedimento de gerar novas solugoes é
feito até que a solugao atualizada satisfaca algum critério.

Referéncias

[1] G. Zéapfel, R. Braune & M. Bogl, Metaheuristic Search Concepts: A
Tutorial with Applications to Production and Logistics, Springer, 2010.

[2] Chen Der-San, R. G. Batson & Dang Y.,Applied integer programming;:
modeling and solution, John Wiley & Sons, 2010.

28



