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1. Introducao e Motivagdes

Quando pensamos em formas de se obter, por meio de cortes, algumas
unidades pequenas a partir de um item de dimensdes maiores, nos deparamos
com o problema do corte de materiais (CSP — Cutting Stock Problem), o qual
pode ser traduzido como a combinacdo de dois pontos desafiantes. O primeiro
deles é a escolha do tamanho dos objetos grandes que serdo material para a
producdo, o segundo € encontrarmos um modo de minimizar a perda de

material no corte dos itens menores [1].

A primeira formulag&o para o CSP foi produzida por Kantorovich em 1939,
apesar de so ter sido publicada em inglés em 1960. A pesquisa cientifica teve
inicio & aproximadamente 55 anos e um numero crescente de diferentes
modelos e métodos para soluciona-lo foram apresentados desde entdo. Como
existe uma relagcao muito forte entre cortar e empacotar materiais, € natural que
encontremos a solugéo de ambos os problemas utilizando um mesmo modelo e

método de solucao.

Uma das principais caracteristicas que diferenciam um CSP de outro € a
dimensdo do problema. Nos casos mais simples, temos o0s problemas
unidimensionais, como por exemplo, de que forma cortar canos de PVC dado
que o comprimento do cano inicial é fixo. Em outros casos, temos os problemas
1.5-dimensionais, tendo como um exemplo 0 caso em que queremos cortar
uma peca em formato de rolo de aco no qual sua largura € variavel e seu
comprimento € fixo. Finalmente, temos os bidimensionais, 0os quais serdo o
principal alvo do estudo desenvolvido por esse projeto, e sdo representadas
pelos problemas com duas variaveis livres como o comprimento e a largura dos

materiais a serem cortados.

Temos que considerar ainda trés outros quesitos que afetam diretamente
a complexidade do problema. O primeiro deles é referente a politica de
atendimento das demandas, todo material do estoque tem de ser utilizado mas
nem toda a demanda sera cumprida, ou todos os pedidos serdo cumpridos mas

somente uma parte do estoque sera utilizada. O segundo e o terceiro sao
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equivalentes, e dizem respeito a maneira de distribuicdo dos materiais ou dos
itens produzidos, existe apenas um grande objeto para ser cortado, ou existem
varios materiais grandes de dimensdes similares ou, finalmente, existem varios
materiais grandes de dimensfes diferentes. O mesmo se aplica aos itens
produzidos que serdo cortados em poucos pedacos de dimensdes diferentes,
ou em muitos pedacos de dimensdes diferentes, ou em muitos pedacgos de
relativamente poucas dimensdes, ou, finalmente, em diversos pedagos

idénticos.

Para pode aplicar o modelo utilizado no projeto, escolhemos trabalhar
com o CSP do tipo bidimensional com cortes ortogonais guilhotinados de dois
estagios, ou seja, os itens produzidos terdo tanto largura quanto comprimento
variaveis. Além disso, vamos considerar que toda a demanda deve ser
cumprida, supondo que o material bruto utilizado nos cortes pode ser
encomendado sem nenhuma restricdo, estando essa comodidade incluida no
preco do material encomendado. Além disso, vamos trabalhar com os cortes a
partir de rolos de material bruto com trés larguras diferentes, dos quais serao

cortados os diversos itens produzidos das listas de pedidos.

Dessa forma, neste primeiro relatério, iremos escrever a modelagem
completa para o problema e suas possiveis variacdes, tendo como objetivo dar
o0 embasamento tedrico necessario para que possamos entender o problema e
tornar possivel a implementacdo no software de modelagem AIMMS. No
segundo relatério, serdo discutidos os métodos de resolucdo do problema de
corte, bem como o algoritmo de geracédo dos padrdes de corte utilizados para a

obtencéo dos resultados, os quais também serdo apresentados em sequencia.
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2. Metodologia e Software de Modelagem

Nos dias de hoje, o mercado nos oferece os mais diversos softwares de
modelagem, o que torna o campo da Pesquisa Operacional um dos mais
flexiveis entre todas as areas, podendo muitas vezes servir tanto para
descrever por meio de modelos os danos causados por um derramamento de

petréleo quanto para resolver problemas de estocagem e logistica.

Depois de uma longa andlise, resolveu-se utilizar o software de
otimizacao AIMMS, pelo fato de ser, no momento, um dos programas utilizados
em grande escala por diversas empresas de consultoria, além de utilizar uma
interface facil de ser trabalhada e elementos graficos que tornam mais
agradavel a leitura e comparacao de resultados. Outro ponto que pesou na
escolha desse software € o grande nimero de solvers, doze no total, que vem

junto com o proprio programa.

O material disponibilizado no site do software apresenta ja um modelo
sucinto do CSP em sua parte de manuais de modelos de otimizagdo [3]. Além
de mostrar alguns exemplos de aplicagbes do mesmo em alguns outros
problemas de pesquisa operacional, incluindo um modelo grafico do CSP

unidimensional sendo implementado.

A metodologia empregada foi a utilizacdo do modelo né&o-linear inteiro
misto do Problema de Corte de Materiais, muito conhecido e mencionado em
diversos artigos cientificos da area, os quais serdo apresentados na secdo de
Bibliografia Utilizada. Ap6s essa consideracdo, resolvemos transformar esse
problema utilizando dois aspectos fundamentais, tendo como principal objetivo
o aumento da facilidade de implementagcdo do problema considerado no
AIMMS.

A primeira mudanca, foi ter fixado o numero de tipos de materiais bruto
em trés, isso foi feito, pois, na modelagem, estaremos trabalhando com indices
e sub-indices, uma implementacdo que ainda ndo dominamos até o presente
momento no AIMMS. A segunda mudanca, foi a utilizacdo de um algoritmo de

geracdo de padrbes de corte, de forma que pudéssemos eliminar a nao-
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linearidade do problema, transformando-o em um problema linear com

variaveis inteiras e reais. Dessa forma, temos a seguinte modelagem.

3. Modelagem Matematica

Nessa secdo vamos discutir o modelo utilizado na implementacdo do
nosso CSP, para isso, vale lembrar que existem os mais diversos modelos para
o CSP e com os mais diversos propositos de minimizacdo como solucao

aproximada ou exata para o problema.

Como dito anteriormente, o modelo que serd apresentado a seguir se
refere a um CSP bidimensional com cortes ortogonais, guilhotinados em dois

estagios.

A guantidade ordenada w; de cada item produzido i, dada em kilogramas,
€ especificada para estar dentro dos limites wmin; e wmax;. Os rolos de itens
produzidos estao para serem cortados dos R diferentes rolos de material bruto.
Cada um desses rolos tem largura variavel denotada por B,, a qual deve estar
dentro dos limites Bmin, e Bmax,.. Assim como o comprimento total L. de cada

um desses rolos deve estar entre Lmin, e Lmax,.

O numero de rolos com largura B, € dado pelas variaveis inteiras M,. O
comprimento total se estendendo por todos os multiplos de M, de um rolo de
material bruto r, e a &area total desse rolo sédo as variaveis definidas por L, e
Azao,, respectivamente. As variaveis D, denotam o comprimento nao utilizado

do rolo de material bruto r.

O comprimento dos rolos de itens produzidos devem estar dentro das

tolerancias Lznmin;, e Lznmax;,. O par de indices j,r denota o padrdo de

corte j no material bruto r.

Como cada item produzido i tem toleréncias individuais para o
comprimento de seu respectivo rolo, as restricbes sdo determinadas pelo

menor e maior comprimento em um determinado padrdao de corte. O
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comprimento total dos padrées de corte para um rolo de material bruto r mais o
comprimento da parte n&o utilizada devem ser igual ao comprimento total do
rolo. Além disso, padrbes de corte devem permanecer em um unico rolo de

material bruto e ndo se estender por diversos multiplos.

Os padrbes de corte sao definidos pelos parametros Nz;;, denotando o
namero de rolos de itens produzidos do tipo i no j-ésimo padrao de corte para o
r-ésimo rolo de material bruto. A soma das larguras dos rolos de itens
produzidos a cada padrdo de corte ndo pode exceder a largura total do rolo de
material bruto. Além disso, o nimero total de itens que podem ser cortados em
um determinado padrédo de corte para um rolo de material bruto r é restrito por

Nmax,.

O numero de padrdes de corte factiveis para um rolo r € denotado pelo
indice J.. Os multiplos dos padrdes de corte j em um material r sdo definidos

pela variavel inteira Mz;,. O comprimento total dos padrdes de corte, se

estendendo pelos seus multiplos, € definido pela variavel real Lzn, ..

A area de material produzido dentro das toleréncias de peso € definida
pela varidvel Az e a area de producdo excedente por Aop. A perda total em
area das aparas é dada por Atl, enquanto separadamente a largura e o

comprimento relativo de perda sao definidos por Atlb e Atll.

A variavel binéria Y, define se serd utilizado o rolo de material bruto r. Da
mesma forma, Yz;, indica se o padrdo de corte j sera usado no rolo de material

bruto r.

Os precos pelas areas de itens produzidos, produtos em excesso e
material bruto sdo dados pelos coeficientes C, Cz e Czm, respectivamente.
Como o coeficiente de custo de excesso producéo tipicamente €é igual a zero, a

area de producdo em excesso também tipicamente o é.

Os custos na mudanca de formatos e na disposi¢cdo das facas sao dados

por CL, e ctf;,. O custo do tempo de operagdo da maquina estara adicionado

na funcdo objetivo multiplicando o comprimento da parte utilizada no rolo de
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matéria bruta pelo custo horario Cmag de corte para a maquina, dividido pela

velocidade vy,.
Nossa funcao objetivo sera dada entéo por:

- Maximizar o lucro da producéo

max C.Az + Cz.Aop
Az,Aop,Azaor,Lr,LGj,r,wi,Yr,Yz]-,r,Mr,szlr

R
C
- z Czm. Azao, +

r=1

maq

m

L, +CL,..Y,

Ir
+ [th]"r. YZ]"I- + thl]"r. MZ]',I-]
j=1

As restricbes serdo apresentadas a seguir, levando em conta as
informacdes apresentadas anteriormente sobre as varidveis e parametros a

serem considerados.

Balanco de materiais

A area de material bruto deve ser igual a soma da area dos itens

produzidos, a area de producdo em excesso e a area das aparas perdidas.

3
{Z Azaor} — Aop — Atl— Az =0

r=1

A area dos itens produzidos cortados € igual a soma da area de itens
produzidos mais a area de itens produzidos em excesso, com b; sendo a

largura do item i.

3 Jr I
Z Z ( bi Nzi,j,r) LGj,T - Aop —Az=0
1

r=1j=1 \i=
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Uma possivel restricdo que pode ser adicionada € pedir que a soma das
areas de itens produzidos em excesso e das aparas perdidas no corte seja
menor ou igual & uma fragdo Fzn do material produzido dentro dos limites de

peso.

Aop+Atl—Fzn Ao <0

Cada rolo de material bruto deve ter &rea total maior ou igual a area dada
por cada padrdo de corte ativo multiplicado pelo comprimento utilizado do
material bruto. A area pode ser computada, pois as larguras dos padrdes de

corte sdo sabidas de antemao.

7

Se a area de material bruto é restrita apenas pela largura maxima dos
padrdes de corte ativos, entdo a largura de material bruto pode ser otimizada
também por meio de uma equacdo. A largura otimizada do rolo de material
bruto pode ser computada simplesmente dividindo a area de material bruto
Otima Azao, pelo comprimento de material bruto 6timo L.. Porém, se as
larguras dos rolos de material bruto séo especificadas de antemao pelos limites
superiores Bmax,, entdo podemos considerar uma nova equacao que da a

relacdo direta entre as variaveis Azao,, L, € Bmax,

Azao,, — Bmax, L. =0

Além disso, uma restricdo de igualdade definindo que a soma dos
comprimentos dos padrdes de corte para um rolo de material bruto r mais o
comprimento da parte ndo utilizada do rolo deve ser igual ao comprimento total

do rolo de material bruto.

Jr
ZLG]-,r + D‘r‘ — Lr =0
=1
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Restricbes Operacionais

As variaveis binarias Yz;, indicando se os respectivos padrées de corte
estdo ativos ou nao sao definidas para serem iguais a 1 se Mz;, > 0, ou, iguais

a 0 para padrdes inativas.

Mz

jr— Hj

Lr

YZ]"T <0

Onde H;, € uma constante grande o suficiente, dada pela seguinte

equacéao, com A,, 0 peso por area do material considerado.

H Wmax;
i = max -
dd i (Ay Lznmin;, Nz;;,

O indicador para mudancas de formatos deve ser considerado na forma
de uma restricdo, e o espaco solucédo pode ser reduzido ao notar que em uma
solucdo factivel, ao menos um rolo de material bruto deve ser incluido na
solucéo.

—(1 + Fzn) AomaxY, + Azao, <0

R
Zyr >1
r=1

Restricoes na Producdo

A relacao entre o comprimento total de cada padrdo de corte e 0 niUmero
do respectivo padrédo de corte utilizado em um rolo de material bruto, dando o

comprimento final do item produzido devem também satisfazer a uma restri¢cao.

Lznmin;, Mz;, < Lz;, < Lznmax;, Mz;,
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Assim como a relacdo entre o comprimento total do rolo de material bruto

e 0 numero de rolos utilizado.

Lmin. M, < L, < Lmax, M,

As restricbes de producdo para cada item produzido i podem ser
definidas, pois o0 comprimento total do material produzido deve ser igual a soma
do comprimento ordenado e do comprimento de itens produzido em excesso,

onde wop; € o peso do item produzido em excesso do tipo i.

R Jr

1 1
. . E E Lz, Nzii.=0
A, b; Wi+t A, b; wop; + L4 Zjr NZjj,

A relagédo entre a quantidade produzida dentro dos limites de peso e a

area total produzida é dada por uma restricdo de igualdade.

Restricoes Adicionais

Vamos considerar que padrées de corte ndo podem se estender de um
rolo de material bruto para o outro, entdo somente um numero limitado de
padrbes de corte podem residir em um Unico rolo bruto. Se o padrédo de corte é

utilizado Mz;, vezes em um Unico rolo de material bruto r e M, pecas de rolos
brutos desse tipo séo utilizados, entdo o padrdo de corte € repetido Mz, =
Mz]; ..M, vezes no total em um rolo bruto do tipo r. Dessa forma, utilizando

uma transformacao para linearizar as restrigées, representaremos Mzl; . como:

K,

MZli,r = z Zk_l. bi,l‘,k
k=1

onde K, = |log, Mtil,] + 1 e Mtil, € o nUmero maximo de padrbes de

corte que podem ser repetidos em um unico rolo de material bruto r. O valor
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Mtil,. pode ser computado dividindo o comprimento total de um rolo bruto pelo

comprimento minimo de um padrao de corte.

As variaveis continuas livres s; . sdo definidas da seguinte forma, o valor
da variavel € 0 se o indicador correspondente variavel b; . € inativo e € igual a

M, se ndo.

M, + Mmax, bj,; — Sjrx < Mmax,

Sj,r,k_ Mr <0

Sjrk— Mmax, bj,; < 0

Onde Mmax, é dado pela seguinte equacao que relaciona a area maxima
de material bruto, o0 maximo de largura permitida dos rolos e 0 minimo de

comprimento permitido.

(1 + Fzn)Aomax
Bmax, Lmin,

Mmax, =

As representacGes binarias das variaveis Mzl sdo implicitas e nado
aparecem na formulagédo. Ao invés disso, a restricdo de igualdade Mz;, =
Mzl; .. M, para todos os padrGes de corte em cada rolo de material bruto pode

ser expressa com as transformacgdes similares a mostrada anteriormente:
KT
k-1 —
_sz,r + z 2 . Sj,r,k =0
k=1

O espaco solugcdo pode ser reduzido se restringirmos a soma dos

mdltiplos dos padrdes de corte Mz, por duas inequagoes.

Jr Jr
Z Lz;, — Z Lzmax;, Mzj, < 0
J=1 j=1
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Ir

Lzmin;, Mz;, — L, < 0

j=1

Se a otimizagé&o for interrompida, por exemplo, por causa de uma lista de
pedidos sobrecarregada, € possivel que os rolos de material bruto sem nenhum
padrdo de corte ativo sejam gerados. Restricbes que evitam isso por nao
permitir comprimento total positivo para rolos de material bruto com padrdo de

corte inativos sao incluidas também na formulacéo.

Jr
L, — Mmax, Lmax, ) Yz, <0
j=1

Limitantes

Caso a area de material bruto Azao, deva ser limitada, devemos alocar

um restricdo para essa funcao.

Azaomin, < Azao, < Azaomax,

Ainda, o peso do produzido w; deve estar dentro das tolerancias de peso,
apesar das limitacdes especificadas sobre o peso de material produzido, o
peso final produzido pode ser maior devido a producdo em excesso. Além
disso, limitagbes no numero de rolos de material bruto e nos multiplos dos

padrdes de corte podem ser estabelecidas.

wmin; < w; < wmax;

IA
o
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Parametros

Aomax é area maxima de material bruto dentro dos limites de peso, dada

pela equacéo a seguir.

Yi=1 wmax;

Aomax =
Ay

Finalmente o espaco das variaveis para o problema é definido por:
Mz, M, € Z*
Y., Yz, b\ €{0,1}
Az, Aop,Azao,, L, Lzn;,, w;, S, D, € RT

ie{1,2,...1} je{1,2,...].} kef{12 ...,K} re{1,23}

4. Método de Solugcao Empregado

O problema modelado acima pode ser transformado em um problema
linear utilizando-se um algoritmo de geracéo e enumeracao de padrdes de
corte que sera apresentado no relatério com as solugdes obtidas, conclusdes e

extensdes para o modelo.

Na pratica, fixamos trés larguras diferentes de rolos de material bruto.
Para os rolos com a menor largura, o limitante para a largura minima dos
padrdes de corte gerados era estipulada para ser igual a zero, ou seja,
gualquer esquema de corte é valido e inserido no software. Para as outras
duas larguras de rolos de material bruto maiores, somente eram gerados
padrdes de corte que excediam uma largura de Bmax — Amax, de forma que

existisse um certo controle sobre o desperdicio almejado em cada corte.

Como somente um numero limitado de padrdes de corte pode ser
utilizado em cada rolo de material bruto de um certo tipo, diversas copias desse

mesmo rolo devem ser inseridas na formulacdo. Caso isso ndo ocorra, é
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possivel que sejam encontradas somente solucdes sub-6timas. Dessa forma, o
procedimento adotado foi deixar livre o0 nUmero de rolos de material bruto
utilizados nas solugBes geradas, para que pudéssemos atingir 0S N0Ssos

objetivos iniciais que representam encontrar o 6timo global para o problema.

A formulacéo do problema na forma linear, € resolvida utilizando-se o
software AIMMS e o solver CPLEX verséo 12.4. O solver CPLEX utiliza
diversos métodos para encontrar a solu¢do, tendo com alguns deles o Branch
& Cut, uma variacao do Branch & Bound, o método dual Simplex, o método da
Barreira, entre outros. Formulando o problema conforme o descrito, foi possivel
encontrar valores de 6timos globais para os exemplos testados. A seguir,
apresentaremos a Bibliografia utilizada para se estudar o Problema de Corte de
Materiais, e no proximo relatério apresentaremos os exemplos resolvidos, o
algoritmo utilizado para geracao dos padrdes, e as conclusdes obtidas com a

execucao do projeto.
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