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Resumo. Este trabalho é uma continuagdo do estudo da dindmica populacional interativa da mosca-dos-
chifres, do gado de corte (que sofre com a presenga da mosca) e de besouros copréfagos (que sdo inseridos
no ambiente para controle da mosca). A principal diferenga deste trabalho para o anterior é a mudanga
nas condigoes de contorno do sistema nao linear de equagoes, que incluem agora condigoes genéricas de
Robin.

1. Introducao

A importancia da mosca-dos-chifres surge no estudo da criacao de gado de corte, pois esta sofre
significantemente com o parasitismo da mosca (ao aproveitar a pele mais fina na base dos chifres do gado
bovino para alimentar-se do sangue, interfere de muitos modos no desenvolvimento da rés). Uma possivel
solugao para o controle populacional deste inseto é a inclusao de besouros copréfagos no meio, pois estes
agem como um predador indireto, ndo deixando os ovos da mosca eclodirem. J4 foram realizados estudos
sobre o convivio dessas 3 espécies, e o leitor interessado pode consultd-los em [1] e [2].

O objetivo deste novo trabalho é, baseando-se em [2], modificar a condigdo de contorno do dominio,
considerando agora a possibilidade da espécie (neste caso, somente do besouro, mas nada impede que
a condicao seja aplicada também & mosca) interagir com o exterior da regido estudada, onde ocorre a

criacao confinada do gado.

2. Modelagem Matematica

Continuamos considerando um sistema nao-linear de Equagoes Diferenciais Parciais combinando
Equagdes de Dispersdo-migragdo com caracteristicas Lotka-Volterra (presa-predador) para modelar a
interagdo entre as 3 espécies. Reproduzimos aqui as equagdes do trabalho anterior [2], onde representamos
o gado por R, a mosca por M e o besouro por B, em uma regiao definida por  C R? e com J = (0,77,

tais que:
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Reés
Para o gado, R(z,y,t) = R, consideraremos reproducdo malthusiana pois é controlada, ou seja,
seu crescimento nao é limitado por falta de espaco ou falta de alimento, mas ha uma porcentagem da

populacao que é destinada ao abate. O contato da rés com a mosca é prejudicial, pois a mosca é seu

parasita, logo temos a seguinte equagao para a variagao populacional da rés:

OR
5 = ARR — paR —vrm RM (2.1)

onde:
e A\ R denota a reprodugao do gado, que é malthusiana pois a criagao é assistida;

e —u 4R é uma porcentagem fixa de abate do gado; e

e —viy RM representa o prejuizo causado pela mosca ao gado.

Mosca

Para a mosca, M (z,y,t) = M, temos reprodugdo verhulstiana, ou seja, dependente do meio em
que vive, mas como a mosca é parasita do gado, o meio é relacionando a populagao de rés. Também ha
espalhamento geografico, pois ela tem autonomia de voo, e um termo advectivo. Vamos considerar que a
mosca nao pode viver do sangue de outros animais, pois no dominio estudado, o linico animal presente
serd o gado (esta é uma caracteristica de predador especialista). Logo, o contato com a rés é benéfico
a mosca enquanto a presenca de besouros copréfagos lhe é prejudicial. Com isto, temos que a variagao
populacional da mosca é dada por:

M M
% — OéM'VQM—F V . (V . M) = —)\MM<1 + pR>—|—l/MRRM —vyMB (22)

onde:
o —a ' V2M representa o processo de difusdo da mosca;
° VV - M descreve um processo migratério da mosca;

o —AyM(1+ pMR) denota a reproducgao da mosca, verhulstiana, onde o sinal negativo, além de rep-
resentar um decréscimo da populagao se nao houver gado no meio, indica que o modelo considera

a mosca como predador especialista e nao oportunista;
e pR é a capacidade de suporte do meio da mosca, dependendente da rés;
e vy rRM é o termo de efeito benéfico que a mosca recebe da rés; e

e —vygMB é o termo de efeito de presa indireta que a mosca sofre do besouro.

Besouro

Para o besouro, B(x,t,y) = B, também temos reprodugdo verhulstiana, mas com capacidade de
suporte do meio constante. Também temos espalhamento geogréafico, mas com menor autonomia de vo6o,
pois o besouro também vive em terra. Sua relagdo com a rés é benéfica, pois se alimenta de suas fezes.
Temos portanto que sua variagao populacional é descrita por:

0B

B
— —apV?’B = )\BB<1 - >+I/BRRB (2.3)
ot KB
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onde:

onde:

—apV?B representa o processo de difusdo do besouro;

ApB(1- %) denota a reprodugao do besouro, também verhulstiana, mas sem sinal negativo e com

capacidade de suporte constante; e

vprRB é o termo de efeito benéfico que o besouro recebe da rés;

Destas trés equagoes obtemos o seguinte sistema nao linear de equagoes diferenciais parciais :

or _

o ot

W—QMV2M+V~(V M) =
0B

E—OZBVQB =

)\RR — /JAR — Z/RMRM

—/\MM<1 + %)—&—I/MRRM —vypMB

)\BB(l - B )-H/BRRB

KB

AR, A € Ap sao as taxas de crescimento intrinseco das espécies;

ua € a taxa de abate de gado;

aps e ap sao coeficientes de difusao;

(2.4)

V = (u,v), com V - V = (0 é o campo de velocidades relacionado ao processo migratério da mosca;

pR e kp sao capacidades de suporte do meio em que vivem a mosca e o besouro, respectivamente,

onde pR varia com R enquanto kp é constante;

VRM, VMR, VM B, VrB Sa0 os coeficientes de interagao entre as espécies.

Desenvolvendo as equagoes desse sistema temos, inicialmente:

OR
ot
a—M -« "M + o°M Jrua—M + va—M
ot M\ "2 Oy? oz Oy
op" [ (0’5 B
ot~ P\ 2 Oy?

Definimos €2 como uma regiao retangular, com

preensao intuitiva dos resultados.

As condicoes de contorno para 0f) séo:

Condicoes de Von Neumann homogéneas:

° aa—R = 0;
n o0

° aa—M =0.
K o0

Condigao de Robin:

)\RR — /,LAR — VRMRM

)\MM(l + %)JFI/MRRM —vyMB

KB

/\BB<1 - B >+VBRRB

a largura maior que altura para facilitar a com-
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0B
° —ozBa— =cB;
n o0
As condigoes iniciais sao:
e R(x,y,0) = Ro(x,y) = ro (constante);

o M(x,y,0) = My(x,y) = mo (constante, aleatoriamente distribuida); e

B(z,y,0) = Bo(z,y) = by (constante);
Para a discretizagao do dominio €2, uma regiao retangular, definimos nnx como o nimero de nés
em z e nny como o nimero de nds em y.

Para desenvolver o tratamento matematico do sistema usaremos o Método das Diferencas Finitas
nas coordenadas espaciais e o Método de Crank-Nicolson na coordenada temporal. Portanto, temos:

Discretizagoes espaciais:

oG am - a
@ ta) = LI 1 0(A?)
2 () _ Heln) | ) (2.6)
0“G Gi+1 —2G;7 + G 2
B2 (Tistn) = = + O(Az?)
Discretizagao temporal:
G(-n+1) G(n)
Gaity 1) = ——F—— 2+ L+ O(A)
Gt n) (2.7)
G (wistygy) = o + O(AF)
Obtemos entao, para pontos interiores ao dominio, as seguintes aproximacgoes de segunda ordem:
el il il gl il
9 _ Gty = Gilany  0°G _ Gilnny =26 4+ G100
Ox 2Ax L 02 ) Ax? ) (2.8)
oc _ Gt —aY e it e 2ot
Ay 2Ay T Oy? Ay?

Substituindo no sistema, obtemos:

Primeira equacao:

(n+1) (n) (n+1) (n)
ArAL naAt vrMm At M; +M; (TLJrl) _ ArAL naAt vrRMm AL M; +M; (TL)
[1_ 5 5t ( — Ri = |1+ 2 2 T2 — Ri

2
(2.9)

Segunda equacao:

2Az2 + 4Ax i+nny 2Ay2 4Ay i+1 Ax2 Ay? 2

Mi(n+1)+]\/1i(n) B v pAL R§71+1)+R§n) +V1uBAt B£n+1)+Bl(n) M(n+1) + _Otj\/jAt _
p(Ri<"+1>+Ri(")) 2 2 2 2 '3 2Ay2

vAt:|M(7H‘1) 4 |:aMAt o uAt:|M(n+1) _ |:aMAt _ uAt M(n) + |:aMAt o vAt:|M£7l) + |:1 _

_aym At uAt:|M(n+1) + _apmAt + vAt M—<n+1) + 1 + apn At + ap At + A At 1 +

4Ay i—1 2Az2 4Azx i—nny 2Az? 4Ax i+nny 2Ay2 4Ay i+1
OZMAt _ O(A{At _ )\jijt 1 Mi(n+1)+Mi(n> +VA4RAt Rgn+1)+REn) _VMBAt B§n+1)+B£n) M(n) +
Az? Ay? 2 p(R(_nJrl)JrR(_n)) 2 2 2 2 i

anAt | vAt (n) ap At | ult (n)
|: 2xy2 + 4Ay:| Mi—l + |:2AA/112 + 4Ax:| Mi—nny

(2.10)
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Terceira equacao:

__apAt | p(n+1) _apAt | p(n+1) apAt apAt - MAL -
saz? | Bivnny T say? | Bit1 + |+ SR T R 5 |1
B M NN A [ ROV 4R gt o | _apAt|pitl) | apAr| p(ntl) -
2KB 2 2 i 2Ay? i—1 2Ax2 i—nny -
apAt (n) apAt (n) _ apAt N apAt AAL N
2Ax? Bi-i-nny + 2Ay? Bi+1 + 1 2Ax? 2Ay? + 2 1

B 4 p(m At [ ROD LR ] (n) ant ] o) anat | o)
( 2K B >)+ 3122 5 Bz + ZZyz Bi—l + 2212 Bi—nny
' (2.11)

Para pontos na fronteira, em fungao das diferentes condigoes de contorno estas equagoes sao modi-

ficadas conforme a localizac@o (j& que as normais externas, 7, sdo de 4 tipos), de acordo com as seguintes
correcoes:

Rés: Para a rés, as condigoes sdo de Von Neumann homogéneas em toda a fronteira, mas

como nao ha espalhamento geografico, ou seja, nao sao consideradas derivadas espaciais, a
condicao nao afeta as equagoes.

Mosca: Para a mosca temos condigoes de Von Neumann homogéneas em toda a fronteira,

ou seja, o = (, portanto as seguintes corre¢oes sao necessarias:
Ui

09
e Borda superior: My = M;_1 (= M;11);
e Borda inferior: M3 = M, 11 (= M;_4);
e Borda esquerda: My = M, nny (= Mi—nny);

e Borda direita: Mﬁg = Mi_nny (: Mi—‘,—nny)

0B
Besouro: Para o besouro temos condigoes de Robin, ou seja, —« B = ¢B, requerindo
) 3 oo
também corregoes:
A
e Borda superior: By = B;_1 — ZQBi (= Bit1);
ap
A
e Borda inferior: By = Biy1 — 22 B, (= B;_1);
ap

e Borda esquerda: B = Biynny —2——B; (= Bi—nny);
? o ?

A
o Borda direita: B = Bi—pny — 2-——B; (= Binny)-
ap

3. Simulacgoes

Para simular cenarios e uma possivel solugao do sistema obtido, utilizamos o mesmo algoritmo
(em linguagem MATLAB) desenvolvido para o problema anterior, com as devidas alteragdes devido as
corregoes das condigoes de contorno. Alguns parametros também foram modificados para a obtencao de
cendrios mais realistas. O algoritmo modificado encontra-se anexo. Apresentamos graficos (figura 1) das
espécies referentes a condigao inicial e a aproximagao da solugao.
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Figura 1: Graficos referentes a condigao inicial (& esquerda) e & distribuicao apds 125 interagoes (& direita)
das espécies (rés, mosca e besouro, respectivamente)

4. Conclusao

Podemos observar nas simulagoes obtidas que os resultados sao semelhantes aos obtidos no trabalho
anterior [2], ou seja, ilustram claramente o fato do modelo ser do tipo presa-predador, pois pode-se
observar que a rés se concentra em regioes em que hd menos mosca, e esta por sua vez encontra-se em
menor quantidade em regioes onde a incidéncia de besouros é maior, pois este impede seu crescimento
populacional. Também podemos observar que a populagao de besouros nao mais se acumula nas bordas
(como no estudo anterior), mas tem um suave decréscimo nestas, devido as condigdes de contorno de
Robin. Isto resulta em um cendrio mais realistico, pois no ambiente estudado (um pasto de criagao
confinada de gado) os besouros tem total liberdade e ndo se prendem de modo algum aos limites do

dominio.
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Anexo

Algoritmo 1 (em linguagem MATLAB)

clear all
clf
clc

tic;

A

% programa para simular ag¢des interespecificas

% mosca-dos-chifres (m), gado bovino (r) e besouro (b)
A

% dados do dominio

1=2.5; h=1; tf=50;

h

% pardmetros do problema

am=00000.001;
ab=00000.002;
ma=00000.001;

1r=00000.1;

1m=00000.075;
1b=00000.0375;
u=000000.0025;
v=000000.0015;
r=000100.0;

kb=100000.0;

c=0.05;
nrm=0000.000000025;
nmr=0000.0005;
%nmb=0000.0075;
nmb=0000.1;
nbr=0000.000005;

%

% parametros da discretizagfo
nt=125; dt=tf/nt; npit=4;
nx=50; dx=1/nx; nnx=nx+1;
ny=20; dy=h/ny; nny=ny+1;
NN=nnx*nny;

% numero de Peclet
[uxdx/am v*dy/am] ;

%

% condigBes iniciais

%

rz=24*ones(nn,1); mz=0.01*rand(nn,1); bz=zeros(nn,1);

bz(nn)=1; bz(nn-1)=1; bz(nn-nny)=1; bz(nn-nny-1)=1;
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%rz(1)=0.25; rz(2)=0.25; rz(nny+1)=0.5; rz(nny+2)=0.5;

fmz (nn-nny+1)=0.25; mz(nn-nny+2)=0.125; mz(nn-2*nny+1)=0.25;

#mz (nn-2*nny+2)=0.125;

%

% valores auxiliares

dt2=dt/2; ddx=dx*dx; ddy=dy*dy;

amx=am*dt2/ddx; amy=am*dt2/ddy; abx=ab*dt2/ddx; aby=ab*dt2/ddy;

ctx=c*dt/dx; cty=c*dt/dy; %

ut=uxdt/(4*dx); vt=v*dt/(4xdy); plre=1-dt2*(lr-ma);

plrd=1+dt2* (lr-ma); nrmt=nrm*dt2;

Imt2=1m*dt2; 1bt2=1b*dt2;

nmrt=nmr*dt2; nmbt=nmb*dt2;

nbrt=nbr*dt2;

sidem=-amx-ut; siddm=amx+ut;

sipem=-amy-vt; sipdm=amy+vt;

ssdem=-amx+ut; ssddm=amx-ut;

sspem=-amy+vt; sspdm=amy-vt;

dpem=1+2* (amx+amy) ; dpdm=1-2% (amx+amy) ;

sideb=-abx; siddb=abx;

sipeb=-aby; sipdb=aby;

ssdeb=-abx; ssddb=abx;

sspeb=-aby; sspdb=aby;

dpeb=1+2* (abx+aby) ; dpdb=1-2*(abx+aby) ;

%

% preparagdo das matrizes

mem=sparse(nn) ; mdm=sparse(nn);

meb=sparse(nn); mdb=sparse(nn);

moem=sparse (nn) ; modm=sparse(nn) ;

moeb=sparse (nn) ; modb=sparse(nn) ;

%

% preenchimento da parte constante, linear

for i=1:nn
mem(i,i)=dpem; mdm(i,i)=dpdm;
meb(i,i)=dpeb; mdb(i,i)=dpdb;

end

for i=1:nn-1
mem(i+1l,i)=sipem; mem(i,i+1)=sspem;
mdm(i+1,i)=sipdm; mdm(i,i+1)=sspdm;
meb(i+l,i)=sipeb; meb(i,i+1)=sspeb;
mdb(i+1,i)=sipdb; mdb(i,i+1)=sspdb;

end

for i=1:nn-nny
mem(i+nny,i)=sidem; mem(i,i+nny)=ssdem;
mdm(i+nny,i)=siddm; mdm(i,i+nny)=ssddm;
meb (i+nny,i)=sideb; meb(i,i+nny)=ssdeb;
mdb (i+nny,i)=siddb; mdb(i,i+nny)=ssddb;
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end

YA

% corrigindo contorno

% lateral da esquerda

for

end

YA

kc=1:nny

ind=kc;

mem(ind, ind+nny)=-2*amx; mdm(ind,ind+nny)=2%amx;

meb(ind, ind+nny)=-2*abx; mdb(ind,ind+nny)=2*abx; %
meb(ind,ind)=meb(ind,ind)+ctx; meb(ind,ind)=meb(ind,ind)-ctx; %

% lateral da direita

for

end

%

kc=1:nny

ind=(nx)*nny+kc;

mem(ind, ind-nny)=-2*amx; mdm(ind,ind-nny)=2%amx;
meb(ind, ind-nny)=-2*abx; mdb(ind,ind-nny)=2*abx; %

meb(ind, ind)=meb(ind, ind)+ctx; meb(ind,ind)=meb(ind,ind)-ctx; %

% horizontal inferior

mem(1,2)=-2%amy; mdm(1,2)=2%amy; %o que eh isso

for

end

YA

kc=1:nx

ind=kc*nny+1;

mem(ind,ind-1)=0; mdm(ind,ind-1)=0;

mem(ind,ind+1)=-2*amy; mdm(ind,ind+1)=2%amy;

meb(ind,ind-1)=0; mdb(ind,ind-1)=0; %

meb(ind, ind+1)=-2%aby; mdb(ind, ind+1)=2*aby; %

meb(ind, ind)=meb(ind,ind)+cty; meb(ind,ind)=meb(ind,ind)-cty; %

% horizontal superior

for

end

kc=1:nx

ind=kc*nny;

mem(ind,ind-1)=-2*amy; mdm(ind,ind-1)=2%amy;

mem(ind,ind+1)=0; mdm(ind,ind+1)=0;

meb(ind, ind-1)=-2*aby; mdb(ind,ind-1)=2*aby; %

meb(ind, ind)=meb(ind,ind)+cty; meb(ind,ind)=meb(ind,ind)-cty; %
meb(ind,ind+1)=0; mdb(ind,ind+1)=0; %

meb(nn,nn-1)=-2*aby; mdm(nn,nn-1)=2%amy;

h

% inicio das iteragdes temporais

rst=rz; mst=mz; bst=bz;

verr = zeros(nny,nnx) ;

verm

verb

zeros (nny,nnx) ;

zeros (nny,nnx) ;
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vx = [0:dx:1]; vy = [0:dy:h];

for it=1:nt
moem=mem; modm=mdm;
moeb=meb; modb=mdb;
for k=1:npit
% calculo dos termos de r
for i=1:nn
ter=plre+nrmt* ((mz(i)+mst(i))/2);
rst(i)=(plrd-nrmt* ((mz(i)+mst (1)) /2)) /ter;
end
% para calcular m, os operadores
for il=1:nn
r2=(rst+rz)/2; m2=(mst+mz)/2; b2=(bst+bz)/2;
moem(il,il)=mem(il,il)+1mt2* (1+m2(il)/(r*r2(il)))-nmrt*r2(il)+nmbt*b2(il);
modm(il,il)=mdm(il,il)-1mt2*(1+m2(il)/(r*r2(il)))+nmrt*b2(il)-nmbt*b2(il);
moeb(il,il)=meb(il,il)-1bt2*(1-b2(il) /kb) -nbrt*r2(il);
modb (il,i1)=mdb(il,il1)+1bt2%(1-b2(il)/kb)+nbrt*r2(il);
end
mst=moem\ (modm*mz) ;
bst=moeb\ (modb*bz) ;
end

rz=rst; bz=bst; mz=mst;

%Visualizacao dos resultados
for j=1:nnx
for i=1:nny

ind = (j-1)*nny + i;

verr(i,j) = rz(ind);

verm(i,j) = mz(ind);

verb(i,j) = bz(ind);
end

end

%Grafico do resultado

subplot(3,2,1)

surf (vx,vy,verr)

view(0,90),colorbar off, shading interp;
subplot(3,2,2)

%subplot(3,1,1)

contour (vx,vy,verr,50) ,grid
subplot(3,2,3)

surf (vx,vy,verm)

view(0,90),colorbar off, shading interp;
subplot(3,2,4)

%subplot(3,1,2)

contour (vx,vy,verm,50) ,grid
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subplot(3,2,5)
surf (vx,vy,verb)
view(0,90),colorbar off, shading interp;
subplot(3,2,6)
%subplot(3,1,3)
contour (vx,vy,verb,50), grid
pause (0.00001) ;
%toc;
end

toc;

11



