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RESUMO: Para estudar a evolucdo da dinamica espaco-temporal de uma populacao, processo
conhecido como dispersao, primeiramente foi realizado um levantamento histérico. Analisando
esse levantamento, percebe-se que as equacdes mais utilizadas para descrever esse processo sao
as equacdes de conveccdo e de difusdo. Utilizando essas duas equagdes como base, surgiram
vérios modelos mais detalhados, que foram estudados neste trabalho. Com os estudos realizados
foi proposto um modelo com dispersdo para retratar as doencas conhecidas como enfezamentos
palido e vermelho na cultura do milho.
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1. INTRODUCAO

Modelos matemadticos sdo utilizados para descrever a dindmica de populacdes em diversas
situacoes, tais como no controle de pragas, nos modelos de presa-predador, crescimentos popu-
lacionais, entre outros. Em grande parte dos casos os modelos representam uma dindmica
temporal e espacial, e possuem pardmetros com interpretacao fisica ou bioldgica.

As equagdes diferenciais ordindrias sdo mais faceis de serem analisadas, porém ndo de-
screvem processos com dispersdo da populacido no espago. Para descrever esses processos,
equagoes diferenciais parciais podem ser utilizadas.

A distribui¢do da populagdo pode ser homogénea, igualmente distribuido no espaco anal-
isado, ou pode ser heterogéneo, que possui direcdes preferenciais determinados pelo habitat,
temperatura ou existéncia de barreiras naturais, como rios por exemplo (Pinheiro, 2010).

Os processos que descrevem a dispersao de uma determinada populacdo ao longo do tempo,
podem ser modelados utilizando varios modelos distintos de equacdes diferenciais parciais.
Dentre os termos utilizados para descrever a dispersdo, destaca-se o processo de difusdo e
conveccao que serdo retratados ao longo desse trabalho.

2. HISTORICO

Desde o século XVIII, modelos matemadticos sdo utilizados para descrever processos bioldgicos,
época em que Daniel Bernulli realizou os primeiros modelos epidemiolégicos. Vérios outros
modelos clédssicos foram propostos, como o modelo proposto por Thomas Malthus para des-
crever a dinamica da populagio, representado pela equagao:

dN(t)
dt

onde N(t) representa o nimero total de individuos na populacéo, 7 representa o tempo, a repre-
senta a taxa de natalidade e b representa a taxa de mortalidade.

O modelo proposto por Verhulst em 1838 é uma modificagcdo do modelo anterior. Enquanto
no modelo de Malthus ndo € considerado uma limitacdo para a populacao, o modelo de Ver-
hulst considera que a populacdo apresenta um limitante para o seu crescimento, essa limitagao
estd associada com fatores do meio, como a disponibilidade de alimento. Segue o modelo de
Verhulst, conhecido como crescimento logistico:

M= (1-72),

=aN(t) —bN(t),

dt K

onde r representa a constante de crescimento e K a capacidade de suporte do meio.



Em muitos casos deseja-se encontrar nao sé a dindmica da populag¢do ao longo do tempo,
como visto nos modelos apresentados anteriormente. Existem dindmicas que devem ser ana-
lisadas ao longo do tempo e do espaco, de uma determinada drea. Um dos primeiros modelos
para descrever a dindmica de dispers@ao de uma populacao foi realizado por Ronald Ross em
1904 (BACAER, 2010). Nesse trabalho Ross analisou porque a densidade de insetos diminui
a medida que a distancia do local de reproducdo € aumentada. Desde entdo foram propostos
varios modelos para retratar a dispersao.

3. TIPOS DE DISPERSAO

Existem varios modelos que podem descrever a dinamica de dispersdao de uma populagcdo
(HOLMES et al., 1994), esses modelos relacionam o fluxo com a densidade populacional. Den-
tre os modelos mais utilizados destaca-se o modelo de convec¢do e o modelo de difusao.

O modelo de convec¢ao, também conhecido como adveccao, € utilizado para retratar a dis-
persdo de uma populacdo através de um escoamento, como por exemplo o escoamento ao longo
de um rio. Considere a dispersdao unidimensional, seja ¢ a velocidade com que a dispersdao
ocorre, entdo o fluxo ¢ é relacionado com a densidade u(x,#) da seguinte forma:

O(x,1) = cu(x,1). (D

Considerando um intervalo de tempo suficientemente curto, onde pode ser desprezada a
mortalidade e natalidade de individuos, tem-se:

ou o0
-2 2)
ot ox
Substituindo a relagdo 1 na equacdo anterior, e considerando que a velocidade ¢ ndo varia
ao longo do espaco, entdo:

- 52 =0, 3)

que ¢ a equacgao de convecgao linear (SOARES, 2002).

Outro modelo bastante utilizado para retratar a dindmica de dispersao € o modelo de difusao.
Esse modelo € derivado da Lei de Fick, que inicialmente foi utilizada para retratar processos de
dispersdo de particulas na fisica, e em 1937 foi utilizada por Fisher pela primeira vez em um
modelo de dinAmica populacional (BACAER, 2010).

A Lei de Fick, é dada por:

d
0(r.t) = —D3-. )

onde D € o coeficiente de difusdo e o sinal negativo indica que a difusdo ocorre do sentido de

maior para o de menor concentracdo (SOARES, 2002).
Partindo da equacao 2, e substituindo ¢ pela relagdo 4, tem-se

du(x,t) 0 _Dau(x,t)
o  Ox ox /)

Considerando que o coeficiente de difusdo D independe da direcdo, a equacgdo de difusdo €
dada por:

®)



u Dazu
o  ox?’
O coeficiente de difusdo pode depender das direcdes envolvidas no modelo. Neste caso, é

comum considerar que o aumento da difusdo ocorre devido ao aumento da prépria populagdo
(SOARES, 2002). Assim D € da seguinte forma:

D =Dy (M—”O) , ©6)

onde Dy € o valor do coeficiente de difusdo para u = ug, m e ug sdo constantes positivas. Esse
coeficiente de difusao é utilizado em problemas com dispersao de insetos. Substituindo D na

equacao 5, tem-se
ou Do (X " 92u +D w1 u\?
= — i m _— .
ot 0 up) Ox? 0 uj \ ox

m—1
Pode-se interpretar o termo Dom—_—=— como sendo a velocidade de uma “convecgdo”

uj ox
(SOARES, 2002).
A dispersdo pode ser retratada como uma juncao dos dois modelos vistos anteriormente. Ou

de forma mais geral pode ser retratada levando em consideracao a natalidade e mortalidade da
populacao, entre outros fatores que contribuem para a sua dinamica, como na equacgao a seguir.

Ju du %u
5 %% :Da_xz + f(u),

onde f(u) representa todos os fatores, que nao so a dispersdo, mas que influenciam na dindmica
populacional.

4. MODELOS COM DISPERSAO

Com citado anteriormente o primeiro trabalho com dispersao foi realizado por Fisher (SOARES,
2002). Neste trabalho foi proposto um modelo para descrever a propagacdo de um gene na
populacdo. Para retratar essa propagacao foi utilizando a Lei de Fick (equagdo 4), que ini-
cialmente era utilizada na fisica e, segundo Fisher, pode ser utilizado para modelar fendmenos
bioldgicos.

Nesse modelo, Fisher considera que a dispersao pode ser retratada como um processo de
difusdo, unidimensional, e que o coeficiente de difusdo é constante.

ou %u
P Dﬁ + f(u),

onde f(u) é o termo de crescimento logistico, encontrado no modelo de Verhulst,

f(u)zru(l—%).

Assim tem-se que o modelo de Fisher, € representado pela equacao:

%:D%—f—m(l—%).



Desde a equacgao de Fisher diversos modelos foram propostos para descrever diferentes tipos
de dispersao populacional. O modelo de presa-predador foi também descrito considerando a
dispersao das populagoes (HOLMES, 1994). Nesse modelo considera-se a dispersdo unidimen-
sional, e que ocorre dispersdao na populacio de presas, u, € na populagdo de predadores, v. O
modelo é composto do seguinte sistema de equagoes:

Jou o%u

u
g :Duw—i—ru (1 — E) —Ocm,uv,
(7
dv 9%y
g = DVW — HV = Oy uv,

onde u € a taxa de mortalidade dos predadores, o, € a taxa com que os predadores consomem
as presas, O, € a taxa com que surgem novos predadores, D, e D, sdo, respectivamente, 0s
coeficientes de difusdo da presa e do predador.

Outro modelo classico, proposto por Kermack e McKendrick (TREJOS e DUARTE, 2005),
foi utilizado para descrever o processo de dispersao de uma epidemia, onde considerou a trans-
missao direta entre os individuos suscetiveis (S) e infectados (/), com uma taxa de transmissao
B. O modelo é composto seguinte sistemas de equacdes:

aS 9%S
g - —BSI—}—Dlﬁ,
ol 01
E = BSI—QI‘FDZw,

onde o representa a taxa de mortalidade dos infectados, D; e D, representam respectivamente
o coeficiente de difusdo dos individuos suscetiveis e os infectados.

Com base no modelo anterior, Trejos € Duarte (2005), propuseram um modelo para descr-
ever a propagacao de Toxoplasma gondii através de gatos. O modelo considera as proporcoes
de gatos suscetiveis S, infectados I, imunes R e parasitas P, relacionadas pelo seguinte sistema
de equagdes:

as
3 =Y(S+I+R)— (A+u+¢)S,

ol

S = A= (),

aR—sSJr I —uR
at_ n HIX,
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onde A é a probabilidade de infec¢do, Yy e u sdo as taxas de natalidade e mortalidade, € é a
cobertura de vacinag@o dos gatos, 3 € a taxa de infeccéo, 1 € a taxa de infectados recuperados,
0 € o decaimento natural dos parasitas, e D € o coeficiente de dispersao.

Neste caso o modelo considera a dispersao bidimensional. Além disso, assume que os gatos
nao possuem dispersao, e utiliza somente um termo de difusdo, para os parasitas. Para encontrar
a solucdo numérica € utilizado o método de diferengas progressivas.

Em 2007, Freire prop6s um modelo matemdtico para descrever a dindmica da mosca-do
mediterraneo, inseto causador de doencas em plantacdes de citros. Para realizar a dinamica do
inseto, o seguinte modelo foi proposto.
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onde L € a populacdo de larvas, M e V sdo as populagdes de fémeas adultas de C. capitata e com
o parasitoide D. longicaudata, respectivamente. 0y € a propor¢do de larvas que se transfor-
mam em adultas; 3 € o coeficiente de competi¢ao intra-especifica para a classe de larvas; oy €
a taxa de larvas que sdo parasitadas por D. longicaudata; u a taxa de fecundidade; a simboliza a
meia saturacdo do parasitismo sobre o hospedeiro; 1;, Mz, Ny representam, respectivamente, as
taxas de mortalidade das larvas, das fémeas adultas de C. capitata, e do parasitoide D. longicau-
data; 1 e Y, s@o os fatores de conversao de larvas em fémeas C. capitata, e em parasitoide D.
longicaudata;p e P sdo as razdes sexuais de moscas fémeas e vespas fémeas, respectivamente.

Os coeficientes de difusdo espacial sdo D e Dy, referentes a dispersao de fémeas adultas de
mosca-do-mediterraneo e de vespas fémeas. A difusdo retratada nesse modelo € bidimencional,
e a dinamica analisada se refere ao inseto, € ndo o seu impacto na plantacdo de citros.

Outro modelo interessante, que contém dispersao, foi proposto por Avila et al. (2010). Esse
modelo descreve a dindmica da evolucao da doenca do caranguejo letdrgico, que € causado por

um fungo. Para descrever o processo de dispersdo do fungo sdo considerados processos de
convecgdo e difusdo, conforme mostra o sistema de equacdes abaixo.

(S S
S, =08 (1 — —) — (u+uc)S —BSF +11,

K
ol
S =BSF —(v+ut o)L,
oF 0*F oF
kg = G(XI—‘UFF—FDFW —VFg.

onde S e I representa a densidade de caranguejos susceptiveis e infectados, F representa a
densidade de fungos, ¢ € a taxa de natalidade, K € a capacidade de suporte do meio, u e uc sao
as taxas de mortalidade dos caranguejos natural e pela coleta, ur € a taxa de mortalidade dos
fungos, o € a taxa de mortalidade pela doenga, 3 € a taxa de contato, y € a taxa de recuperagao,
o ¢ a taxa de crescimento dos fungos, Vg e D sdo os coeficientes de conveccdo e difusao.

Para encontrar uma solu¢ao numérica para esse sistema de equagdes foi utilizado o processo
de ondas viajantes. Com esse processo € possivel transformar as equagdes diferenciais parciais
em equacoes diferenciais ordindrias, através da mudanca de varidvel z = x —ct, onde ¢ € a
velocidade da onda.




5. MODELOS DE DISPERSAO DE DOENCAS EM MILHO

As doencas conhecidas como enfezamentos pélido (Corn Stunt Spiroplasma, CSS) e o enfeza-
mento vermelho (Maize Bushy Stunt Phytoplasma, MBSP), figura 1, causadas respectivamente,
por espiroplasma e fitoplasma, podem causar sérios prejuizos econdmicos na cultura do milho.
Ambas as doencgas sdo transmitidas pela cigarrinha Dalbulus maidis (Figura 2), de forma per-
sistente e propagativa (OLIVEIRA, OLIVEIRA; 2004).

Figura 1: Enfezamentos Pdlido e Vermelho

Figura 2: Cigarrinha Dalbulus maidis



A fim de prever a dinamica temporal das doengas, o trabalho proposto por Silva et al. (2011),
apresenta um modelo utilizando equacdes diferenciais ordindrias para retratar o comportamento
da populagdo de cigarrinhas, e de plantas. Os compartimentos considerados nesse trabalho estao
representados na figura 3.

H b*p 1/t

S

Figura 3: Compartimentos considerados no modelo para enfezamento

No trabalho de Silva et al. (2011) foi porposto um modelo para andlise da dinamica temporal
das doengas. Como modificacdo desse modelo, a fim de analisar a dinAmica espago-temporal
das doencas, incluimos os termos de dispersao, que resultou no seguinte sistema de equagdes:

(dM,
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onde My é a populacdo de plantas sadias; M| € a populacdo de plantas infectadas; Iy € a
populacdo de cigarrinhas sem molicutes; /; é a populacdo de cigarrinhas com molicutes em
periodo de laténcia; I € a populagdo de cigarrinhas infectantes; p € a probabilidade de aquisi¢ao
de molicutes pela cigarrinha; p’ é a probabilidade de transmissdo de molicutes da cigarrinha para
a planta; N7 e N, sdo as populacdes totais de plantas e cigarrinhas, respectivamente; u € a taxa
de mortalidade/natalidade da cigarrinha; t* é o periodo de laténcia da infec¢@o na cigarrinha; b’
€ a taxa de visitas que a planta recebe por cigarrinha e b* é a taxa de visitas que a cigarrinha
realiza por planta.

O parametro D representa o coeficiente de dispersdo das cigarrinhas; /1) e 12(0) represen-
tam respectivamente a populagdo inicial de cigarrinhas em periodo de laténcia, e de cigarrinhas
infectantes; a € uma constante positiva, que indica se quando ocurre o aumento da populagdo
em relacdo a populacdo inicial, a dispers@o aumenta (caso em que a > 1), ou se diminui (caso
emquea < 1).

O termo de dispersao escolhido para esse modelo foi o modelo de difusdo 6, que de acordo
com Soares (2002), melhor retrata a dispersao de insetos. Como a dispersao espacial ocorre com
as cigarrinhas o termo de dispersao foi acrescentado nas equagdes da populacdo de cigarrinhas
em periodo de laténcia e de cigarrinhas infectantes. O modelo retrata a dispersdo em uma
dimensdo, mas pode ser generalizado para retratar a dispersao em duas dimensdes.



Com os valores dos parametros encontrados na literatura, ou através de experimentos de
campo, pode-se realizar simulagdes numéricas, a fim de obter a dindmica espacial e temporal
dos enfezamentos, podendo assim prever o comportamento das doengas.

6. CONCLUSOES

A dispersdo € um processo importante, que em alguns modelos bioldgicos, ndo pode ser des-
prezado. Um dos primeiros modelos propostos para analisar a dispersao foi realizado por Fisher,
onde utiliza a equacdo de difusdo para retratar a dispersdo de um gene em uma populagdo.
Posterior a esse trabalho, alguns modelos matematicos foram criados para retratar a dispersao
de populacdes.

Modelos com dispersdo sd@o bem retratados por equacdes de conveccao quando a dispersao
ocorre com uma velocidade constante, como por exemplo com a dispersao de uma populagdo
em um rio. Em outros casos, a equacdo de difusio representa melhor a dispersdo da populagdo
envolvida.

Modelos de dispersdao podem ser retratados com a juncdo das equacdes de convecgdo e
de difusdo, esse procedimento foi realizado em alguns trabalhos. Porém, nao existem muitos
trabalhos que retratem a dispersdo de uma populacdo, devido a complexidade de andlise das
equacgoes.

O termo de dispersdao que melhor representa a dinamica de dispersdao de insetos é dada
pela equagdo 6. Esse termo foi utilizado para descrever a dindmica espacial dos enfezamentos.
Partindo desse trabalho poderao ser realizados anélises futuras com dados numéricos.
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