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Resumo

O Huanglongbing (HLB) é considerado atualmente a mais grave doença da citricultura mun-
dial, devido aos enormes prejuı́zos econômicos que pode causar. Este trabalho apresenta um
modelo matemático epidemiológico para avaliar a evolução temporal da doença considerando
o sistema planta (citros) - inseto vetor (Diaphorina citri). Com base na literatura determinou-se
faixas de variação para os parâmetros biológicos do modelo. A partir da criação de cenários de
simulação verificou-se numericamente utilizando o método LHS algumas condições que favo-
recem a evolução da doença.
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Capı́tulo 1

Introdução

1.1 Importância Econômica
O Brasil é o maior produtor de citros do mundo, sendo responsável por 31,5% da produção
mundial (Figura 1.1), negócio que gera mais de 400 mil empregos onde o Estado de São Paulo
responsável por 80% da produção nacional de laranja (BELASQUE JR et al.,2010). Devido
a essa importância econômica, a presença de doenças como o Huanglongbing ou HLB (ex
greening) em plantações gera enormes preocupações.

Figura 1.1: Participação brasileira na produção de Citros mundial (NATIONAL RESEARCH
COUNCIL, 2010)

1.2 Caracterização da Doença
Identificado inicialmente na China em 1919, o Huanglongbing, que em chinês significa ”doença
do dragão amarelo”, se espalhou pelo mundo e está presente em mais de 40 paı́ses (BOVÉ,
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2006). No Brasil, os primeiros relatos da presença do HLB datam de 2004, onde foi detectada
nos pomares do Estado de São Paulo (TEIXEIRA et al.,2010).
A doença (Figura 1.2(a) e (b)) é caracterizada pela presença da bactéria Candidatus Liberibacter
spp., microorganismo procariótico que vive e se desenvolve no floema das plantas, e que pode
ser encontrada em três espécies: Candidatus Liberibacter asiaticus, presente em pomares da
Ásia, Brasil e Estados Unidos; Candidatus Liberibacter africanus e Candidatus Liberibacter
americanus, este último descoberto na região de Araraquara recentemente (BASSANEZI et
al.,2005). A principal forma de transmissão para a planta se dá pelo psilı́deo (Diaphorina Citri
- Figura 1.2(c)), inseto presente nos pomares brasileiros desde a década de 40.

Figura 1.2: (a) Sintomas do HLB1, (b) Citros com a doença2, (c) Psilı́deo transmissor do HLB3.

Considerada a pior doença da citricultura mundial devido à sua dificuldade de controle, o HLB
já atinge 53,3% dos talhões dos pomares do estado de São Paulo, contabilizando um total de
3,8% de plantas contaminadas. No estado da Flórida, nos Estados Unidos, o número de plan-
tas contaminadas chega a 18% (FUNDECITRUS,2011). Este trabalho apresenta um modelo
matemático compartimental determinı́stico para analisar a dinâmica temporal da doença, con-
siderando o sistema planta - psilı́deo. Com base no sistema de equações diferenciais ordinárias
que descreve o modelo, foram criados cenários de simulação e avaliadas algumas condições que
podem favorecer a evolução temporal da doença no campo.

1Fonte: <http://www.apsnet.org/publications/apsnetfeatures/Pages/Huanglongbing.aspx>.
Acesso em: 25 nov. 2011.

2Fonte: <http://fabianoasato.blogspot.com/2010/04/greening-hlb-huanglongbing_06.html>.
Acesso em: 25 nov. 2011.

3Fonte: <http://www.cleanplantshappyplants.com/products/greening_helper.html>. Acesso em:
25 nov. 2011.
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Capı́tulo 2

Modelo Matemático

2.1 Considerações Iniciais
A inexistência de modelos matemáticos para avaliação do sistema citros - HLB é atribuı́da à
complexidade da transmissão do patógeno pelo inseto vetor e é vista na literatura atual (NATI-
ONAL RESEARCH COUNCIL, 2010) como um desafio a ser alcançado a longo-prazo. As-
sim, com base nos trabalhos de Ross (BACAËR, 2010) e Vandermeer e Power (1990) para
estudos da transmissão da malária em humanos e de doenças na cultura do milho, respectiva-
mente, desenvolveu-se um modelo matemático compartimental determinı́stico para descrever
a dinâmica da propagação do HLB no sistema citros - psilı́deo Diaphorina Citri. Para tal, o
modelo considera a fase de incubação da doença na planta, perı́odo desde a infecção da planta
pelo psilı́deo infectado, até o aparecimento de sintomas.

2.2 Modelo Compartimental
A Figura 2.1 apresenta os compartimentos considerados no modelo, que são descritos matema-
ticamente pelo sistema de equações diferenciais em (2.1), de forma que C0 é o compartimento
de plantas saudáveis, C1 é o compartimento de plantas em perı́odo de incubação, C2 é o com-
partimento de plantas apresentando sintomas, I0 é o compartimento de insetos saudáveis e I1 é
o compartimento de insetos infectados com HLB.

C0 C1 C2

I 0 I 1

m1 b2 f 2 (1/ t s) m1

m2

m2

b1 f 1 m2

Figura 2.1: Modelo Matemático
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dC0

dt
= m1C2−b2 f2I2C0,

dC1

dt
= b2 f2I2C0−

1
ts

C1,

dC2

dt
=

1
ts

C1−m1C2,

dI0

dt
= m2N2−b2 f1I0(C1 +C2)−m2I0,

dI1

dt
= b1 f1I0(C2 +C2)−m2I1.

(2.1)

Fazendo a substituição C0+C1+C2 = N1 e I0+ I1 = N2 podemos eliminar as equações para C0
e para I0, e então o sistema ficará da forma:

dC1

dt
= b2 f2I2(N1−C1−C2)−

1
ts

C1,

dC2

dt
=

1
ts

C1−m1C2,

dI1

dt
= b1 f1(N2− I1)(C1 +C2)−m2I1.

(2.2)

O modelo normalizado proposto é formado pelo seguinte sistema de equações diferenciais or-
dinárias, no qual c1 =

C1
N1

, c2 =
C2
N1

e i1 = I1
N2

dc1

dt
= N2b2 f2i1(1− c1− c2)−

1
ts

c1,

dc2

dt
=

1
ts

c1−m1c2,

di1
dt

= N1b1 f1(1− i1)(c1 + c2)−m2i1,

(2.3)

onde: N1 e N2 são as densidades de populações de plantas de citros e insetos por unidade de
produção (UP), respectivamente (ambos assumidos constantes); c1 é a população de plantas em
estado de incubação da doença; c2 é a população de plantas sintomáticas; i1 é a população de
Insetos infectados com HLB; b1 é a frequência de visitas que um psilı́deo realiza por planta; b2
é a frequência de visitas que uma planta recebe por inseto; f1 é a probabilidade de aquisição
de HLB pelo inseto; f2 é a probabilidade de transmissão de HLB do inseto para a planta; m1 é
a taxa de remoção de plantas infectadas; m2 é a taxa de mortalidade do inseto; ts é o tempo de
incubação na planta.
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Capı́tulo 3

Pontos de Equilı́brio e Estabilidade

3.1 Pontos de Equilı́brio
O sistema de equações descrito em (2.3) em regime estacionário possui dois pontos de equilı́brio
da forma Pi = (c1,c2, i1), tal que P1 = (0,0,0) é a solução trivial, e a solução não trivial é dada
por P2 = (c∗1,c

∗
2, i
∗
1), onde:

c∗1 =
(b1b2 f1 f2m2

1t2
s +b1b2 f1 f2m1ts)N1N2−m2

1m2ts
(b1b2 f1 f2m2

1t2
s +2b1b2 f1 f2m1ts +b1b2 f1 f2)N1N2 +(b1 f1m2

1ts +b1 f1m1)N1
;

c∗2 =
(b1b2 f1 f2m1ts +b1b2 f1 f2)N1N2−m1m2

(b1b2 f1 f2m2
1t2

s +2b1b2 f1 f2m1ts +b1b2 f1 f2)N1N2 +(b1 f1m2
1ts +b1 f1m1)N1

;

i∗1 =−
(b1b2 f1 f2m1ts +b1b2 f1 f2)N1N2−m1m2

((b1b2 f1 f2m1ts +b1b2 f1 f2)N1 +b2 f2m1m2ts +b2 f2m2)N2
.

3.2 Análise de Estabilidade
A matriz Jacobiana do Sistema é dada por:

J =


−b2 f2i1N2−

1
ts

−b2 f2i1N2 b2 f2N2(1− c1− c2)

1
ts

−m1 0

b1 f1N1(1− i1) b1 f1N1(1− i1) −b1 f1N1(c1 + c2)−m2

 (3.1)

3.2.1 Ponto Trivial (P1)
Então, fazendo a substituição por P1 = (0,0,0), teremos a seguinte matriz Jacobiana

J1 =


−1

ts
0 b2 f2N2

1
ts

−m1 0

b1 f1N1 b1 f1N1 −m2

 (3.2)
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3.2.2 Ponto Não Trivial (P2)
Para a análise de estabilidade do ponto de equilı́brio P2, fazendo uma substituição tal que

k1 =
f1b2m1ts f2 + f1b2 f2−m1N1m2N2

f1bm1ts + f1b+m1tsm2N2 +N2m2
; (3.3)

k2 =
f1b2m1ts f2 + f1b2 f2−m1N1m2N2

bm2
1t2

s f2 +2 f2btsm1 +m2
1tsN1 + f2b+m1N1

; (3.4)

A matriz jaconbiana ficará da forma:

J2 =


− k1

N1
− 1

ts
− k1

N1

f2[ f1− k2(m1ts +1)]
f1N1

−1
ts

−m1 0

f1( f2b− k1)

N2 f2

f1( f2b− k1)

f2N2
−k2(m1ts +1)

N2
−m2

 (3.5)

Ainda é possı́vel fazer mais simplificações, de maneira que tomamos R1 =
f2

N1 f1
; R2 =

f1

N2 f2
e

R3 = m1ts +1, dessa maneira, o jacobiano para o ponto não trivial (c∗1,c
∗
2, i
∗
1) é tal que:

J2 =


− k1

N1
− 1

ts
− k1

N1
R1( f1b− k2R3)

−1
ts

−m1 0

R2( f2b− k1) R2( f2b− k1) −k2R3

N2
−m2

 (3.6)

Utilizando-se os critérios de Routh-Hurwitz (EDELSTEIN-KESHET, 1988) sobre as matrizes
jacobianas resultantes foram obtidas expressões complexas, que impossibilitam a interpretação
biológica dos resultados obtidos analiticamente. Desta forma, optou-se por avaliar a estabili-
dade dos pontos de equilı́brio por meio de simulaões numéricas.
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Capı́tulo 4

Análise Numérica do Modelo

4.1 Parâmentros
A Tabela 4.1 mostra os valores usados nas simulações para os parâmetros do modelo, com base
na literatura. Ainda, a partir da análise dimensional dos parâmetros, tem-se que b1 = (p′p)/N2
e b2 = p/N2, onde p é a proporção de plantas visitadas (com psilı́deos) e p′ é o número de
psilı́deos por planta visitada, com p e p′ dados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Valores dos parâmetros usados nas simulações.(BRAGA et al, 2011)

Parâmetros Valores Referência

N1 2000 Plantas/UP (FUNDECITRUS, 2010)
p 0.40 (LARANJEIRA, 2011) 7

p′ 1.52 (LARANJEIRA, 2011) 7

f1 0.30 – 0.43 (NASCIMENTO, 2010)
f2 0.6833 (CAPOOR, RAO, VISWANATH, 1974)
m2 1/4 – 1/3 meses−1 (FUNDECITRUS, 2011)
ts 6 – 18 meses (BELASQUE JR et al, 2010)

4.2 Simulações Numéricas
As simulações numéricas foram realizadas com o uso do software MATLAB, versão 7.8.0
(R2009a), a partir do sistema de equações diferenciais dado em (2.3). Para observar a dinâmica
da incidência da doença, considerou-se diversos cenários:

7LARANJEIRA, Francisco Ferraz (Engenheiro Agrônomo, Embrapa Mandioca e Fruticultura). Comunicação
pessoal, 2011.
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4.2.1 Cenário 1: Sem retirada de Plantas.
Condições iniciais: c1 = c2 = 0.0 e i1 = 1.0, N2 = 1000 e m1 = 0.0.

0 12 24 36
0

0.5

1
c 0

0 12 24 36
0

0.5

1

c 1

0 12 24 36
0

0.5

1

c 2

0 12 24 36
0

0.5

1

i 0

0 12 24 36
0

0.5

1

i 1

Figura 4.1: Resultado das dinâmicas geradas por LHS usando os parâmetros definidos na Ta-
bela 4.1, N2 = 1000 e m1 = 0.0
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4.2.2 Cenário 2: Com tempo de retirada a cada 6 meses.
Condições iniciais: c1 = c2 = 0.0 e i1 = 1.0, N2 = 1000 e m1 = 1/6.

0 12 24 36
0

0.5

1

c 0

0 12 24 36
0

0.5

1

c 1

0 12 24 36
0

0.5

1

c 2

0 12 24 36
0

0.5

1

i 0

0 12 24 36
0

0.5

1

i 1

Tempo (meses)

Figura 4.2: Resultado das dinâmicas geradas por LHS usando os parâmetros definidos na Ta-
bela 4.1, N2 = 1000 e m1 = 1/6
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4.2.3 Cenário 3: Com tempo de retirada a cada 3 meses.
Condições iniciais: c1 = c2 = 0.0 e i1 = 1.0, N2 = 1000 e m1 = 1/3.

0 12 24 36
0

0.5

1

c 0

0 12 24 36
0

0.5

1

c 1

0 12 24 36
0

0.5

1

c 2

0 12 24 36
0

0.5

1

i 0

0 12 24 36
0

0.5

1

i 1

Tempo (meses)

Figura 4.3: Resultado das dinâmicas geradas por LHS usando os parâmetros definidos na Ta-
bela 4.1, N2 = 1000 e m1 = 1/3
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4.2.4 Cenário 4: Sem retirada de Plantas, e com apenas 1 Planta infec-
tada.

Condições iniciais: c1 = 0.0005,c2 = 0.0 e i1 = 0.0, N2 = 1000 e m1 = 0.0.

0 12 24 36
0

0.5

1

c 0

0 12 24 36 48 60 72
0

0.5

1

726048

c 1

0 12 24 36 48 60 72
0

0.5

1

c 2

0 12 24 36 48 60 72
0

0.5

1

i 0

0 12 24 36 48 60 72
0

0.5

1

i 1

Tempo (meses)

Figura 4.4: Resultado das dinâmicas geradas por LHS usando os parâmetros definidos na Ta-
bela 4.1, N2 = 1000 e m1 = 0.0 e com apenas 1 planta infectada no talhão
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Capı́tulo 5

Resultados e Conclusões

5.1 Valores Numéricos
Para cada um dos cenários foram realizadas 1000 simulações por LHS (Latin Hypercube Sam-
pling), de forma a obter o comportamento geral da dinâmica para os valores dos parâmetros
variáveis da Tabela 4.1 ( f1, m2 e ts). Os resultados das simulações estão representados nas Fi-
guras 4.1a, 4.2a, 4.3a, 4.4a, cuja análise deixa clara a importância de se remover as plantas
infectadas.
Analisando a Figura 4.1a pode-se observar que se a remoção não ocorre (m1 = 0.0), em menos
de 2 anos mais de 95% da plantação estará infectada, considerando uma plantação com todos
os insetos infectados no tempo inicial. Analisando o cenário onde m1 = 1/3 e m1 = 1/6 (Fi-
gura 4.2a e Figura 4.3a, respectivamente), verifica-se uma mudança drástica na dinâmica geral
se comparado com a simulação onde não há retirada de plantas.
A Simulação feita no cenário 4 mostra a gravidade da doença. Considerando um cenário onde
há somente uma planta infectada e onde nenhum tipo de controle seja feito, pode-se observar
que levaria por volta de 4 anos para o pomar inteiro ser contaminado.

5.2 Norma Brasileira
Pela análise das simulações percebe-se que a dinâmica do patossistema está intrinsicamente
influenciada pela taxa de remoção das plantas infectadas, o que confirma a recomendação da
Instrução Normativa no. 53 (MAPA, 2008) para a retirada de plantas assim que apresentarem
sintomas. Essa norma ainda determina a eliminação das plantas da unidade de produção quando
o resultado da análise das amostras laboratoriais for positivo e a UP apresentar mais de 28% de
plantas sintomáticas; o modelo mostra que, quando c2(t) = 0.28, a população de plantas sadias
será de apenas 30%. Tal resultado pode ser inferido pela Figura 4.1a.
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